Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


AECHIV 
DER  MATHEMATIK  UND  PHYSIK 

MIT  BESONDERER  RÜCKSICHT 
AUF  DIE  LEHRER  AN  HÖHEREN  UNTERRICHTSANSTALTEN 
SOWIE  DIE  STUDIERENDEN  DER  MATHEMATIK  UND  PHYSIK. 

GEGBÜNOET  1841   DUBCH  J.  A.  GkUNEKT. 


DRITTE  REIHE. 

MIT  ANHANG: 

SrrZUNGSBEBIOHTE  DER  BERLINER  MATHEMATISCHEN  GESELLSOHAFF. 

HBBAUSOEOEBEN 

VOK 

E.  LAMPE  W.  FRANZ  METER  E.  JAENKE 

TM   BBBLIH.  XH  KOMXOBBSBO  X.  PS.  IV  BBBLIV. 


13.  BAND. 

MIT  19  TEXTFIOUBEM. 


•  •  « 


• 


•     •••*.'»*     '  •*       •  .  .'tarx      •.  .  ',; .     .»•,•-»,»  •i> 


LEIPZIG  UND  BERLIN, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TEÜBNER. 

1908. 


1 20943 


•    •  -••     •     ••• 

• 

•      • 

• 

•  « 

•  •    ••    •  • 

#•   •  •     •• 

• 

•      • 

• 

•• 

• 

•      • 

• 

• 
• 

•    •  •     •  •   • 

• 

•  • 

•  • 

• 
•  «    • 

••; 

!  •••  I 

» ■    •  • 

>  •    •  • 

• 

••'/ 

•  .   ••••    • 

•  •     .    •  •  •  • 

• .  .     ••    • 

• 
•  • 

•  •• 
• 

•  •• 

• 

-•:: 

# 

*•* 

0  4 

,*    •- 

*  •  1 

>  •    •  • 

• 

•  •• 

•       •         • 

•  • 

•  • « 

!  •     •  • 

_  • 

*  •    •  • 

• 

• 

•  • 

»   • 

•       • 

•  .  • 

•.  I' 

•      4 

1  •••  • 

»  •  •    • 

• 

•  •• 

•  •••     •  •    • • 

•     • 

•  • 

•  •  < 

• 

■ 

•  •  • 

•  ««A      •**      *** 

•  •     •         •                 • 

•  -        -       •      •                 • 

• 

•    • 

•           • 

•  • 

• 

• 

• 

• 

•      • 

•     •• 

•  « 

•• 

• 

• 

•        • 

••     • 

•  • 

• 

• 

•  •          • 

•          • 

•  « 

• 

• 

•     •••     •         •      ••• 

• 

• 

•          • 

•  • 

ALLE  RECHTE,  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSBTZUN08RECHTS ,  VORBEHALTEN. 


Inhalt. 


n 


Seite 

Batemaii)  K.j  in  Cambridge.   The  tangent  planes  which  can  be  drawn 

to  an  algebraic  surface  from  a  mnlidple  line 48—51 

Biermann,  Otto,  in  Brunn.    Über  zweifache  Flächenpunkte 23—28 

Eberhard  9  Yietor,   in  Halle  a.  S.    Über  die  Verteilung  der  reellen 

Wurzeln  dreier  rational  abhängigen  algebraischen  Gleichungen    .    .     118 — 126 
Eckhardt,  Ernst,  in  Homburg  v.  d.  Höhe.   Der  Brocardsche  Kreis  des 

harmonischen  Vierecks  als  Grenzfall  von  sechs  Siebenpunktkreisen. 

(Mit  1  Figur.) 12—22 

Fischer,  Ernst,  in  Brunn.    Über  den  Hadamardschen  Determinantensatz       32—40 
Godt,  Wilhelm,  in  Lübeck.    Über  die  Entwicklung  binärer  Formen  mit 

mehreren  Variabein 1 — 12 

Godeanx,  Laden,  in  Liäge.    Sur  un  mode  de  g^n^ration  de  la  cubique 

gauche 156 — 167 

Heger,  Richard,  in  Dresden.   Zur  Geometrie  auf  der  Kugel.    127—183,  209—213 
Jnng,  Heinrich,  in  Marburg.   Über  die  Lage  der  Hauptträgheitsachsen 

von  FunktsTstemen  in  der  Ebene 231 — 232 

Kokott,  Paul,  in  Neiße.    Über  sternförmige  Polygone,  welche  mit  der 

Teilung   der  elliptischen   Funktionen   im    Zusammenhange   stehen. 

(Mit  1  Figur.) 138—136 

K51niel,  Friti,  in  Baden-Baden.    Über  gewisse  Transformationen  von 

ebenen  Kurven  dritter  Ordnung 226—281 

KürschAk,  Josef,  in  Budapest.  Über  Formen,  die  vollständige  Potenzen 

sind 153—154 

Landau,  Edmund,  in  Berlin.   Über  die  Einteilung  der  positiven,  ganzen 

Zahlen  in  vier  Klassen  nach  der  Mindestzahl  der  zu  ihrer  additiven 

Zusammensetzung  erforderlichen  Quadrate.    (Mit  2  Figuren.)    .    .    .     805—312 
Lohnstein,  Rudolf,  in  Berlin.    Einige  Reihenentwicklungen  f or  »  .    .     325—831 
Mi^cen,  Georg,  in  Agram.   Einige  Sätze  über  die  räumliche  Hyperbel     144—149 
Meyer,  Engen,  in  Gharlottenburg.    Die  involutorischen  Punkttransfor- 
mationen des  Raumes 149 — 152 

Petr,  Karl,  in  Prag.    Ein  Satz  über  Vielecke 29—31 

Reißner,  H»,  in  Aachen.    Über  Fach  werke  mit  zyklischer  Symmetrie. 

(Mit  2  Figuren.) 817—825 

SalTord,  Frederick  HoUister,  in  Philadelphia.   The  potential  Equation 

and  V -function  Curves 223—226 

Togt,  Wolf  gang,  in  Karlsruhe.    Systeme  korrelativer  Bündel,  welche 

eine  gegebene  F'  erzeugen 137—143,  214—223,  313 — 317 

Wiman,    Anders,    in    Upsala.      Über    das    Minimum    des    Integrals 


Xt 


ß 


y^yr+y^dx 41—48 


», 


o 


a' 


IV 


Inhalt. 


BflzenBionen. 

Abraham,  M,  und  Föppl,  A.,  Einffllirung  in  die  Maiwellache  Theorie  der 

EloktriziUlt  I.    Von  E.  Jahnkc 

Adler,  A.,  Tbeorie  dei  geometrincheii  KonBtriiktionen.  Von  4J.  Wallen berg 
AhrenB,  W.,  Briefwechsel  Kwiaehen  C.  G.  J.  Jacobi  nnd  M.  H.  Jscobi.   Von 

J.  HeriOK 

Albrecht,  Logari^hmiflch-tfigoDonietriBcbe  Tafeln  mit  fünf  Dezimu!i<tellen. 

Von  E.  Knllrloh 

Amodeo,  Federico,  Ledoni  di  geometria  proiettiTa.  Von  0.  Stande  .  . 
Annuaire  du  Bmeau  dea  Lougitndes  ponr  l'an  1908.  Von  E.  Jatmke  .  .  . 
ABtronomiBuher  Ealendei  für  19U(>,  ISDT,  ISOä.    Von  H.  Saiiil«r,  E,  Kullrlcfa 

A.  Barnch. 8S, 

Bttire,  RenS,  Lei;onB  »ur  lea  thöories  gencralee  de  Tanaljae.  Von  F.  Hurtog« 
Ball,  W.  Rouee,  Räcräations  inaLh^matiques  et  probl6mes  des  temps  anciens 

et  niodemea.    Von  W.  Ahrens 

—  HiBtoiro  de»  Matiematiques.     Von  J.  Tropfke 

Bernhard,  M.,  Danitellende  Geometrie  mit  EiiiBcbliiQ  der  ^chattenkonstruk- 

tionen  und  der  PeiBpektive.     Von  E.  Hilller 

Besäon,  Paul,  Le  Radium  et  U  UadioectiTitä.  Von  E.  Aschblnaß.  .  .  . 
Block,  C,   Lehr-   und    Cbnnghbuch   für  den   planimetriachen  Dntemcbt  an 

Uöhecen  Schulen.    Von  E.  Kullrlcb 

Bljthe.  W.  H.,  On  Modela  of  Cubic  Surfacea.     Von  H.  ffleleltuer.    .    .    . 

Börnstein,  R.,  Leitfaden  der  Wetterkunde.     Von  H.  Samter 

BOttger,  Beitrüge  zur  GeBchicht«  uad  Methode  dea  chemiachen  Unterrichts 

in  der  Volksachule.    Von  H.  Samter 

Boutj,  M.,  „Cuura  de  PhjBique  de  !'£cole  Polytechnique  pac  M.  J,  Jamiu". 

Troiaifeme  Supplement.     Von  ü.  Lummer 

Brillouin,  Marcel,   Le^ouB  eui  la  viBcositf  des  liquidea  et  dea  gaz.     Von 

M.  Laue 

Bioggi.  Ugo,  Traite  Job  uaauranceB  aur  la  vie  avec  d^veloppementa  eur  le 

calcul  des  prababilitfs.     Von  E.  Wairaer 

Brunn,  H.,  Beziehungen  dea  Du  Boia-Reymondachen  Mittelwert«atzea  zur 

Ovaltheorie.    Von  fi.  IVallenberg 

BrunB,    H,,    Wahrach einlichkeiterechnung     und     EollelctiTinafilebre,       Von 

(J.  Heliu 

Bryan,  G.  H.,  Tbermodynamic».     Von  M.  Laue 

Burkhardt,  H.,  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  DiSetential- und  Integral- 
rechnung uud  ihre  Anwendung  zur  Beachreibung  tod  Natureracheinungen, 

Von  E.  Jabuke 

Bütklen,  Th,,   Formel aammlung   und   Repetitorium   der  Mathematik.     Von 

E.  KnUHch 

Cantor,   Moriti,   Vorlesungen    über    Genchichte    der   Mathematik.      Etater 

Band,  3.  Äufl,    Von  J.  Tropfke 

Cappilleri,    A,,    Einführung  in   die   Auagleichunggrechnung   (Methode   der 

kleinsten  Quadrate).     Von  E,  Juliuke 

Coutnrat.  C,  L'Algöbre  de  la  Logiqne.     Von  (J.  Walleiiberg  .    . 
ChriBtiansen,  C.  und  Müller,  Jobs.  J.  C,  Elemente  der  theoretischen 

Physik.     Von  E.  Prlogsbelm 

Davison    and    Richard»,    Plane   Geometrj   for   secondaiy    Bchoola.     Von 

E.  Kullrlcb 

Die  Kultur  der  Gegenwart.     1.  Bd. :  Die  allgemeinen  Grundlagen  der  Kultur 

der  Gegenwart.     Von  H.  Sainter 

Die  physikaliBcben  Institute  der  Universität  Göttingen.     Von  H.  Sauiter  . 
Doehlemann,  Projektive  Geometrie.     Von  P.  SebaTbeitlin    .... 


h 


Dabem,  F.,  Les  originea  de  la  statique.    Von  0.  Hauit-I \ 

Dnrege,  H,,  Elemente  der  Theorie  dei  FunhtioDen  einer  komplexen  ver- 
änderlichea  GrCBe.    Von  M.  Kranae : 

Edwardeon,  Woher  kam  das  LebenV    Von  H.  Suuter 

Emcfa,  A.,  An  intioductiou  to  projei'Üve  geometrj  a.nä  iU  applieationB.  Von 
Lotkar  Heffter 

Emden.  R.,  Uaakugeln.     Von  G.  HolzmfQler : 

Enc5klopiLdie  der  Elementarmathematik.    3.  Band.    Von  L.  Honueberg  .    .     i 

Fack,  Michael.  Zur  didaktischen  Darstellung  von  Stoffen  auB  der  nieileren 
und  höheren  Mathemutik,     Ton  J.  Schröder ! 

Fenkner,  H.,  Arithmetische  Aufgaben.     Von  E.  Kullrleh 

Fine,  H,  B,,  A  CoUege  Algebra.    Von  E.  Ketto 

FöppI,  August.  Vorlesungen  über  technische  Mechanik.  Von  J,  Wein- 
garten    . 1 

Franz,  Der  Mond      Von  II.  Samter 

Fnche,  L.,  (Jesammelte  Mathero ft tische  Werke  I,  11.    Von  G.  Wallen herg  59,  : 

fiarbasflo.Ä. ,  Vorleaungeu  übet  theoretische  Spektroskopie.  Von  Cl>8chaefer 

Gevger,  Erich,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,     Von  E.  HUller   .     '. 

Gibbi.  J.  Willard,  Scienliflc  papers.     Von  Cl.  ScLaefer : 

Glinier,  E.,  Lehrhuch  dei  Elementargeomctrie.    Von  E.  KuUrlcb  .... 

Giimtehl,  E.,  Die  Ziele  und  Methoden  dee  physikalischen  Unterrichta. 
Von  E.  KuUrich 

Grünfeld,  E.,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Von 
G.  Wallmbeix 

Hafner,  Phil,  Strom verteüungä Systeme  und  Berechnung  elektrischer  Lei- 
tungen.   Von  J.  Herzog ! 

Heiberg,  J.  L.  und  Zeuthen,  H.  (j..  Eine  neue  Schrift  des  ArcMmedes; 
Bibl,  Math,  7,,  821,  1907.    Von  J.  Tropf lie 

Henklet,  Der  Lehrplan  für  den  Unterricht  in  Naturkunde.    Von  H.  Samter     . 

Hertwig,  U.,  Das  Bilduiigst.iedfirfniB  und  seine  Befriedigang  durch  deutsche 
Iniveriitäten.     Von  E.  KuUrleh 

He»se,  0.,  Vorlesungen  aus  der  analjtitichen  Geometrie  der  geraden  Linie, 
dea  Punktes  und  des  Kreises  in  der  Ebene.     Von  P,  KQblhe 

Hoievar,  F.,  Lehr-  und  Übungsbuch  für  üntergyninasion.    Von   E>  Knllrlch 

— .  Lehr-  und  Ubungahuch  der  Arithmetik  für  die  unteren  Klassen  der  Gym- 
nasien und  verwandten  Lehranstalten.     Von  E>  KuUrlch 

Uochheim,  A.,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Von 
1'.  ZflbUie 

Holliger,  H,,  Kurte  Anleitung  zur  Berecbnung  von  Flächen  und  Körpern 
für  Schule  und  Praxis.    Von  E.  Knllricb 

Holzm Aller,  G.,  Die  Planimetrie  für  das  Gymnasium  im  AnsrbluB  an  die 
preußischen  Lehrplüne  von  1901  methodisch  bearbeitet.    Von  E.  Eullrlcb 

Unntington.  Edward  V.,  La  Kontinun.  Elementa  teoiio  starigita  sur  la 
ideo  d«  ordo  kun  aldono  pri  tcansfinitaj  nombtoj.    Von  G.  HeHsenberg .     '. 

fijrde,  E.  W..  liraBmann's  apace  aiisl^sia.     Von  E.  Jnhnke 

Jaeger,  G.,  Die  Fortschritte  der  kinetischen  Gastheorie.  Von  E.  Prlngsbelm 

Jordan,  W,,  Handbuch  der  Vermessungskunde.    Von  E.  HaiDDier    .    .    .    .     1 

Kistner,  Geschichte  der  Physik.    Von  IL  Samter 

Klauser  und  Labe,  Lehrbuch  der  Vermessungskunde.    Von  K.  EiilirmUBti 

Kvbold,  Der  Bau  des  Fixstern  Systems  mit  besonderer  Berücksichtigung  der 
pfaotometrischen  Roenitate,    Von  H.  Samter 

Koenig,  A.,  Bilrgerliche  Kechnungsarten.    Von  E.  Kullrieh  , 

Koppe-Dieckmanns  Geometrie  zum  Gebrauche  an  höhoren  Unterricht«- 
anitalten.    Von  P.  Schafheitlln,  E.  Kiillrlcfa ITÖ,  ! 


Kowklewski,  G.,  Emfilhrung  in  die  Infinitesimalrechnung  mit  einer  hieto- 
itBchen  Oberaicht.     Ton  E.  Jahnke 34 

Kr&uB,  Fritz,  Die  Thermodynamik  der  Dampfmsachinen.    Ton  B.  Tftter. 

Krüger,  L. ,  Znr  Anagleichnng  der  Wideraprflche  in  den  Winkelbedingungi- 
gleichungen  trigonomei rieche r  Netze.     Ton  L.  Erllger 

Kuhn,  Friedrich,  Fragen  und  Aufgaben  aus  dem  Anfaugskapite!  der  Plani- 
metrie.    Ton  E.  Kallrich 29 

Lackemann-Kreuschmer,  Die  Elemente  der  Geometrie    Ton  E.  Knllrlch 

La  Cour,  Paul,  und  Appel,  Jakob,  Die  Phjeik  auf  Grund  ihrer  geachicht- 
liehen  Entwicklung  filr  weitere  Kreise  in  Wort  und  Bild  daigeeteüL    Ton 

A.  BftttU in 

Lafitte,  P.  de,  Essai  sur  le  carrä  magique  de  N  ä  N  nombrea,  Ton 
E.  Kullrich 

Laisant,  C.  A.,  Initiation  math^matitgue.     Ton  E.  EuUrlcb 

Lamb.  Horace,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik.     Ton  M.  Laue SM 

Langen,  F.,  \TaB  haben  wir  von  der  Gasturbine  zu  erwarten?    Ton  B>  Tater 

Lanner,  A.,  Die  wiese  nach  aftli  che  Grundlage  des  ersten  RecheDanteiriclita. 
Ton  E.  Knllrlch      

Leibnizcns  nach  gebissene  Schriften  phyatkaliBChen,  mechanischen  nnd  tech- 
nischen Inhalte.     Ton  P.  Johannesson 181 

Lengauer,  Jos.,   Bardejs  Aufgabensammlung  fSi  bayerische  Mittelachulen 

nach  der  neuesten  Auflage  bearbeitet.     Ton  E.  KulIrlch 27] 

l.esaer,  Oekar,  Die  Entwicklung  des  Funktionsliegriffea  nnd  die  F6ege  des 
fnnktionolen  Denkens  im  Mathematikunterricbt  unarer  höheren  Schulen. 
Von  J.  ISchröder ....      

Loieel,  Guide  de  Tamateur  m^teorologiste.    Ton  H.  Ftamt^r 

Lorentz,  H.  A.,  Lehrbach  der  Differential-  und  Integralrechnung  nebat  einer 
Einführung  in  andere  Teile  der  Mathematik.    Ton  E.  Jahnke 

Loria,  Oino.  Torlesnngen  über  darstellende  Geometrie.     Ton  E.  M Aller    . 

Mahl  er,  Ebene  Geometrie-     Ton  P.  ScbafhelUln 

Marx,  Erich,  Die  Geschwindigkeit  der  Rüntgenatrahlen.     Ton  M.  Lane.    .     S4I 

Manderli,  Die  Interpolation  und  ihre  Verwendung  bei  der  Benutzung  nnd 

Herstellung  mathematischer  Tabellen.     Ton  H.  Sanitär 181 

Maurer,  Metbodiech  geordnete  Sammlung  geometriecber  Aufgaben  in  bild- 
licher Darateliung,     Ton  P.  Sebafbcltlln 17) 

Moifiner.  0.,  Die  meteorologischen  Elemente  und  ihre  Beobachtung.  Ton 
H.  Snnitcr 

Mellor,  J.  W.,  Höhere  Mathematik  für  Studierende  der  Chemie  und  Physik 
und  TBTwandter  Wiasensgebiete.    Ton  £.  Jabnke 

Hetz,  Ü.  de,  La  double  r^fraction  acoidentelle  dana  les  liiiuides.  Ton 
Cl.  Sebaefer 161 

Moinika  logarith  misch -tri  gonometriache  Tafeln.     Ton  E.  Knllrlch    .... 

Moller,  M,.  Die  abgekflrxte  Dezimalbmchrecbnung.    Von  E,  KnHrleli    .    . 

Malier,  Felii,  Karl  Schell bach,  Rückblick  auf  sein  wiaaenschaftliches  Leben. 

Von  H.  Samter 181 

Maller,  Heinrieb.  Vieiatellige  Logarithmen -Tafeln.    Ton  E.  KuUrIch  .    .     2H 

Müller,  H.  nnd  Kutnewaky,  H.,  Sammlang  von  Aufgaben  ane  der  Arith- 
metik, Trigonometrie  nnd  Stereometrie.     Ton  E.  KulIrlcU STI 

MQIler-Pouillet,  Lehrbuch  der  Phyaik  und  Met^rologie.  l  Band,  !.  HätfU. 
Von  F.  HariuH 181 

Hyller,  A..  Gewöhnliche  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  in  ihrer 
Beziehung  zu  den  Integralgleichungen.    Ton  tl,  Wallenherg 3« 

Nspravoik,  Franz,  Tolletilndig  gelöste  Maturitillaanfgabeii  aus  dar  Mathe- 
matik.   Ton  E,  EnUrtch sn 


I 


Keiketi,  H. ,  Der  goldene  Schnitt  und  die  „üeheiniiiifiEe  der  l'beopB{>yramide". 

Von  E.  Jabnke.   . 

KerDst,  W.  und  Scboeuflieä,  A.,   Eiofübnuig   in   die  mathematisclii)  Be- 

handluDg  der  Saturwiäeenachaften,     Von  E.  Julinke 

Oettingea,  Arthur  t.,  I)ie  perspektivischen  Kreisbilder  der  Kegelschnitte 

Von  E.  MiUler 

Oppenbeiin,  S.,  Das  astroaomiBche  Weltbild  im  Wandel  der  Zeit.    Von 

H,  Samter 

Orlich,  E.,  Anfname  und  Analyse  von  WecbEelatrorokurven.  Von  J.  Herzog 
'[tpi'^s,  Karl  Frbr.  von,  Das  Radium  und  die  radioaktiven  Stoffe.     Von 

— ~;Awhkinaa 

,  Das  deutsche  Bildungawesen  in  seiner  geschichtlichen  Eut- 

.    Von  H.  Sanitcr  . 

PealoSan,  Ch.  Lucas  de,  N.H.Abel,  Sa  vie  et  eon  oiuvre.  Von  E.  Lampe 
Psttonievics,  Branislav,  Die  typisclien  Geontetrieii  und  das  Unendliche. 

Von  0.  Hessenberg 

Petroritch,  &.,  La  M^caniiiue  des  Pb^nomänes  fondäe  sui  les  Analogies. 

Pietilcer.  F.,  Lebrgang  der  Elementar -Mathematik  in  zwei  Stufen.  Von 
E.  Kullrich 

Rataehlägt!  und  Erläuterungen  iUr  die  Studierenden  der  Mathematik  und 
Physik  an  der  üoiveraitilt  Göttingen.     Von  E,  Jabnke 

Reinus,  Der  dynwno logische  Lehrgang.     Von  H.  Samter 

Rcye.  Tb,,  Die  Geometrie  der  Lage.    Von  H.  E.  Timerding 

Bichter,  0.,   Dreistellige  logaiithmiache  und  trigonometriache  Tal'eln.    Von 

E.  KuUrIvh 

ebesell,  P.,  Kber  den  Kurzschluß  der  Spulen  und  die  Vorgiluge  bei  der 
Kommutfttion  des  Stromes  eiues  G 1  ei ch ström ankera.    Von  ü.  Wallenlierg 

KioUot,  J.,  Les  earres  magiquea.     Von  W.  Ahrens 

Bohr,  M,  V,,  Die  optischen  Instrument«,     Von  H.  Sumtor 

Böflier.  G,.  Die  Fernleitung  Ton  WecbselHtrÖmea.     Von  .Jusef  Herzog   .    . 

fiudio.  F.,  Der  Bericht  des  Simplioius  über  die  Cjuadraturen  des  Antiphon 
und  des  Hippokrates.     Von  J.  Tropfk« 

Jtilblmann,  Logaiith  misch -trigonometrische  und  andere  filr  Rechner  niltz- 

licbe  Tafeln,    Von  E.  Knllrleb 

ssel,   Jobn  Welleeley,   An  Ek'mentarj  Treatise    an   Pure    Geometry. 

Von  M.  Peehe 

balka,  Jos.,  Erklärung  der  Gravitation,  der  Uolekularkrilfte,  der  \V;)rme, 
lies  Lichtes ,  der  magnetischen  und  elektriecheo  Eracbcioungen  aus  ge- 
meinsamer Ursache  auf  rein  mechaniachem,  atomiatiacbem  Wege.  Von 
U.  Ütamter 

^cheUborn,  Planimetrische  Beweise  mit  Anhang:  Algebraische  Regeln. 
Vcn  P.  SchafheitllD 

Schick,  .1,,  Barjtomik.     Von  E.  Jahnke 

Schlink,  Wilhelm,  Statik  der  Raumfachwerke.     Von  L.  Henueber^.    .    . 

Schmidt,  Arnold,  Beitrüge  zum  ma  thematiaehen  Unterricht.  Von 
E.  Eullricli 

-Jßchfilke,  A.,  Aufgabeuaammlung  aua  der  Arithmetik  oebat  Anwendungen 
auf  du  bürgarliche  Leben,  Geometrie  und  Physik.  Von  E,  Kullrlch  ,  . 
Differential-  und  Integralrechnung  im  Unterricht      Von  J.  Scbröder  .    . 

Schuls-Kuler,  Leonbard  Enler.    Von  E.  Jahn ke 

Schuster,  M.,  Geometriache  Aufgaben  und  Lehrbuch  der  Geometrie,  Plani- 
metrie —  Stereometrie  —  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  Von 
E.  Ktülricli 


I   MpecUle«   sotkUca.     Von 


im*ti»if.  M  , 


t  itffinailtiin      Tm  E.  Kdirtife 

IHckMUrfM,  L.  PtwcitTl  avA^cfas.    Tm  E.  KiArkfe  . 
■i«9«,  N»s,  ■   "*  -      -    - 

•«itk,  f>.  K,.  Ilirt«f7  0r  Mim  Mirtmirf        Tm  Eis.  ■■fv» 

taWhWiAjw  •  ■  _    _  -    _ 

»•/fcs.  U., 
»tou4<,  O.. 

KbMH»   TiM  r.  i 

nur».  jL,  ««MkkW«  dM^  MiUitMia.    T«  CKidlrtd.  .... 
fljl*«*Uf.  Ja««*  Joicpk.  IW  C«lterted  MilhiMfifl  Pat^s. 

JJLSwtfccr    ...      

Tapla,  OrMtdxdf*  der  nicdciCB  0«o4U«.    Ton  E.  PakTMaM  .   ,    .   . 

Tvitalk  wA  Hdwla-    L  Bud.  L  Haft.    Voo  ■.  Saart«r - 

-.    I   Haa'l,  t.  H«fl.     7m  W.  Akrnia 

Taiialra,   V.  liitta».»,  Tniado  de  ba  earra« 

U.  WIHeltMY      

Taubtinr*,  H   <i.,  Vn-bf  anf  Ana  ü«bi«(«   der  Ifatbematik.   Xatar^iaKu- 

M'haAan  uod  TiNrhiiik  aihiA  rirenKnMenacfaaften.    Voo  E.  Jahake  .    .    . 
Tblnuia.  I{..   UitTadan  dar  MaUiematik  iHr  BealaoatalWD.    Von  E.  Kall- 

rUh 

— ,  (.aitfailru  dar  llatbi^natik  für  UjmDwieu      Von  E.  Knllrleb 

Tboraaa.J  ,  (IninitriB  niner  analftUclieii  Oeometrie  der  Ebene.  Von  O. Stande 

Tb'imiuo,  J  J.,  Klektrtxit&t  udiI  MaUrir.     Von  E.  A)icbUna& 

VariinrI,  Joannii,  il<-  trianKuli*  ipbaerieU  libri  (|uataor,  de  meMoroicopiii 

IIIitI   »at  euiii   prnoemi')  0.  J.  Ilhittid.     I.   Ur   triangnlia  ipbaericiR  libii 

i|iialiior     Ilnft.  vuri  A.  A.  HjArabo.     Von  J.  Tropfk« 

V(i|{(lt.   Itu'Iolf,  fiimpao,  bydraitliache  nttd  pnvumatiache  Anlagen.     Von 

H.  VaU-r 

Wai'htol,  Alfred,  Anwendunn  dtsr  Urapboitatik  im  Maachinenbau,  mit  be- 

■rindan<r  U«ffl(ib«chtl^ti|c  d«r  «tatiiüta   beiUmmten  Acbsen  und  Wellen. 

Vw  U.  Vatar  

Waitlior,  Lahr-  und  nbnngabncb  der  Unümetrie  fOr  Unter-  und  HitteUtufe. 

Vi.»  K,  Knllrlab 

WvildInK,  El  ,  Dm  Ki«Hnbntt«n»Biinn.     Von  A.  KoUb 

WaiinKr-l'allwlt«,  Diti  Kiploiion »Kantor bine  a!i  tteaktionaturbine  (als  «in- 

•liittiillitor  Kdimdlliifur I  in  Tbeurie  und  Konitruktion.    Von  R.Vater.    . 
Waliiiar,  II.,  lUinr  dli>  Konnlnia  dtir  nmiiiinttacheü  Norilweiinng  im  frühan 

Mltb<talt*r.     Von  Ad.  N4>hiiildt 

Wnhibaiilii.  II, I    [>|p  Hpioirxlung   i-innr  unnndlicbiin  Kbene  in  einem  lu  ihr 

•■•■ikrHidil-ii  Kllkpliuhoo  /.jlind'T.     Von  H.  Wallaabtri; 

WnlnilKlii.  n  .  III«  philuKipbiiehen  (IrundURon  d.-r  WiBHenachnfU'n.    Von 

I*.  JiihanHPaanB  .    . 

Wnl  tbrni'bt,  \V..  Iilo  AtiiKlatohungtruchnuiig  nach  der  Methode  der  kleinsten 

guadrat«     V.ui  r.  Jaknka 

Wtnlalltint,  llaintirh,  Theorie  dt«r  nbanen  al||ehniaoheii  KorreD  höherer 

(Intnunit      Von  K.  Lamiie 

Wllda,  IlKrinanii,  Uln  I>ain|iftnrblnan.  ihrr  WirknngiveiM  tmd  Konttrak- 

Umi,     V.H1  n.  Valer  

WIHi,  MalbninaUaeba  rmerHvhUbriafe     Von  H.  Saaler 

Wlaiar,  Wilhelm,  tttamnuatHe      Von  K.  KvUrick 


Inhalt.  IX 

Seite 

Young,  W.  H.,  and  Young,   Grace   Chisholm,  The  theory  of  sets  of 
points.    Von  A.  Sehoenflies 388 

Zahikjanz,Oabriel,  Die  Theorie,  Berechnung  und  Konstruktion  der  Dampf- 
turbinen.   Von  B«  Tater 176 

Zenneck,  J.,  Elektromagnetische  Schwingungen  und  drahtlose  Telegraphie. 
Von  E.  Aiehkinaft 171 

ZetzBche,  Ed.,  Ebene  und  räumliche  Geometrie.    Von  £•  Knllrieh.    ...       58 

Zimmermann,  H.,  Rechentafel  nebst  Sammlung  h&ufig  gebrauchter  Zahlen- 
werte.   Von  E  Jahnke 256 

Zühlke,   P.,   Ausführung   elementargeometrischer  Konstruktionen   bei   un- 
gOnstigen  Lageverhältnissen.    Von  U.  Samter  und  E.  KuUrich    .   .    188.  284 


VexmiBOhte  Ifitteiltuigen. 

1.  Aufgaben  und  Lehrsätze.    Lösungen. 

A.  Aufgaben  und  Lehrsätze.  191— 226.  Von  F.  Boegehold,  P.  Epstein, 
H.  Filzer,  W.  Jäniehen,  0.  Kober,  E.  Köstüii,  J.  Krag,  0.  Meißner, 
W.  F.  Meyer,  F.  J.  Müller,  J.  Böse,  I.  Schur,  P.  Stftckel,  A.  Wend- 
ler, A.  Wieferieh,  H.  Wieleitner 84,  190,  285,  361 

B.  Lösungen:  Zu     14  (E.  N.  Barisien)  von  cand.  math.  W.  Oaedecke    .   .     286 

Zu    15  (E.  N.  Barisien)  von  cand.  math.  W.  Oaedecke    .    .  85 

Zu    17  (C.  A.  Laisant)  von  cand.  math.  W.  Oaedecke .   .   .  191 

Zu    40  (0.  Stolz)  von  cand.  math.  W.  Oaedecke  und  E.  Lampe  286 

Zu    47  (0.  Stolz)  von  cand.  math.  W.  Oaedeeke 87 

Zu  54  (£.  Lampe)  von  stud.  math.  J.  Kmg  und  E.  Lampe  87 
Zu    76  (W.  Fr.  Meyer)  von  cand.  math.  W.  Oaedeeke  und 

E.  Lampe 88 

Zu  156  (0.  Meißner)  von  stud.  math.  J.  Krug 89 

Zu  178  (G.  Kober)  von  stud.  math.  A.  Wieferieh  ....  91 

Zu  177  (W.  Fr.  Meyer)  von  W.  Stegemann 192 

Zu  180  (G.  Kober)  von  W.  Stegemann.  (Mit  1  Figur.)  .  .  91 
Zu  182  (H.  Wieleitner)  von  stud.  math.  J.  Krug,  C.  UofT- 

mann,  W.  Stegemann,  A.  Bamch,  H.  Wieleitner 

und  0.  Degel 287 

Zu  188  (H.  Wieleitner)  von  C.  Uolhnann,  H.  Wieleitner, 

W.  Stegemann  und  0.  Degel 367 

Zu  184  (G.  Kober)  von  U.  Wieleitner  und  W.  Stegemann  195 

Zu  186  (W.  Fr.  Meyer)  von  G.  Berkhan 196 

Zu  187  (G.  Kober)  von  E.  Köstlin  und  G.  Kober 291 

Zu  189  (P.  Stäckel)  von  A.  Barnch,  G.  Berkhan,  stud.  ing. 

G.  Btthle,  E.  Stamm,  W.  Lorey,  E.  Köstlin,  stud. 

math.  J.  Braunschweiger  und  W.  Groß 197 

2.  Anfragen  und  Antworten.    (Vacat.) 

3.  Kleinere  Notizen. 

Eline  fernere  Verallgemeinerung  der  Aufgaben  145  (P.  Epstein)  und  165 

(F.  Schlegel).    Von  F.  Boegehold 301 

Eine  elementare  Herleitung  für  das  Keplersche  Gesetz  von  der  Grestalt  der 

Bahn.    Von  H.  D9rrie.    (Mit  H  Figuren.)        104 

A  propos  d'un  article  de  M.  H.  Bateman.     Von  L.  Godeaux 370 

Konstruktionen    des   Krümmungskreises    der    geraden    Strophoide.     Von 

O.  Gutsche.    (Mit  2  Figuren.) 197 

Erweiterung  des  Näherungsverfahrens  des  Nicolaus  v.  Cusa  zur  Streckung 

und  Teilung  von  Kreisbogen.    Von  H.  Hergesell.    (Mit  3  Figuren.)    .     202 


übet  die  Zahlea  dar  Form  o''~'—l,  wenn  p  eine  Primzahl  TonH.  Hertier 
Du  regelmäßige  VienuidilreiSig-£ck.    Von  S.  Hiuntb.   (Mit  i  Figuren.) 

Bemerkung  zu  der  Kotis  ia  (S)  IS.  OS-    Von  K.  Hnnrath    .    .• 

Der  Schwerpunkt  dqt  Parabel  bogen  i.     Von  fi.  Kober  und  E.  Lampe  .    . 

Der  FundtimentaUatx  der  AJgebm.     Von  K.  Kommerell 

Abwicklung  eine»  Rotationsellipsoide  auf  die  Botationsfläohe  einer  Sinus- 
linie.      Von  M.  Lagallf        

Sur  le«  poijnoniea  ayant  pour  eipreMion  x'—  -  ■  —z 1 — — — r— ^  •  -^--7 

i  -  '-- .  -i-  ■  ■  ■,    et    «UT    d'autrei    polTuomes    plus 

188  4-56'  '^    ■'  ' 

gjn^raui  auiqaela  üb  ae  rattacbont.    Von  E.  Malo 

Richtig» teil ung  eini^rer  Bemerkungen  des  Herrn  v.  Stahl.     Von  ti,  Rost   , 

Die  n-te  Ableitung  eines  Quotienten.     Von  E.  SalkuiTflbl 

über  eine  für  die  Dreiecksgeometrie  wichtige  Gleichung  sechsten  Gradea. 

Von  i,  Schmidt  »en. 

..  Bei  der  Redaktion  einge<?aDgene  Bücher 111.  20;    SOS. 

I.  Beiichtigungeo 


SitzangHberiohte  der  Berliner  Mathe matisoliGn  Oesellachaft. 

Herausgegeben  toni  Vorstaude  der  (.SesetUebaft. 

67.  SitiDDg  am  18.  Deiember  1307 7, 

B8.         „  „    39,  Januar  1908 „ 

B9.         „  „    äe.  Februar  lflU8 „ 

60.         „  „    86.  Mäl-E  1908 , 

8).         „  „    SQ.  April  1608 

ea.         „  „    S7.  Mai  1908 , 

eil.         „  .,    24.  Juni   lOÜÖ 

Einige  Aufgaben  aua  meinen  Übung« stunden.     Von  G.  Lamp«     ....        7. 

über  einige  Ungleichungen.     Von  L.  Lenetil „ 

Über  Differentiation  mit  komplexem  Index  und  ihre  Beziehungen  inr  hjper- 

geometrischen  Funktion,     Von  T,  LindiKT „ 

Über  das  AuflCsungsproblem  im  logischeu  ElaeHnkalkul.    Von  L.  LSwen* 

helB 

Behraubenlinieu  und  Loxodromen.     Vou  E.  Salkvnskl 

Die  Nullitetlen  der  hjpergeometriBchem  Funktion.  Von  F.  Schnrheltlln.  „ 
Bemerkung    zu    dem    Vortrage :    Die    Nullaletlen    dor   liTpergeometriachen 

Funktion,     Von  P.  Schaf  heltlin 

Beiträge  zur  Analysifl  aitua.     Von  E.  Steluifcf 

Beitrögc  zur  Theorie  der  linearen  DiffereosengleicbiiDgeri.    Von  6.  Wallen- 

berg „ 

Bemerkung  zum  vorslaheuden  Vortrage,  Von  ().  Wallenberg.  .  .  ,  .  ,  „ 
Mitglieder -VerxeichDis „ 


/ 


über  die  Entwicklung  binärer  Formen  mit  mehreren 

Yariabeln. 

Von  W.  GoDT  in  Lübeck. 

L  Ist  f  eine  Form^  die  mehrere  Paare  binärer  Yariabeln  linear 
«nthält^  so  ist  symbolisch 

f  w^  ah  c  d  *  •  • 

Werden  alle  Variabelnpaare  in  f  durch  %^\^  ersetzt ^  so  entsteht  die 
Form  a^^c^i^  •  •  •  von  der  n*®"  Ordnung  in  $.  In  diese  führen  wir  durch 
Polarenbildung  die  Yariabeln  x^  y^  gy  u***  ein  und  erhalten  die  Polar- 
form 77;  wobei  also 

«!  n^  ^Ox'  hy'  c,'  du"'-, 

wenn  unter  a^'y'xf'u'-"  eine  Fermutation  von  xyeu-"  verstanden  und 
die  Summe  über  sämtliche  Permutationen  erstreckt  wird. 
Demnach  ist 

n!  (f  —  77)  —  ^  {aJ>yC^d^ a^'  6/  c,'  du'  •  •  •)• 

2.  Betrachten  wir  einen  Term  der  Summe  und  nehmen  z.  B.  an, 
er  laute  im  besonderen  Fall 

Ein  Yariabelnpaar^  z.  B.  Zf  findet  sich  im  ersten  Gliede  beim  Symbol  c, 
im  zweiten  dagegen  bei  e.  Wir  bilden  nun  eine  Form  dadurch,  daß 
wir  im  ersten  Oliede  die  Yariabeln  bei  c  und  e  vei-tauschen ,  also  die 
Form  (iJ>yC^d^e^,  und  verwandeln  den  Term  in 

-  {zv)  [ce)a^\d,  +  (a^b^c^d^e,  -  a^h^c^d^- 

Wir  haben  dadurch  den  Term  in  zwei  Teile  zerlegt,  von  denen  der 
eine  den  Elammerfaktor  (zv)  besitzt,  während  der  andere  ein  Term  von 
gleicher  Art  wie  der  ursprüngliche  ist,  bei  dem  aber  die  beiden  Glieder 
nun  in  einem   symbolischen  Faktor   mehr  übereinstimmen  als   vorher. 
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Behandeln  wir  diesen  in  gleicher  Weise  und  fahren  so  fort,  so  wird 
der  nrsprün gliche  Tenn  in  ein  A^regat  von  Gliedern  aufgelöst,  dia 
sämtlich  einen  Klaminerfaktor  haben. 

3.  Wir  können  also  die  Form  f  derart  entwickeln,  daß  sie  in  ein 
Aggregat  übergeht,  dessen  erstes  Glied  Polare  einer  einfach  binäreo 
Form  ist  und  dessen  übrige  Glieder  sämtlich  je  einen  Klammerfaktor 
besitzen.  Die  Formen,  mit  denen  diese  Klammerfaktoren  multipliziert 
sind,  können  wir  dann  wieder  derselben  Umgestaltung  unterziehen  und. 
diesen  ProzeB  bis  znm  Ende  durchführen. 

Sind  die  Variabein  xye  •  •  teilweise  oder  alle  einander  gleich,  so 
ändert  sinh  nichts  weiter,  als  daß  wir  Glieder  der  Entwicklung  mehr- 
fach zusammeuzieht-n  können. 

So  erhalten  wir  den  Satz:  Jede  binäre  Form  mit  mehreren  Reihen 
Veränderlicher  x,  y,  e,  u-  ■  ■  kann  in  eine  Summe  von  Polaren  ent- 
wickelt werden,  multipliaert  mit  Produkten  von  (a:y),  {xz),  (yx)---') 

i.  Wir  wollen  nun  diese  Entwicklung  genauer  betrachten.  Wir 
ordnen  die  Glieder  nach  der  jVnzabl  der  Klammer faktoren  und  fassen 
diejenigen,  bei  denen  diese  Anzahl  gleich  ist,  7..  B.  '2  beträgt 
einer  Schicht,  der  zweiten,  zusammen.  Wir  legen  den  Variabein  eine 
beliebig,  aber  fest  gewählte  Rangordnung  bei,  etwa  x,  y,  z,  u  ■  ■  ■  und 
nennen  jedes  Paar  hoher  als  alle  vorangehenden. 

Wir  setzen  in  jedem  Klammerfaktor  das  niedere  Variabelnpaor 
voran,  benutzen  also  z.  ß.  nicht  (uy)  sondern  {yit).  Wir  legen  den. 
Klammer faktoren  eine  Uungurdnung  bei  und  nennen  den  höher,  bei 
dem  das  zweite  Variabeinpaar  höher  ist,  oder,  wenn  dies  gleich  wäre, 
den,  bei  dem  das  erste  Paar  hoher  ist.  Die  Rangordnung  der  Klammer- 
fektoron  ist  demnach:  (j-y),  {xe),  (ys),  (xu),  (yu),  (zu) 

Wir  ordnen  in  jedem  Schicht^lied  die  Klammerfaktoren  nach  der 
Höhe. 

Wir  ordnen  die  Schichtglieder  zunächst  nach  der  Hohe  des  ersten. 
Klammerfaktors,  weiter  nach  der  des  zweiten  und  so  fort.  Dann  isi 
die  Schicht  in  völlig  bestimmter  Weise  geordnet.  Glieder  mit  gleichem 
Klammerprodukt  ziehen  wir  endlich,  wie  dies  wegen  der  Natur  der 
Polaren  gestattet  ist,  je  in  eins  zusammi 

I>.  Wir  reduzieren  nun  die  Schichten.  Kommt  bei  einem  Schicht- 
glied in  der  Polare  ein  Variabelnpaar  vor,  das  niedriger  ist,  als  da> 
vordere  Paar  eines  Klammerfaktors,  so  ersetzen  wir  es  durch  die  Diffe« 
renz  zweier  Schichtglieder,  die   in   der  Rangordnung  i'woMgehen.     Es 


1)  Vgl,  Gordftn,  Vorletangen  über  Invariantentheorie, 
■  oheDHteinei,  Leipxig  1887,  Bd.  0,  pag.  !4— SS, 


rauBgi^  geben  tob 
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komme  z.  B.  neben  einem  Klammerfaktor  (yu)  vor  der  symbolische 
Faktor  a^y  so  benutzen  wir  die  Identität 

Kommt  bei  einem  Scbichtglied  ein  Klammerfaktor  vor,  dessen  vor- 
deres Paar  niedriger  ist  als  bei  einem  ihm  vorangehenden  Faktor,  so 
ersetzen  wir  dies  durch  zwei  Schichtglieder ,  die  in  der  Rangordnung 
rorongehen. 

Es  komme  z.  B.  neben  (ye)  vor  {xu\  so  benutzen  wir  die  Identität 

(ye)(xu)  «  {xz){yu)  -  (xyXjsu). 

Beide  Umformungen  wenden  wir  an,  so  oft  es  möglich  ist,  und 
reduzieren  dadurch  eine  Schicht  auf  Glieder,  die  Hauptglieder  genannt 
werden  mögen. 

6.  Ein  Hauptglied  besitzt  also  folgende  beiden  Eigenschaften: 

a)  das  niedrigßte  Yariabelnpaar,  das  in  der  Polare  vorkommt, 
ist  ebenso  hoch  oder  höher  als  das  höchste  vordere  Paar 
irgend  eines  Klammerfaktors, 

b)  das  vordere  Paar  jedes  Klammerfaktors  ist  ebenso  hoch  oder 
höher  als  die  vorderen  Paare  der  vorangehenden  Faktoren. 

Sind  daher  die  hinteren  Paare  der  Faktoren  eines  Klammerproduktes 
bekannt,  so  kann  man  die  vorderen  Paare  hinzuschreiben,  indem  man 
die  noch  verfügbaren  Paare  der  Rangordnung  nach  verwendet. 

7.  Ein  Beispiel  wird  die  Nrn.  6  und  6  noch  besser  verdeutlichen. 
Es  sei  zu  entwickeln  die  Form  a|6je^rf2.  Wir  stellen  die  volle  Reihe 
der  möglichen  Glieder  der  dritten  Schicht  auf  und  geben  zugleich  die 
Reduktion  auf  Hauptglieder  an.  Dabei  dürfen  wir  die  Polaren,  deren 
Form  ja  aus  dem  Klammerprodukt  folgt,  unterdrücken  und  lassen  der 
Einfachheit  wegen  auch  die  Klammem  fort. 


1)  xyxyyz 

A 

2)  zyxyyu 

B 

3)  xy  xy  zu 

2      1 

B-A 

4)  xy  xe  ye 

C 

5)  xy  xe  yu 

D 

6)  xy  xe  eu 

5-4 

D      C  . 

7)  xyyeye 

4      1 

C-A 

8)  xyyexu 

5-3 

D      B+A 

9)  xyyeyu 

5      2 

D      7? 

10)  xyyeeu 

6-3 

D      C     B  +  A 

1* 
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11)  xyxuyu  E 

12)  xyxuzu  11  —  8  E 

13)  xyyuyu  11  —  2  E 

14)  xy  yuzu  13  —  9  E 

15)  xy  euzu  12  —  6  E 

16)  xzxeyu  F 
n)xzyzxu  16  —  6  F- 

18)  xzyzyu  16  —  5  F- 

19)  xz  XU  yu  G 

20)  xzxuzu  19  —  17  G 

21)  xz  yuyu  19-5  G 

22)  xz  yuzu  20-5  G 

23)  yz  yzxu  17-8  F 

24)  y;8f  y^  yw  18-9  F 

25)  y^  TM  a:M  19-12  G 

26)  yzxuyu  19-  11  G 

27)  y^r  rrw  zu  20-12  G 
2«)  yxf  yu  yu  21-13  G 
29)  yz  yu  zu  22-14  G 


D  +  B'-^A 

B 

D 

22)+C+B-^ 

D  +  C 
D 

F+D-C 

D 

F 

2D+C+  B-A 

2D+B 

E  +  D-B  +  A 

E 

F-E  +  2I)-C 

E-D  +  B 

F-E  +  D 


'-B+  A 


8.  Wir  suchen  die  Anzahl  der  Hauptglieder  auf  bequeme  Weise 
zu  ermitteln. 

Ist  die  Anzahl  der  Variabeinpaare  x,  y,  z  -"  gleich  i/,  die  Ordnung, 
in  der  sie  vorkommen,  bez.  n^,  n^,  ^s  '  ' '  ^v?  ^^  wollen  wir  die  Anzahl 
der  Hauptglieder  in  der  k*^^  Schicht  bezeichnen  mit  N(n^,  n,  •  •  •  w^;  Jt). 

Wir  sondern  die  Gesamtheit  der  Hauptglieder  einer  Entwicklung 
in  zwei  Teile,  P  und  Q.  Zu  P  rechnen  wir  alle  Haupiglieder,  die 
den  Elammerfaktor  (xy)  haben;  zu  Q  alle  übrigen.  Nehmen  wir  von 
allen  Hauptgliedem  in  P  den  ersten  Klammerfaktor  (xy)  fort,  so 
bleiben  vollständig  und  geordnet  die  Hauptglieder  der  Entwicklung  einer 
Form,  die  die  beiden  niedrigsten  Variabeinpaare  x  und  y  nur  noch 
zu  den  Ordnimgen  n^  —  1  und  n,  —  1  enthält.  Es  ist  also  die 
Anzahl  der  Hauptglieder  k^^  Schicht,  die  sich  in  P  vorfinden,  gleich 
JV(«i  —  1,  Wj  —  1,  nj  •  • ;  k  —  1).  Setzen  wir  bei  allen  Hauptgliedem, 
die  wir  in  Q  aufgenommen  haben,  y  statt  x  ein,  so  erhalten  wir  voll- 
ständig und  geordnet  die  Hauptglieder  der  Entwicklung  einer  Form,  die 
nur  die  v  —  1  Variabelopaare  y,  z  -  -  -  enthält,  davon  nun  aber  die 
niedrigste  zu  einer  höheren,  nämlich  zur  (n^  +  n^)^^  Ordnung.     Es  ist 
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ilflo   die    Anzahl    der    EUiaptgliedeT   Jt^'   Schicht  in    Q  ^  N  (n^  -{-  n^, 
n^' ' '  n^]  k).     Daher  haben  wir  die  Rekursiooaformel: 

N(^i,  w»,  Ws  . . .  »,;  7t)  -  i^(ni  -  1,  n^  -  1,  %  . .  •  n,;  i  -  1) 

+  N(n^+f^,  n^  •••»*/,  k). 

Für  das  Beispiel  in  Nr.  7  erhalten  wir: 

iV(2,  3, 2, 2;  3)  -  JV  (1,  2, 2,  2;  2)  +  i^  (5, 2, 2;  3). 

9.  Den  Hanptgliedem  haftet  eine  Willkür  an^  insofern  sie  von  der 
nach  Nr.  4  willkürlich  gewählten  Rangordnung  der  Yariabeln  abhängen. 
Wird  eine  andere  Rangordnung  zugrunde  gelegt,  so  erhalten  wir  andere 
Hauptglieder.  Nach  Nr.  6  können  wir  dann  aber  nicht  nur  diese  neuen 
Hauptglieder  durch  die  alten,  sondern  auch  die  alten  durch  die  neuen 
eindeutig  und  linear  mit  gauzzahligen  Koeffizienten  ausdrücken,  dem- 
nach ist  die  Anzahl  beide  Male  dieselbe:  die  Anzahl  der  Hauptglieder 
ist  von  der  gewählten  Rangordnung  unabhängig,  sie  ist  eine  symme- 
trische Funktion  der  Ordnungen  der  Yariabeln. 

10.  Demnach  können  wir  den  Inhalt  von  Nr.  8  auch  so  formulieren. 
Um  die  Anzahl  und  Schichtyerteilung  der  Hauptglieder  einer  Ent- 
wicklung zu  erhalten,  können  wir  erstens  diejenige  aufsuchen  für  eine 
Form,  in  der  zwei  verschiedene  Yariabeln  durch  eine  ersetzt  sind, 
zweitens  diejenige  für  eine  Form,  in  der  die  beiden  Yariabeln  noch 
Terschieden,  aber  je  um  eine  Ordnung  erniedrigt  sind,  und  dann  zu  der 
ersten  Yerteilung  die  zweite,  nachdem  sie  um  eine  Schicht  vorgerückt 
isty  addieren. 

Beispiel.  Gesucht  die  Yerteilimg  für  die  Form  aifcjcfrf«.  Die  Yer- 
teilungen  für  hltidu  und  albliidu 

Bind:  1,     2,     2,     1,     0,     0 

und  1,    3,    5,    5,    2, 

die  gesuchte  ist:  1;     3,     5,     6,     5,     2. 

Anders  angeordnet:  die  Yerteilungen  fttr  aididu  und  aJ6Jc,d,, 
sind:  1,     2,     2,     2,     2,     1 

und  1,     3,    4,     3,     1, 

die  gesuchte  ist:  1,     3,     5,     6,     5,     2. 

Eine  vollständige  Tafel  der  Yerteilungen  für  alle  Formen  ist  hier- 
nach leicht  aufzustellen;  verdrießlich  ist  es  aber,  diese  Methode  auf 
eine  einzelne  Form  anzuwenden. 


6  W.  Godt: 

11.  Bezeichnen  wir  mit  (7(^1,  w^  •  •  •  wj  die  Gesamtanzabl  aller 
Koeffizienten,  die  vermöge  der  Polarenfaktoren  in  allen  Gliedern  einer 
Entwickelung  nach  Hauptgliedem  zusammen  enthalten  sind,  so  gilt 
nach  Nr.  8  die  Relation: 

C^(wi,  Wg,  nj,  • . .  wj  =  C(nj^  +  n^,  «^  •  •  •  nj  +  C(ni  —  1,  «,  -  1,  n,  •  •  •  nj. 

Angenommen  nim,  wir  erhielten  die  rechtsstehenden  C  nach  der 
Regel,  daß  sie  gleich  dem  Produkte  aller  um  1  vermehrten  Ordnungs- 
zahlen wären,  so  hätten  wir 

(7(wi,  Wg,  nj nj  =  (n^  +  «2  +  1)  (ng  +  1)  •  •  •  (n^  +  1) 

+  n^  •  nj  •  (W3  +  1)  . . .  (w^  +  1) 

also  gehorchte  C(wi,  n,  •  •  •  n^)  der  gleichen  Regel. 

Nun  können  wir  aber  durch  wiederholte  Anwendung  der  Relation 
absteigen  bis  zu  Symbolen  C(n\  die  nur  ein  Argument  enthalten.  Für 
C(n)  gilt  aber  die  Regel  als  C(n)  «  w  +  1  evident,  also  ist  sie  allgemein- 
gültig. 

Wußten  wir  also  bisher,  daß  wir  eine  Polarenentwicklung  auf  nicht 
mehr  als  die  Hauptglieder  reduzieren  können,  so  sehen  wir  nun,  daß 
die  Reduktion  damit  auch  abgeschlossen  ist,  und  daß  die  noch  in  den 
Polarfaktoren  enthaltenen  Koeffizienten  der  Anzahl  nach  mit  der  An- 
zahl der  Koeffizienten  der  ursprünglichen  Form  übereinstimmen,  d.  h. 
daß  sie  völlig  unabhängig  voneinander  sind. 

12.  Wir  wollen  annehmen,  es  seien  auf  irgendwelchem  Wege  für 
dieselbe  Form  zwei  Entwicklungen  nach  Hauptgliedern  gefunden,  und 
es  sei  beide  Male  dieselbe  Rangordnung  der  Variabeln  zugrunde  gelegt. 
Wir  wollen  prüfen,   wieweit  sie  voneinander  verschieden   sein  können. 

Wir  zerlegen  beide  Entwicklungen  nach  8  in  zwei  Teile.  Wir 
setzen  nun  x  =  y.  Dann  verschwinden  die  ersten  Teile,  also  müssen  die 
zweiten  Teile  in  ihrer  jetzigen  Form  insgesamt  identisch  sein.  Nehmen 
wir  an,  es  sei  bewiesen,  daß  dies  nur  stattfinden  könne,  wenn  sie  Glied 
für  Glied  völlig  übereinstimmen,  so  folgt  aus  der  Natur  der  Polaren, 
daß  sie  auch  schon  identisch  waren,  ehe  x  =  y  gesetzt  wurde.  Es 
müssen  also  auch  die  ersten  Teile  im  ganzen  genommen  übereinstimmen. 
Wir  trennen  hier  bei  beiden  den  gemeinsamen  Faktor  {xy)  ab  und 
nehmen  an,  für  die  übrig  bleibenden  Entwicklungen  sei  auch  nach- 
gewiesen, daß  sie  insgesamt  nicht  übereinstimmen  können,  ohne  Glied 
für  Glied  identisch  zu  sein.  Wir  sehen  also,  daß  die  beiden  ange- 
nommenen Entwicklungen  identisch  sein  müssen,   wenn   dasselbe   von 
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den  ein&cheren,  auf  die  wir  bei  der  Zerlegung  kamen^  gilt.  Nun  können 
wir  aber  durch  wiederholte  Zerlegung  absteigen  bis  zu  Formen  mit 
aur  einem  Paare  von  Variabeln;  für  diese  gilt  der  Satz  aber  evident 
ond  ist  mithin  allgemeingültig.  Wir  haben  also  die  wichtige  Erkennt- 
nis gewonnen:  die  Entwicklung  einer  Form  nach  Hauptgliedem  ist, 
wenn  die  Rangordnung  der  Variabeln  einmal  festgesetzt  ist,  eindeutig 
in  dem  Sinne,  daß  zwei  Entwicklungen,  die  dieselbe  Form  darstellen, 
Glied  für  Glied  identisch  sind,  oder:  ist  eine  Form  identisch  null,  so 
sind  in  ihrer  Entwicklung  nach  Hauptgliedem  die  sämtlichen  Polar- 
faktoren jeder  einzeln  identisch  null. 

13.  Es  sei  eine  Form  mit  den  Variabeln  x,  y,  z  nach  Hauptgliedem 
entwickelt.  Die  Koeffizienten  seien  nun  Formen  mit  m,  wir  wollen 
darauf  Rücksicht  nehmen  und  die  Entwicklung  auch  auf  die  Variabeln 
u  ausdehnen.  Ein  einzelnes  Glied  der  schon  geleisteten  Entwicklung 
hat  neben  den  Elammerfaktoren  eine  Form,  die  rücksichtlich  rr,  y,  z 
Polare  ist,   aber  nicht  rücksichtlich  u.     Setzen  wir  in  demselben  statt 

X,  y  und  z  die  Variabeln  £  ein,  so  erhalten  wir  die  Form  a?  V .   Ent- 

wickeln  wir  diese  nach  |  und  u  und  führen  nachtraglich  durch  Polaren- 
bildung die  Variabeln  x^y^z  wieder  ein,  so  haben  wir  die  Polarenent- 
wicklung  des  fraglichen  Faktors   nach  jj,  y,  je?  und  w.  Die  Glieder  der 

Entwicklung  nach  \  und  w  haben  die  Form  (^t*)"  c?""  ^'""-     Führen 

wir  hier  durch  die  Polarenbildung  nach  \  die  Variabeln  x,  y  und  z 
wieder  ein,  so  entsteht  ein  Aggregat  von  Gliedern,  deren  jedes  ein  Pro- 
dukt ist  aus  n  Elammerfaktoren  und  einer  reinen  Polare  in  x,  y,  z  und  u. 
Multiplizieren  wir  diese  mit  dem  Klammerprodukt,  das  in  der  anfang- 
lichen Entwicklung  davor  stand,  so  haben  wir  alle  Glieder,  die  das 
Glied  der  schon  geleisteten  Entwicklung  nach  Xj  y  und  z  zu  der  Polaren- 
entwicklung, die  auch  u  mit  einbezieht,  beiträgt,  aber  diese  sind  im 
allgemeinen  keine  Hauptglieder.  Ist  nun  ein  solches  Glied  wirklich  kein 
Hauptglied,  so  kann  dies  nur  daran  liegen,  daß  in  einem  oder  mehreren 
Klammerfaktoren  vor  u  eine  höhere  Variable  steht  als  bei  einem  sym- 
bolischen Faktor,  also  daß  z.  B.  {zu)  vorkommt  neben  a^.  In  einem 
solchen  Fall  formen  wir  um  nach 

{zu)a^^  {yu)a^-'  {yz)a^ 

und  setzen  dies  fort,  bis  nur  Hauptglieder  übrig  bleiben.  Ebenso  ver- 
fahren wir  mit  allen  anderen  Gliedern,  die  in  der  Entwicklung  nach 
x^y j  8  vorhanden  sind,  und  erhalten  dadurch  die  Entwicklung  nach 
Hauptgliedem  für  Xy  y,  z  und  u,  da  ja  zwei  verschiedene  Hauptglieder 
der  niederen  Entwicklung  nach  x,  y,  z  sicherlich  verschiedene  Haupt- 
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glieder  in  der  Entwicklung  nach  x,  y,  t  und  u  liefern  mflssen  w^^n 
der  Verschiedenheit  der  Elammerprodnkte,  die  dort  schon  vorhanden 
waren. 

14.  Hiemach  gestaltet  sich  die  vollsiändige  Bildung  der  für  die 
Hauptglieder  maßgebenden  Elammerprodukte  ffir  das  Beispiel  in  Xr.  10, 
wie  folgt: 

Entwicklung  nach  x  und  y 

1     xy    xyxy    xyxyxy, 

ffir  die  Entwicklung  auch  nach  z  kommen  hinzu 

xe    xyxz    xyxyxz    xyxyxyxe 
xzxz    xyxzxz    xyxyxzxz, 

ffir  die  Entwicklung  auch  nach  u  kommen  hinzu 

xz    xyxu    xyxy XU    xyxyxyxu    xyxy xyxz zu 
xzxu    xyxzxu    xyxyxzxu    xyxyxzxzyu 
xzxz  XU    xyxz  xzxu. 

Fügen  wir  noch  zu  jedem  Elammerprodukt  den  betreffenden  Polaren- 
faktor hinzu,  so  haben  wir  die  voUsiändige  Entwicklung  nach  Haupt- 
gliedem. 

Wie  wir  Anzahl  und  Verteilung  der  Hauptglieder  rasch  finden, 
zeige  das  leicht  verständliche  Schema  ffir  a%hl<^:  ät 


1 
1 


1 
1 
1 


1 
1 
1 
1 


2 

1 


3 
2 
1 


4  5 

3  4 

2  3 

1  2 


5 
5 
4 
3 


1 
1 
l 
1 

4 
5 
5 
4 


1 

1 


1 
1 


3  2 

4  3 

5  4 
5  5 


1 


6     10     14     17     18     17     14 


2 
3 
4 

9 


3 


In  der  Tat  beseitigt  eine  Stichprobe,  daß  die  Anzahl  der  Koeffi- 
zienten in  der  angedeuteten  Entwicklimg  1080  beträgt,  wie  es  auch 
sein  muß. 


über  die  Entwicklung  binärer  Formen  mit  mehreren  Yariabeln. 


i'fir  die 

Rangordnniig 

•  u  ey  X 

würde  das  Schema  folgt 

1 

1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 

1       1 
1       1 
1       1 

1 

1 

2 

3 

4 

4      3 

1 

1 

2 

3 

4      4 

3 

1 

2 

1 

3      4 

2      3 

1       2 

1 

4 
4 
3 
2 
1 

8 
4 
4 
3 
2 
1 

4 
4 
3 
2 

4 
3 

1 

2      3 

1      3      6     10     14     17     18     17     14      9      3 

16,  Wir  wollen  eine  Form  f  mit  mehreren  Variabelnpaaren  be- 
trachten,  die  die  Eigenschaft  besitzt,  ongeandert  zu  bleiben ,  wenn  auf 
die  Variabein  die  Substitutionen  einer  Gruppe  G  ausgeübt  werden.  Wir 
entwickeln  die  Form  nach  Hauptgliedem  und  erhalten 

Wir  üben  auf  sämtliche  Glieder  die  Substitutionen  von  G  aus, 
ihre  Anzahl  sei  n,  und  bezeichnen  die  Summe  der  aus  H^  entspringen- 
den Glieder  mit  ^gS^  dann  wird 

Die  Summen  rechts  bestehen  nun  nicht  mehr  aus  Hauptgliedern; 
wir  reduzieren  aber  jede  einzelne  für  sich  auf  Hauptglieder  und  er- 
halten sie  so  ausgedrückt  durch  Aggregate  von  Hauptgliedern  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten,  wobei  die  Polarfaktoren  in  jeder  Summe 
Polaren  derselben  Urform  sind. 

Nach  Nr.  12  können  wir  nun  an  dieser  Form  der  Summe  mit 
Leichtigkeit  entscheiden,  ob  in  derselben  Schicht  zwischen  ihnen  Identi- 
täten bestehen,  und  eine  kleinste  Zahl  auswählen,  durch  die  sich  alle 
übrigen  linear  mit  rationalen  Koeffizienten  ausdrücken  lassen. 

16.  Beispiel.  Die  Form  sei  f^  aib^c^  \mA.  besitze  die  Eigen- 
schaft, bei  zyklischer  Vertauschung  der  Yariabeln  ungeändert  zu  bleiben. 
Die  Gruppe  G  enthält  also  drei  Substitutionen  (die  identische  natürlich 
mitgezahlt).     In  der  Oten  Schicht  erhalten  wir  nur  eine  Summe,   die 
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Polare  von  qJu  —  0*  6*  c*.  In  der  Iten  Schicht  erhalten  wir  nur  eine 
Summe,  die  identisch  verschwindet.  In  der  2ten  Schicht  erhalten  wir 
zwei  Summen,  die  reduzierbar  sind  auf  eine,  deren  fahrendes  Hanpt- 
glied  das  Klammerprodukt  (xy)*  hat.  In  der  3ten  Schicht  erhalten 
wir  vier  Summen,  die  auf  zwei  reduzierbar  sind.  Wir  können  dazu 
z.  B.  wählen  die  Summen  mit  den  führenden  HaoptgUedem,  deren 
Klammerprodukte  sind  {xtfY{xz)  und  (jy)(x3y.  In  der  4ten  Schicht 
erhalten  wir  fünf  Summen,  davon  sind  vier  reduzierbar  auf  die,  deren 
führendes  Hauptglied  {xt/)*  ist;  die  öto  ist  identisch  Null.  In  der  öten 
und  (jten  Schicht  ist  je  nur  eine  Summe  nötig  resp.  vorhanden.  Wir 
finden  demnach; 

Ist  eine  binare  Form  aib*c*  so  beschaffen,  daß  sie  bei  zyklischer 
Vertauschung  der  Variabeln  nngeandert  bleibt,  so  läßt  sie  sich  ein- 
äeuHg  entwickeln  in  der  Form: 


Hierin  bedeuten  v,,,  ^ 
Ordnungen  12,  8,  6, 
Formen  die  Variabein 
niingen  einzuführen  sind. 


ftt  f'it  Vit  'PiJ  Vo   binäre  Formen    von    den 

.,    das    Zeichen    77    bedeutet,   daß    in    diese 

;/,  2  durch  Polarenbildung  zu  geeigneten  Ürd- 

Die  Summen  sind    zu  erstrecken    über   alle 


Glieder,  die  durch  zyklische  Vertauschung  der  Variabein  entstehen,  sind 
also  hier  dreigliedrig, 

Umgekebrt:  Verstehen  wir  unter  y,j,  y, .  ,  . .  usw.  beltd/iffe  Formen 
Ton  der  12ten,  8ten  nsw.  Ordnung,  so  stellt  obiger  Ausdruck  jedesmal 
eine  Form  mit  obiger  Eigenschaft  dar.     Dies  Letzte  ist  ja  evident. 

17.  Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wo  die  in  Nr.  15  mit  G  be- 
zeichnete Gruppe  alle  Substitutionen  der  Variiibeln  umfaßt,  oder  wo 
die  zu  entwickelnde  Form  in  den  Variabein  symmetrisch  ist,  Wir 
finden  dann,  daß  jfde  symmetrische  Form  mehrerer  Variabein  paare  sich 
eindeutig  entwickeln  läßt  in  ein  Aggregiit  der  gedachten  Art,  bei  dem 
die  Urformen  der  Polaren  völlig  unabhängig  von  einander  sind. 

18.  Beispiel.  Ist  die  Form  aifijct  symmetrisch  in  x,  y  und  j, 
so  läßt  sie  sich  eindeutig  entwickeln  in  der  Gestalt: 

Hierin  bedeuten  9,,,  <pg,  Vm  Vn  fo  binäre  Formen  von  den  Ordnungen 
12.  8,  Ü,  4,  0:  das  Zeichen  //  bedeutet,  daß  in  diese  Formen  durch 
Pularen bildung  die  Variabein  x,  >j  und  ,;  zu  geeigneten  Ürdnuagen  ein- 
«nfohren  sind;  die  SonuiieQ  sind  zu  erstrecken  über  sämtliche  ülieder, 


über  die  Entwicklung  binärer  Formen  mit  mehreren  Yariabeln.  H 

die  durch  Permutation  der  Yariabeln  entstehen  ^  sind  also  hier  sechs- 
gliedrig. 

In  der  dritten  Schicht  hätten  wir  statt  Z{xy)^ntf^  anch  wählen 
können  Il{xyf{xz)nii>^. 

19.  Ein  wichtiger  Unterfall  von  Nr.  17  ist  der,  daß  die  x,y,js.., 
Wurzeln  einer  binären  Form  sind  und  die  zu  entwickelnde  Funktion 
eine  Kovariante  dieser  Grrundform  darstellt  Dann  lehrt  uns  Nr.  15 
direkt  auf  einem  bestimmten  endlichen  Wege  für  jede  Gradordnimg 
eine  azygetische  Gruppe  von  Formen  auszusondern.  Wollen  wir  end- 
lich wissen,  ob  diese  Formen  selber  durch  niedere  Formen  nach  dem 
Grade  in  den  Koeffizienten  der  Grundform  ausdrückbar  sind,  so  brauchen 
wir  nur  alle  möglichen  Produkte  aus  niederen  Formen  zu  bilden,  um 
nach  der  angegebenen  Methode  die  Entscheidung  herbeizuführen. 

2(K  Beispiel.  Wir  untersuchen  die  Ko Varianten  6ten  Grades  und 
6ter  Ordnung  einer  kubischen  Grundform.  Sie  enthalten  natürlich  nur 
Glieder  6ter  Schicht.  Hier  gibt  es  7  Hauptglieder.  Die  maßgebenden 
Elammerprodukte  sind: 

{xyY,  {xyf{xz\  {xyY(xey,  {xy)\xzf,  {xy?{xe)\  {xy){xz)\  {xz)\ 

Sind  diese  noch  mit  geeigneten  Polaren  multipliziert,  die  hier 
Produkte  sind,  so  mögen  die  Hauptglieder  Aj  B  , . .  G  entstehen;  es 
ist  also  z.  B. 

wenn  die  Yariabeln  der  Kovariante  mit  S^,  1^  bezeichnet  werden. 

Wir  erhalten  dann  zunächst  7  Summen  nach  Nr.  16.  Reduzieren 
wir  diese  auf  Hauptglieder,  so  erhalten  wir  die  Koeffizienten  der  folgen- 
den kleinen  Tafel: 


G 

F 

E 

D 

C 

Ji 

A 

l)    2 

6 

+  15 

20 

+  15 

6 

+  2 

2)    2 

-6 

+  15 

20 

+  15 

6 

+  2 

3)    2 

-6 

+    9 

8 

+    9 

-6 

+  2 

4) 

3 

+    6 

3 

5)    1 

-3 

+    3 

-    1 

+    3 

3 

+  1 

6) 

-    3 

+    6 

3 

7) 

+    1 

-    2 

+    1 

Demnach  sind  nur  zwei  azygetische  Formen  vorhanden,  als  die  wir 
5)  und  7)  wählen  können,  d.  h.  jede  Kovariante  6ten  Grades  und  6ter  Ord- 
nung einer  kubischen  Grundform  ist  eine  lineare  Yerbindung  aus: 

{xyy(xsy(ifeyi^xy{iyyaiy,    d.  i.  7) 


\i  Ermbt  Eckbaudt: 

oai: 

(i»)'(i.)'(Ej,)'(|.)',       d.i.  6). 

Ersichtlieh  ist  die  erstere  Form  in  der  üblichen  Bezeichnung  von 
Clebach  und  Gordan  Rf,  die  andere^*  (abgesehen  von  ZaUenkoeffi ■ 
zienten).  Da  anch  (^  vom  6ten  Grad  und  Bter  Ordnung  ist,  so  muß 
zwischen  Ä/*',  J'  und  ^  eine  Syzygie  bestehen,  wie  dies  denn  ja  be- 
kanntlich auch  der  Fall  ist, 

31.  Im  Vnratehenden  ist  in  möglicher  Kürne  ein  Verfahren  ent- 
wickelt, deBBen  Anwendbarkeit  sich  ziemlich  weit  erstreckt.  Man  wird 
geneigt  sein,  demselben  außerordentliche  Weitläufigkeit  bei  der  An- 
wendung vorzuwerfen.  Einerseits  ist  es  damit  indessen  nicht  so  schlimm, 
wie  es  zunächst  aussieht;  andrerseits  liefert  das  Verfahren  für  seine 
immerhin  nicht  wegzuleugnende  Weitläufigkeit  tiefere  Eiusicht«n  in  die 
Theorie  der  Kovarianten,  in  die  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen 
überhaupt,  in  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  und  in  das 
Wesen  des  Gordanschen  Faltungsproxesses;  denn  jedes  Erzeugnis  der 
Faltung  stellt  irgend  eine  Stufe  in  der  Entwicklung  einer  Funktion 
nach  Polaren  dar,  und  endlich  ist  ein  wesentlicher  Teil  unserer  Über- 
legungen ohne  weiteres  auch  auf  die  gewöhnliche  symbolische  Dar- 
stellung der  Kovarianten  nach  Gordan  anwendbar. 

Lübeck,  im  November  1904. 
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Der    Brocardsche   Kreis    des    harmonlscken  Tierecks 
Grenzfall  von  sechs  Siebenpnnktkreisen. 

Von  Eiixar  Eckhardt  in  Homburg  v.  d.  Höhe. 

t.  Mistoriscltes.  —  Im  Jahre  IHÖö  überreichte  Tucker  der  mal 
matischen  Gesellschaft  in  London  eine  Abhandlung'),  in  der  er  auf 
einige  wichtige  Eigenschaften  der  Kreisvierecke  hinwies,  bei  denen  die 
Rechtecke  aus  den  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  sind. 

Die  Herren  Mac  Cay,  J.  Neiiberg  und  A.  Gob  fügten  eine  Reihe 
neuer  Eigenschaften   und  Satz«    hinzu.     Als   Hauptresultat    wurde  ge- 

l)  Tnukcr:  Same  Prupprtteti  of  a  QiiAiIri lateral  in  a  Circle,  llie  Kectangles 
imder  wboae  Up^ioüite  Sidea  w  equnl.  Erschieo  IHSß  i  U«printB  troto  Uie  Kducntional 
Timea  14,  l'ib — IBfi).  —  J.  Keubeig:  Sur  lo  «luadrilkUre  hMtaottitjTie.  Matheaü. 
I8S&.  —  Ä.  Gob:  Cercles  remnrqiuiblei  dune  le  quudratigle  barmoniqne.  Coogrä« 
de  HuMille.    iD'il. 
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fanden  y  daß  in  diesen  sogenannten  harmonischen  Vierecken  stets  zwei 
Punkte  0}  und  0^  existieren^  die  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Brocard- 
schen  Punkte  des  Dreiecks  erhalten  werden^  wenn  man  über  den  Seiten 
a,  hj  c,  d  ähnliche  gleichschenklige  Dreiecke  konstruiert,  deren  Basis- 
winkel der  Bedingung 

ctg*cD  =  1  +  ctg^a  +  ctg^^ 

genügt,  wo  a  und  ß  die  Winkel  Ä  und  B  des  Kreisvierecks  sind. 

Bezeichnet  man  die  Spitzen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  mit  A^, 
B^  C^j  D^j  den  Minimumpunkt  des  Vierecks  mit  Gj  den  Mittelpunkt 
mit  M,  so  wurde  ff^mer  ermittelt,  daß  die  Punkte 

0„  O3,  G,  M,  A,,  B,,  C„  A 

nebst  den  Mittelpunkten  der  Diagonalen  auf  einem  Kreise  liegen,  der 
Brocardscher  Kreis  genannt  wird. 

Diese  beiden  Resultate  sind  nun  besondere  Fälle  einer  Aufgabe  über 
das  beliebige  Kreisviereck.  Für  das  erste  Resultat  ist  der  Beweis  schon 
in  der  unten  angeführten  Arbeit^)  erbracht. 

Aus  derselben  Abhandlung  fließt  auch  der  Beweis  für  das  zweite 
Ergebnis. 

2.  Zuordnung  eines  Paares  ähnlicher  Kreisvierecke  zu  dem  gegebenen 
Kreisviereck.  —  In  der  zuletzt  genannten  Arbeit  wurde  für  ein  beliebiges 
Ereisviereck  zunächst  folgende  Eigenschaft  festgestellt: 

„Wenn  man  in  den  Ecken  eines  Kreisvierecks  an  den  Seiten  den- 
selben Winkel  s  in  gleichem  Sinne  nach  innen  abträgt,  so  entstehen 
zwei  dem  ursprünglichen  Viereck  ähnliche  Vierecke,  sofern  b  der  Be- 

^°8™8  ,  a«  +  &•  +  c*  +  d« 

gentigt."  Hierin  sind  a,  6,  c,  d  die  Seiten  CD,  DA^  AB,  BC  und  F 
der  Flächeninhalt  des  Vierecks. 

Die  zwei  ähnlichen  Kreisvierecke  haben  die  aus  der  Figur  zu  er- 
sehende Lage  PQRS  und  P^Qj^R^S^.  Ihre  Bezeichnung  ist  in  bezug 
auf  das  Viereck  ABCD  so  erfolgt,  daß  homologe  Ecken  an  gleicher 
Stelle  stehen. 

Für  die  Seiten  des  Vierecks  PQRS  wurde  gefunden,  je  nachdem 

ac  ^  bd: 

^o  «c  —  bd  rt(«c  —  6c2)  sin  c 

±V(aO  +  cd)*+{ac  —  bd)*  +  {ad  +  bd)*  2F 


1)  £.  Eckhardt:   Der  Crelle-Brocardsche  Winkel  als  besonderer  Fall  einer 
Aufgabe  über  das  Kreisyicreck.    Zeitschrift  för  math.  u.  nat.  Unterricht,  86^  1906. 


L4  SuMT  Bcxbardt: 

$o.laa   if^  -  i,    .1.  i;i>  -  i,  ■  J,   PÖ  =  it  ■  c,  §Ü  -  A,  ■  rf.     Das  Ähn- 
UckloHl^vvrfaiUtnid  ilar  Vierecke  PQRS  nnd  ABCD  ist  abo 


Diin-b   l'mkilap[WB   dt«  Vierecks  ABCD   um    die  Diagonale  -4C 
triU  i*  s'i  «i  ^  au  -li*  ^ii»  TOD  PQRS,  o  an  die  Stelle  von  d,  i  an 


\\w  s\^\  i\  Hud  M  gilt  dfts  obere  oder  nntere  Zeichen  der  Wurzel,  je 
»Wi'hdt'Hi  ^J  !?  ttf.  UiOTHHs  entnimmt  man,  daß  die  Seiten  von 
VOKi<   «ttd    *'iVi'v^    eiutuider   gleich   und   also   die  letztgenannten 

\'»vW>oln'    k»»WJIlH»>Mt    find. 

a.  /M.>^^ftMM*J/  ritteg  ttrittett  üAnlieiien  Kreisvierecks  zum  yegehenen 
Kn'*.'ictf*v«*  Uim'h  das  Abtragen  der  acht  Winkel  £  entstehen  vier 
al.«i.>W>lwuklis^«  Omeoke  A^CD,  B,DA,   C,AB,  D,BC.     Zieht   man 
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nun  durch  die  Spitzen  -4^,  B^,  C^,  D^  dieser  Dreiecke  Parallelen  zu 
den  zugehörigen  Seiten  a,  h,  c,  d,  so  erhält  man  ein  neues  Kreisviereck, 
das  dem  ursprünglichen  ähnlich  ist.  Schneiden  sich  nämlich  die  Paral- 
lelen durch  Dl  und  A^,  A^  und  B^,  B^  imd  C^,  C^  und  D^  in  ^i,  K^^ 
K^j  K^j  so  stimmt  K^K^K^K^  mit  ÄBCD  zunächst  in  den  Winkeln 
überein.  Ferner  ergibt  sich,  wenn  man  K^K^  bis  zu  den  Seiten  BC  und 
DA  verlängert, 

TT  TT         «    I    *     ctgof        a     cigd        6  1  dl 


2      ctg£         2      ctg£         2      ctg  £  sin  ^        2      ctgesina 

^     r^^^^>    .    a(-a'  +  c*)        b(ab  +  cd)         d(ad+bc)l 
"  ct^ '-actgf  H-  -p  -^  -^^       J 

(l*  _L  5«  _L  c*  -I-  d* 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  ctg  s  =  — — — ^       —  : 

IT  JT        <ic  —  bd         _       2(ac  — 6d) 
^1^«  ""■2Fct^  •  ^  -  ä»  +  6«-fc»  +  d*  '  ^• 

Daraus  schließt  man,  daß 

wo  A,  =  "oFliff     *    ^®^  dieser  Ableitung  ist  vorausgesetzt,  daß  ac^bd. 

Ist  ac  <  6d,  so  tritt  bd  —  ac  an  die  Stelle  von  ac  —  ftd. 

Die  Vierecke  K^K^K^K^  imd  AB  CD  stimmen  mithin  in  den 
Winkeln  und  dem  Verhältnis  homologer  Seiten  überein.  K^K^K^K^ 
ist  also  sowohl  dem  Viereck  AB  CD  als  auch  den  Vierecken  PQRS 
und  P^Q^R^Si  ähnlich.  Das  Ahnlichkeitsverhältnis  von  PQRS  und 
K^K^K^K^  ist  cose. 

Wird  ac  «  bd,  so  werden  die  Seiten  von  K^K^K^K^  gleich  Null, 
die  Parallelen  zu  den  entsprechenden  Seiten  gehen  also  durch  einen 
Punkt,   und  dies  ist  der  Minimumpankt  des  entsprechenden  Vierecks,^) 

Büdet  man 

TT  V  ^  g (g*  +  6*  +  c*  +  <^')  —  2c  (oc  —  5d) 

und  ebenso  die  analogen  Ausdrücke  b  +  -Kj^s;  ^  ~  ^i^u  ^  +  ^i^u 
so  erkennt  man,  daß  für  die  Seitenabstände  p^,  p^,,  p^,  p^  des  Minimum- 
punktes des  beliebigen  Kreisvierecks  die  Proportion  besteht: 

Pa  'Pö  'Pc'Pd^^  —  ^i^i '  ^  +  ^i^z  :c-'K^K^:d  +  K^K^. 

4.  Die  sechs  Siebenpunktkreise.  —  Bezeichnet  man  die  Schnittpunkte 
der  gegenüberliegenden  Seiten  PQ,  SR]  Pj^i,  S^R^]  K^K^,  ^^^s  ^^^ 

1)  E.  Eckhardt:  Der  Gauß-Lemoinesche  Punkt  im  Ereisviereck.  Archiv 
der  Math.  a.  Phys.  (8)  9,  332. 


Iß  £bn6t  Egkhabdt: 

T,  T^j  £5  und  die  der  anderen  Gegenseiten  mit  Tj  T[j  K^y  so  hat  man 
tsechs  Gruppen  von  je  drei  homologen  Ecken:  P,  P^,  K^;  Q,  Q^  K^  laam. 
Diese  sechs  (Gruppen  liegen  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Um- 
kreises von  ÄBCD  und  je  s^weien  der  Pimkte  Ä^,  B^,  C^,  D^  auf  je 
•einem  Kreise.  Diese  sechs  Kreise  gehen  der  Reihe  nach  zunächst  durch 
folgende  sechs  Punkte: 

P,  P„  K„  M,  A,  A-. 

Q,  Q„  K,,  M,  A„  B,; 
M,  R,,  K„  M,  B„  C,; 

s,  s„  K„  M,  c„  A; 

T,  T„  K„  M,  A,,  Ci; 

r,  r„  K„  M,  B„  A- 

Es  genügt;  den  Beweis  für  die  erste  Gruppe  zu  führen. 

Infolge  der  Konstruktion  der  drei  ähnlichen  Kreisvierecke  ist  zu- 
nächst '^PA^P<i^^2b  als  Außenwinkel  des  Dreiecks  A^CD  und 
<^P2)iPi«  180« -2fi  als  Scheitelwinkel  von  ^BD^C,  PA^P^D^ 
ist  also  ein  Kreisviereck.  Da  nun  MA^  und  MD^  Lote  auf  a  und  d 
sind,  so  ist  <^  A^MD^  =  a,  und  da  auch  <^  QiPS^  nach  Konstruktion 
gleich  a  ist,  so  hat  man  -^  A^MD^  =  A^PD^,  M  liegt  also  gleich- 
falls auf  dem  Kreise  um  PA^P^D^.  Dasselbe  gilt  von  K^,  da  nach 
Konstruktion  <^  A^  ^\^\ ""  "• 

Die  Durchfnesser  dieser  sechs  Kreise  sind  -Ä/Jf,,  MK^j  ^^z^  MK^ 
MKr,,  MK^. 

Für  den  ersten  Kreis  ergibt  sich  dies  aus  der  Bemerkung,  daß 
MA^  _L  ^i^v    Analog  für  die  anderen  Kreise. 

Aus  ^  PA^Ki  -  Zi^iPi  -  £  folgt  weiter  PP^  i  MK^  und  ebenso 
QQ^  1  MK,,  RR^  1  MK^,  SS,  J  3IK^,  TT^  1  MKr,,  TT,  \_  MK^. 

Da  sich  die  sechs  Kreise   in  30  reellen  Punkten  schneiden   und 

von  diesen  t— r  =  15  nach  M  und  je  r-^  =  3  nach  A^y  B^,  Cj,  D,  fallen, 

80  bleiben  noch  drei  Punkte  zur  Untersuchung  übrig.    Diese  drei  Punkte 
sind  die  Einzelschnitte  der  sechs  Kreise.    Bezeichnet  man  den  Schnitt  der 


Kreise 

1 

und 

3 

mit  X, 

y? 

2 

» 

4 

n 

Y, 

V 

5 

ff 

6 

» 

z, 

SO  sind  X,  1\  Z  die  Schnitte  der  homologoi  Diagonalen: 

PB,  P,  R,  K,K,;     QS,  Q, S„  K,K,;    TT  T, T[,  K,K^. 
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Der  Beweis  soll  fQr  die  zweite  Gruppe  erbracht  werden:  Da 
^MYQ  ^  MÄ,Q  =  90^- £1  und  ^  MYS  ^  180^  -  SD^M  =  180^ 
^  (900  —  f)  «  90^  +  e,  so  liegen  Q,  Y,  S  auf  einer  Geraden. 

Ebenso  folgt  aus  ^MY^Q^  =^90^  -  s  =^  MÄ^Q^  und  ^MYS^ 
-  MC^S^  =  90'  —  £,  daß   Y  auf  der  Verlängerung  von  Q^S^  liegt. 

Wegen  Jf  YZ,  =  Jf  FZ^  -  90"  muß  endlich  auch  K^K^  durch 
Y  gehen. 

Auf  jedem  der  sechs  Kreise  liegen  also  jetzt  sid)en  ausgezeichnete 
PufücUj  und  zwar  tritt  zu  den  bereits  angefiihrten  sechs  Punkten  des 
ersten  und  dritten  Kreises  der  Punkt  X,  des  zweiten  und  vierten  Kreises 
der  Punkt  Y,  des  fünften  und  sechsten  Kreises  der  Punkt  Z. 

5.  Die  Durchmesser  der  sechs  Siebenpunktkreise.  —  Bezeichnet  man 
die  Durchmesser  der  sechs  Kreise  der  Reihe  nach  mit  2ri,  2r2,  •  •  •  2rg, 
und  greift  man  zur  Berechnung  der  Durchmesser  2r  =  MK^  des  Kreises 
durch  R,  B^,  M,  K^,  B^y  C^,  X  heraus,  so  hat  man  wegen  ^B^B^C^ 
«=  B^MC^  ==  a  zunächst  B^C^  =  2r^  sin«.  Da  nun  im  A  ÄB^C\  die 
Seiten  ÄB^  =  6  :  2  cos  £,  C^Ä  =  c  :  2  cos  e  und  <^  C^ÄB^  ==  2  £  —  a, 
so  gilt: 

(2r3sina)^  =  [ft*  +  c*  —  26c  cos  (2b  —  a)]  :  4cos^£, 

und  wenn  man  6*  +  (^  durch  die  Diagonale  BD  ^  e  ausdrückt  in  der 
Form  e*  +  2hcco%a: 

(2r3sina)*  =»  [e*  -  46csin£sin(a  —  s)]  :  4cos*e. 

Dividiert  man  beide  Seiten  durch  sin^a  und  ersetzt  e^:4sin^a  durch 
das  Quadrat  des  Umkreisradius  r  von  ABCD  und  l:cos*£  durch 
1  +  tg*  £,  80  erhält  man 

{2r;f  =  [r»  -  6  c  .  JJ^^Cctg £  -  ctg  «)]  :  cos^  £ 

=^(i-tg».)-tg».[*;(j:+^-2,-«]. 

Ist  nun  AC  ^  f,  so  hat  man  r  —  ^-^      und  auch  r  =  ^  .   ^ ,  also 

"  2  sm  a  2Bm^' 

2r^  ^  e  '  f:  2sinasind  und  mithin  wegen  F  =>  f  (ab  +  cd)  sind: 
^fi?  ""  ^^'  "^  [2bc(a'  +  d")  -  (ab  +  cd)  (ac  +  bd)]  :  4Fsina. 

Demnach  wird 

(2r,y  =  r\l  -  tg»£)  -  -J--,^  (ab  -  cd)(ac  -  bd), 

woraus  schließlich 

/9•.^2       ^«/'l        f*T^r^        2(a5 -  cd)(ac  —  bd)(ad  +  6c) 
(^^r»;   -  r  (^i  -  tg-£j  (^«+-6«  +  c»  +  rf«)* 
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folgt.     Hieraus  entnimmt  man  leicht  die  Werte  für  die  Durchmesser 
2riy  2r^j  2r^  und  gelangt  so  zu  der  folgenden  Gruppe: 

K^^ifi)  -r  \^i-ig  6)±        (7,«  _^  5»  _,_  c-qrj^       f 

(9r    V-r«n        i.^jj,N    .    2(a6  +  cd)(ac-6d)(a(i-6c) 
(^^2^)    -  ^  (1  ~  tg  £)  ± ^^--^__^_  _--, 

Für  2r^  «  MK-,  gut: 
(2r,y  =  lr:4?  +  A,Kl  ^  MK\  -  A,K\  +  {A,K,+  K,K,y 

Nun  ist,  wie  weiter  unten  gezeigt  wird,  wenn  M^  die  Mitte  von  a, 

\K,K^-  A, K\  ^M,A,.  (ctg«  +  ctgd)  -  M„A,  ■  ^''^ , 
SO  daß 

Drückt  man  nun  K^K^  und  K^K^  durch  K^K^  und  -£4^1  und  die 
Winkel  a  und  d  aus,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  von 


\^U)y      ^2^sy      ^4^.1,      -^■r--i--;t 


^  6«  —  d« 
sinasin^  2F    ' 


(9r  ^2  =  r« n  —  fcy2c\    .2(0^  +  cd){ae  —  5d)(ad  +  5c)    2a6c(i  —  6*  — d^ 
^^r^;         r  ^^        i^g  *;  f  ^^,  ^_  ^^  ^  ^i  ^  ^t^t  '         (51  _  ^iji        , 

und  also  durch  Vertauschung  von  b  und  d  mit  c  und  a: 

/o^\2        ^2/1        t^A       ^{ab  +  cd){ac  —  bd){ad_+bc)     2abcd  —  a*-'C* 

( Jrj  =  r  ( 1  -  tg-f }  -  .^,_^-^,  +  c^+dr ~(c,^^r~  • 

6.  Uhert/ang  zum  harmmiisdim  Kreismereck,  —  Da  in  einem  har- 
monischen Viereck  ac  =  hd  ist,  so  reduzieren  sich  die  Vierecke  PQRSj 
PiQiRiS^,  K^K^K^K^  auf  die  Punkte  P,  P^,  K^.  P  und  P^  sind  dann 
nach  Tucker  die  Brocardschen  Punkte,  während  K^  nach  der  an- 
gegebenen Arbeit  im  Archiv  der  Gauß-Lemoinesche  Minimumpunkt 
ist.  Die  sechs  Kreise  gehen  in  eitlen  einzigen  Kreis  über,  den  sogenannten 
Brocardschen  Kreis,  dessen  Durchmesser 

oder  auch 

Auf  diesem  Kreise  liegen  zunächst  die  Punkte 

A„  B„  (.\,  A,  M,  P,  P„  K,. 
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Da  nun  in  einem  harmonischen  Kreisviereck  K^  mit  dem  Schnitt  der 
Diagonalen  e  und  f  zusammenfällt,  und  MK^  der  Durchmesser  des 
Brocardschen  Kreises  ist,  so  treten  zu  den  obigen  acht  Punkten  die 
Mitten  M^  und  M^  von  e  und  f  hinzu. 

Infolge  der  allgemeinen  Betrachtungen  ist  PP^  _L  MK^,     Für  die 
Entfernung  der  Punkte  P,  P^  ergibt  sich  leicht 


PP^  =  2risin2£  ■=  2r8in£)/cos2£. 
Ist  Q  der  Radius  des  Inkreises  yon  MP^K^Py  so  findet  man 
p   »    .  *    • und  also     PP.  =  2p,  (sina  +  cos«). 

^*  Bin8-|-C0B€  ^  ^^  ^  '  ^ 

7.  Übergang  mm  Dreieck.  —  Läßt  man  den  Punkt  C  sich  dem 
Punkte  B  unbegrenzt  nähern,  so  kommen  auch  die  Punkte  R,  R^,  K^ 
den  Punkten  Q,  Qj^  K^  unendlich  nahe.  BC,  QB,  QiB^y  ^^s  werden 
also  Tangenten  an  die  Umkreise  der  Dreiecke  ABD,  PQS,  PiQiSj^, 
K^K^K^,  Die  drei  Punktgruppen  Qy  B,  T;  Q^,  B^,  T^,  K^^  Kj^,  K^  faUen 
m  je  einen  Punkt  Q,Q^,K^  zusammen,  von  denen  Q,  Qi  die  Brocard- 
schen Punkte  und  K^  der  Grebe-Lemoinesche  Minimumpunkt  des 
Dreiecks  sind.  T\  T[,  K^  sind  die  Schnittpunkte  der  homologen  Seiten 
TSy  PiS^y  K^K^  mit  den  Tangenten  in  Q,  Q^,  K^,  X,  Y,Z  sind  die 
Schnittpunkte  der  homologen  Seiten  PQ,  P^Q^,  K^K^,  QS,  Q^S^yK^K^ 
und  der  Tangenten  in  Qy  Qi,  K^.  B^  fällt  nach  B  und  also  K^K^  in 
die  Tangente  in  B  an  den  Umkreis  von  ABD, 

Von  den  sechs  Kreisen  werden  der  zweite,  dritte  und  fünfte  iden- 
tisch mit  dem  Brocardschen  Kreise  des  Dreiecks;  denn  auf  ihm  liegen 
die  Punkte  Qy  Q^,  K^y  itf,  Ay^y  B^,  C^,  und  es  ist 

{2r,y  =  (2r,)«  =  (2r,)»=  r^l  -  tg»«)  -  f^^^~y  =-  r«(l  -3tg»*). 

Der  erste  Kreis  geht  durch  B,  P,  K^,  P^y  My  A^,  X.  Sein  Radius 
wird  r.  == = ,    also    so    ffroß    wie    der    Radius    des    zweiten 

*  2C08f  20080)'  ® 

Lemoine^Aen  Kreises.     Sein  Durchmesser  ist  MK^. 

Der  Radius  des  vierten  Kreises  hat  dieselbe  Größe.  Dieser  Kreis 
ist  symmetrisch  zu  dem  ersten  in  bezug  auf  MB  und  enthält  die 
Punkte  jB,  S,  S^,  K^y  My  Q,  Y.  Sein  Durchmesser  ist  MK^y  wo  K^ 
auf  der  Tangente  in  B  an  den  Umkreis  von  ABD  liegt. 

Der  sechste  Kreis  ist  der  Träger  der  Punkte  B^yMyByTy  Ti, Äg, Z. 
Sein  Durchmesser  MK^y  wo  K^.  wieder  auf  der  Tangente  in  B  liegt,  ist 

(2r,)*  =  r»(l  -  tg'e)  +  2r'-  ■  tg'e  •  ^^-|^.  • 

2* 
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8.  Die  Gaufl-Lemoinesp/ieii  Minimumpunkte  G  und  G,  d<-r  Vier- 
ecke ÄBCD  und  K^K^K^Ki  sind  idenfiscli.  —  Zum  Beweise  bestimme 
man  zvmäcliat 

,,  d'm  a  *i  Af. 


Sind  nun  M,     , 
Ä.Ä" ,  K.K.,  K.K., 


M^ 


•  M^ 


M, 


ctg» 


,  -4,  —  -1,  A', 


und  ist  <^,-M, 

=  i  (ctga  +  ctgd)  +  l^  (^ 
=  \  (ctg«  +  ctgÄ)  +  ^'-5.' 


die  Mitten  der  Heiteu  K^K, 
M^-^ii.,  80  ist 


g^^ 


-  ctg«  -1-  Ctg( 

Da  nun  natih  der  schon  erwähnteE  Arbeit  des  Verfasaers  im  ArchiT 
*'"^''  >ii^GM^C  ^  ctgG.M,^  ^K^  =  ctgK  +  ctg* 

ist,  fio  müssen  G  und  O,  auf  der  Verbindungageraden  M^M.  liegen. 
Genau  ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  G  und  (7,  auf  M^M^  Hegen. 
Demnach  muß  G  =  G,  sein,  und  die  vier  tieraden  M^M^,  ,  M,^M.  , 
M^M^^    ,  M^Mt       schneiden  sich  alao  in  einem  Punkte. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  neue  dpgante  KonstruHion  des  Lemoine- 
scken  Punktes  G   mit  Hilfe  des  Ahnlickkeitswinkds  e   und  des   Vierecks 

Noch  eine  andere  Folgerung  läßt  sich  aus  dem  A'nr  hergehen  den 
sieheo: 

Konatroiert  man  über  den  beiten  von  K^K^K^K^  als  Basen  noch 
einmal  gleichschenklige  Dreiecke  nach  innen  mit  dem  Basiswinkel  e 
und  -zieht  durch  die  äpit7:en  Parallekn  zu  den  zugehörigen  Basen,  so 
erhalt  man  wieder  ein  dem  ursprunghchen  Viereck  ähnliches  Viereck 
Ä','£'jff'.|A','.  welches  aher  jetzt  diesill"  Lisje  hat  wie  ABCD,  und  dessen 
Minimumpunkt  wieder  mit  G  oder  (r,  zusammenfällt.  Die  Verbindungs- 
fftraden  AK^,  BK^,  CK^,  DK'^  scitneiden  nich  also  in  G. 

9.  Dif  Lemoineechen  Punkte  G,  G',  G"  der  Vierecke  KK^KfK^ 
PQRS,  P,Q,RjS,  (legen  mit  dem  UmlreismiUdputtkt  M  auf  einem 
Kreise,  dessen  Durchmesser  MG  ist.  Der  Beweis  soll  ganz  allgemein 
für  je  drei  homologe  Punkte  der  genannten  drei  Vierecke  und  den 
Punkt  M  erbracht  werden:  Fallt  man  von  M  auf  PQ  und  P,  fl,  die 
Lote  MA',  MA",  so  kann  Kunächet  gezeigt  werden,  daß  J,,  A,  A" 
homologe  Punkte  der  drei  Vierecke  sind.  Da  nämlich  A^K^MQ^  ein 
Kreisvioreck,  so  ist  <f_  A" Q^M  ^  A^K^M,  also  t^  A" Q^M '^  A^K^M 
und  folglich  Ä-Q,      MQ, 

Ä,K~MK. 
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isk  '^  K^MQi^  K^Ä^Qy^'^  €,  Nun  ist  aber  cos  s  das  Ähnlichkeits- 
yerhaltnis  der  Vierecke  PiQiRiS^  und  K^K^K^K^]  mithin  sind  A^  und 
Ä"  homologe  Punkte  und  ebenso  Ä^  und  Ä\  Da  nun  Ä^,  A\  Ä"  auf 
einem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  ^^Jlf  liegen^  so  gilt  dies  auch  von 
drei  beliebigen  homologen  Punkten  E^,  J?',  E".  Der  zugehörige  Kreis 
hat  den  Durchmesser  ME^,  wenn  i\  dem  Viereck  K^K^K^K^  entspricht. 
Außerdem  ist  stets  E'E'\  ME^,  also  auch  G'G"\_MG, 

10.  Die  drei  Lemoineschen  Geraden  der  Vierecke  K^K^K^K^, 
PQBSf  P^Q^BiSj^j  d.  h.  die  Polaren  der  Lemoineschen  Punkte  G, 
G\  G"  in  hemg  auf  die  Umkreise  der  genannten  Vierecke,  sdineiden  sich 
in  einem  Punkte.  —  Auch  hier  läßt  sich  der  Beweis  für  drei  beliebige 
homologe  Geraden  der  genannten  Vierecke  führen.  Schneiden  sich  zwei 
homologe  Geraden  von  PQRS  und  P^Q^R^^S^  in  ü^,  und  sind  P\  P' 
ihre  Schnittpunkte  mit  PQ,  P^Q^,  so  ist  ^  U^P[Ä'  =^  Ü^FJ.;,  und 
die  gleidien  Lote  MV,  MU"  auf  Pü^,  P[üi  schließen  mithin  den- 
selben Winkel  2f  ein,  wie  MÄ'  und  MÄ",    Demnach  ist  -,/rr  =  cos  s, 

also  gleich  dem  Ähnlichkeitsverhältnis  der  Vierecke  P^Q^^R^Sy^  und 
K^K^K^K^,  Die  Senkrechte  in  ü^  a\i(  MUi  muß  also  homologe  Ge- 
rade für  das  Viereck  K^K^K^K^  sein  und  ist  demnach  Tangente  an 
den  Kreis  um  MU'U^TT. 

11.  Entfernung  des  Lemoineschen  Punktes  G  vom  Umkreismittel' 
punkt  M.  —  Zum  Schluß  soll  noch  der  Durchmesser  des  durch  M,  Cr,  G\ 
G"  gehenden  Kreises,  also  die  Entfernung  GM  berechnet  werden. 

Beachtet  man,  daß  ^  G M^C  =^  GM,B^u„  ^  GM,D  =  GM^C 
=  v^  und  ctg  u^  ==  ctg  a  +  ctg  d,  ctg  v^  =  ctg  a  —  ctg  d,  so  erhält  man 
aus  den  Dreiecken  GM^M,  GM^M,  GM^M,  GM^M 

GM'  ^ql  +  pl(l+  ctg«  uj  -  2p^q^  =  ql  +  jp^l  +  ^^«^  ^i)  ^  2ä«6 

==  ^^  +  V\  (1  +  ctg«  ^i)  -  ^Pc  ^c-Ql  +  Pj(l  +  ctg«  ^d  -  2p,g, 

wo  die  Größen  jp,,  und  q^  die  Lote  von  G  und  M  auf  die  Seiten  a,  6, 
c,  d  des  Vierecks  AB  CD  bedeuten.  Aus  dem  letzten  System  von 
Gleichungen  folgt: 


4G3f»  =  (1  +  ctg»«  +  ctg^d)  2pI  +  2t  -  2^/'. 3.. 
+  2ctga ctgd  (p*  — i)»  +i>*  -!>*). 

Nun  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  von  ctg  a  and  ctg  8: 

1  +  ctg»«  +  ctg«d  =  j8p,(16  JF"»  +  2a*  +  26*  +  2c*  +  2rf«  -  4a» c» -  46>d») 

.^  ((a»  +  6»  +  c»  +  d»;»  -  4  (ac  -  5c0»)  =  je^^,  (s*  -  4<*), 
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wo   a*+&*+c*+rf*=sS    ac-bd^fi.    Da  ^pI  ^  ^i^ITi*  '  ^ '   ^ 
erhält  man  die  elegante  Beziehung 

(1  +  ctg»«  +  ctg*d)  •  ^p»^  =.  1«». 

Bildet  man  noch  aus  den  Werten  p,  auf  S.  331  des  neunten  Bandes 
dieses  Archiys  SPrSr?  ^^  ^^^ 

2pA.  -n^-2F-  2{ac  ^  bd)  (aq,  -  bq^  +  cq,  -  dq,)]. 

Der  Faktor  von  ac  —  bd  ist  aber  Null,   denn  sind  die  über  a,  b, 
Cy  d  stehenden  Peripheriewinkel  x,  u,  v,  y,  so  ist 

^9c"~^9<f + ^ffa^^^d^'^r*  (sin  a?  cos  r— sin  M  cos  y +sin  1/ cos  a;— 'Siny  cos  w) 
=-  2r*  (sin  (x  +  v)  —  sin  (t*  +  y))  ==  2r*  (sin  9>  —  sin  9>)  —  0, 

wo  (f  der  b  gegenüberliegende  Schnittwinkel  der  Diagonalen  ÄC  und 
BD  ist.     Demnach  ist  nach  S.  332  a.  a.  0. 

woraus  die  nicht  minder  interessante  Beziehung 

2Pl  =  2Pr9' 


folgt.     Durcb  die  gefundenen  Resultate  vereinfacht  sich  jetzt  4  GM*  zu 
4  ^S^  -  is»  +  ^ql  -  2  J-pJ  +  2  ctg  «  ctg  *  (pj  -  jp»  +p]  -p»), 

oder,  da  \a*  +  q\^r'^  usw., 

4.G]^^  Ar*  -  22p\  +  2ctg«  ctg*  (p^  -pj  +jp;  -pj). 

Bedenkt  man,  daß  2r  sin  «  =  BD  =»  c  und  2r  sin  d  —  /"—  -4C,  so 
laßt  sich  die  letzte  Gleichung  auch  schreiben: 

*^^=8inärin-*{(«''+*'^*+2(p«+i,»)co8(a  +  *)-2(^+i)«)c08(«-d)]. 

Aus  der  Darstellung  von  Sl^  durch  s*  ergibt  sich  auch  für  den 
Ahnlichkeitswinkel  b  eine  neue  Form 

(l+ctg=a  +  ctgM)2;pJ 
Ctg  E ^         , 

die  ftlr  das  liarnwnische  Kreisviereck  wegen 

1  +  ctg^  a  +  ctg*  d  =  ctg*  6 
die  Oestalt  „ 

annimmt. 

Homburg  v.  d.  Höhe,  den  20.  Dezember  1905. 
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über  zweifache  Flächenpnnkte. 

Von  Otto  Biermann  in  Brunn. 

Im  folgenden  sollen  analytische  Kennzeichen  der  verschiedenen  zwei- 
fachen singolären  Punkte  von  Flachen  unterschieden  werden,  wenn  die 
Flachen  Parameterdarstellungen  erfahren  haben,  wobei  allerdings  die 
biplanaren  und  gewisse  isolierte  Punkte  nicht  als  singulare  Punkte  in 
Erscheinung  treten  werden^  sowie  bei  ebenen  Kurven,  deren  zwei  Punkt- 
koordinaten mit  Hilfe  eines  Parameters  dargestellt  sind,  der  ge wohn- 
liche Doppelpunkt  und  der  isolierte  Punkt  nicht  als  singulare  Kurven- 
pankte  auftreten.^) 

Hat  eine  in  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Punktkoordinaten  rr,  y,  z 
durch  eine  Gleichung  f  {x^  y,  z)  ^0  dargestellte  Fläche  in  dem  (reellen) 
Punkte  (x,  y,  z)  eine  bestimmte  Tangentenebene  mit  der  Gleichung 

wo  f^,  /"y,  f^  die  partiellen  Ableitungen  von  f  nach  x,  y,  z  bedeuten,  die 
bestehen  sollen,  so  heißt  er  ein  regulä/rer  Punkt;  doch  wenn  an  der 
Stelle  {Xj  y,  z)  die  partiellen  Ableitungen  verschwinden,  also  alle  Koeffi- 
zienten in  der  Gleichung  der  Tangentenebene  null  sind,  und  wenn  die 
Stellung  der  Tangentenebene,  die  man  dann,  wenn  z  als  die  abhangige 
Variable  eingeführt  wird,  bekanntlich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

ennittelt,  dort  unbestimmt  ist,  so  heißt  der  Punkt  ein  singulärer  Punkt, 
imd  ein  zweifacher  singulärer  Punkt  heißt  er  dann,  wenn  wohl  die 
drei  ersten,  aber  nicht  alle  zweiten  Ableitungen  von  f  in  ihm  ver- 
schwinden. 

Wenn  man  die  Fläche  mit  Hilfe   zweier  Parameter  in  der  Form 

darsteUt: 

a;  =  9>(w,t7),    y^xiujv),    z^4^{u,v), 

^0  etwa  <p  und  %  als  willkürlich  gewählte  (reelle)  Funktionen,  aber  ^ 
^  die  durch  die  Gleichung  /* »-  0  als  bestimmt  zu  denkende  Funktion 
*Ör  2  betrachtet  werde,   so   kann   verschiedenen  Wertepaaren   für  die 


1)  Seh  ef fers,  ,, Anwendung  der  Differential-  und  Integralredmnng  auf  Geo- 
»«tiie^    Bd.  I,  p.  79. 


und  («ä,  v^)   dei-selfaj 


Parameter,  z.  B.  den  zwei  Wertepaareii  (Hj,  t,l 
Flächen piinkt  (a;",  y",  r°)  zugehören,  das  heißt 

Bcin.  Dann  gehen  durch  denselben  Flächeiipuukt  ix°,tf^,^)  mehrere,  in' 
unserem  Falle  zwei  Zweige  hindurch,  die  aus  den  den  Umgehungen 
von  ("i,  "i),  bezw.  (u,,  Oj)  zugehörigen  Fläehenpunkten  (x,ji,s>  be- 
stehen, und  jedem  Zweige  kommt  in  (:>:'',  i/^,  ä")  eine  besondere  Tangentea- 
ebeoe  zn: 

ÄS  -  ^) -h  B,(-n  -  j^)  +  C,(i-i^)  -  0  1.  =  ..» 

Dieeetn  Vorkommnis  entspricht  der  sogenannte  hiplajuirc  oder  aber 
ein  isolierter  Punkt,  je  nachdem  die  den  genannten  Umgebungen  von 
(«I,  i!|)  und  («,,  *)j)  zukommenden  Stellen  reell  oder  komplex  sind. 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  iu  dem  dem  Wertepaare  «,  o 
zugehörendeo  regulären  Punkte  (x,  y,  x)  lautet  bei  Gebrauch  der  Pant' 
meterdarsteüung 

i-x    Tj-y     £-z| 
<P,.  X,.  ^u        =0, 


f-: 


Ir 


^. 


wf>  die  Element-e  der  zweiten  und  dritten  Zeile  dieser  Determinante  d 
Ableitungen  von  ip.  x,  ^  ^jach  m,  bezw.  v  bezeichnen. 

Diese  Gleichimg  der  Tangentenebene  wird  nur  dann  unbestimmt, 
wenn  gleichzeitig  die  Unterdeterminanten  der  Elemente  der  ersten  Zeile 
verschwinden,  wenn  also 

i«) 


f« 


ist.     Doch   wenn   umgekehrt  diese   Gleichungen   bestehen,  so   muß   dii 
Tangenten  ebene  durchaus  noch  nicht  unbestimmt  sein. 

So  hat  man  es  z,  B.  in  den  Polen  der  durch  folgende  Qleichui 


i:  =  IL  cos  «  am  v,     u  ^  a  sm  «  sm  v 


dargestellten  KugelHUche  mit  zwei  „uneigentlichen"  aingulären  Pui 
zu  tun,  wo  bestimmte  Tangentenebenen  eiistieren. 

Der  zweifache  singulare  Flächenpunkt  ist  somit  durch  das  Bestehen 
zweier  der  Gleichungen  {«)  und  durch  die  Unbeatimmtbeit  der  Tangenten- 
ebene  charakterisiert.    Doch  wenn  zweien  Wertepaaren  (hj,  v^)  «  =  w>,  die. 


1 

teilen  I 
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den  Gleichungen  (a)  genügen,  derselbe  Punkt  (x^,  y^y^^)  entspricht,  so 
ist  er  ein  derartiger  singnlärer  Punkt,  in  dem  die  an  ihn  herantreten- 
den oder  durch  ihn  hindurchgehenden  Flächenzweige  eine  gemeinsame 
Tangentenebene  besitzen,  denn  es  ist  nicht  nur 

sondern,  w^en  der  Werte  fiir  diese  Koeffizienten,  sogar 

^,  =  0,     S,  =  0,     C,  =  0,  «  =  W 

Die  Fläche  erfährt  darnach  in  (rc®,  j^,  ifi)  eine  Rückkehr  oder  eine 
SdlbsÜ>€rühirung. 

Beachtet  man  nun,  daß  durch  die  Darstellungen  von  Xj  y,  z  als 
Funktionen  von  u  und  v  die  Funktion  f  als  eine  auf  der  Fläche 
identisch  verschwindende  Funktion  anzusehen  ist  und  daher  das  totale 
Differential  df  =  fju  +  fjv, 

wie  auch  die  Ableitungen  /"„  und  f^  daselbst  verschwinden,  so  ergibt 
sich  darum,  weil 


lim 

df 
dx 

dx 

=/;= 

fPu 

+ 

lim 

dy- 

dy 

-u- 

+ 

X' 

ist  und  die  Funktionen  f^,  f^  nebst  /",  nur  in  den  singulären  Flächen- 
punkten null  sind,  daß  in  diesen  auch  q)^  und  y^  sowie  Xu  ^^^  Xv  gleich- 
zeitig verschwinden  müssen;  jedoch  von  V'u  ^^^  ^p  kann  man  nicht 
mehr  aussi^en,  als  daß  das  Verhältnis  dieser  Größen  an  einer  singu- 
lären Stelle  dieselben  Werte  annehmen  müsse,  wie  das  Verhältnis  der 
dort  verschwindenden  Funktionen  9?,^  und  9^  oder  Xu  ^^^  Xe* 

Dieselbe  Eigenschaft  ist  offenbar  auch  von  den  Ableitungen  irgend 
zweier  der  drei  Funktionen  9),  x  ^^<1  ^  auszusprechen,  d.  h.  es  sind 
in  einem  singulären  Punkte  geunß  zwei  der  drei  Größetipaa/re  (9?^,  tp^, 
iXuy  Xe)  ^d  (*^,  t^)  null 

Will  man   die  früheren   Aussagen    über  die  Unbestimmtheit  von 

dz  dz  » 

X-  und  ^  -  iß  den  singulären  Punkten  auf  Gleichungen  in  u  und  v  über- 
tragen, so  hat  man  zu  beachten,  daß 

I       dx  dy 

ist,  und  daß  daher  statt  der  Gleichungen 


Otti'  Bierm*xn: 


jetzt  die  folgeiidou  zu  betaadelii  sind 


;;) 


dy  J 

wobei   aber  die  Ableitungen  von  z  nach  x  und  1/  zu  setzen  sind: 


Man  nimmt  nun  w&hv,  daß  das  VerKültnis  dieser  Ableitungen  in 
einem  singulären  Punlcte,  sowie  auch  das  reziproke  Verhältnis  in  der 
Form  ^  erscheint,  so  daß  die  Zähler  und  zufolge  deren  BeBcbaÖenheit 
auch  der  gemeineame  Nenner  verschwinden  müssen. 

Wir  gelangen  also  neuerdings  zu  den  früheren  Kennzeichen  der 
aingnläreu  Punkte:  m  iiiüsneii  daselhst  die  drei  Bf^ieJmngen  'jelteu: 

Ton  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist. 

Die  zweifachen  singulären  Punkte  sind  außer  den  bisherigen  noch- 
mals der  isolierte  Punkt,  der  konisrlu;  Knotenpunkt,  das  Dornende  und 
das  gemeinsame  Ende  des  Doppeldontes.' ) 

Auf  die  letzten  drei  Gattungen  zweifacher  eingularer  Punkte  geht;n 
wir  nun  ein. 

Zweifacite  Knotenpunkte  sind  dadurch  charalierisiert.  daß  in  ihnen 
die  ersten  AUeituni/en  der  drei  Funktionen  <p,  3;  und  ij)  nach  u  und  v 
ghidieeitiff  verschtrinden. 

In  der  Tat,  wenn  in  einem  zweifachen  singulären  Punkte  lyo'  Tan- 
genten au  die  Fläche  zu  legen  sind,  und  diese,  wie  es  jetzt  sein  maß, 
einen  Tangeutialkegel  zweiter  Ordnung  koustituieran,  dessen  Spitze  in 
den  singulären  Punkt  füllt,  und  dessen  Eraeugende  die  Flächen  tan  genten 
bilden,  ao  heißt  die  Gleichung  des  Taugen tialkegels  folgendermaßen'): 
l  —  X,     qp,,,     9„     j  g)^,,,     93„,,     i  —  X  qs^„,     I  —  X,     ip,^  * 

*\v-y,    Xu.,    z., ML,-»    Xu,>  n-ii  -  x-..   'i-!'.   z-  =^, 

1 1  -  «,    <•,„    t„  I  ;  *„.,    it,„    g  -  2  !     i  *-,„,    i  -  z,    «', 
in  dar  Bsttu^^em&fi  u  und  v  Tert&oscht  werden  können. 


1)  Biermani 

dritte  Reihe  V,  p. 

1)  Scheffere 


„Über   die  zweif&chi'u  FlS^henpui 
i. 
1.  c.  Bd.  U,  p.  18. 
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Wenn  aber  umgekehrt  ein  solcher  Tangentialkegel  vorliegt ,  so 
muß  die  einzelne  Tangente  durch  die  Gleichungen  definiert  sein: 

oder  dnrcli 

(7      V  9 

und  wo  X  —  j~  ist. 

au 

Das  aber   ist    bei  den  Zuwächsen  du,  dv  von  gleicher   Ordnung 

und  bei   Vernachlässigung  von  Oliedem  von  höherer  als  der  zweiten 

Dimension  nur  mit  den  VenLnderungen  vereinbar: 

^^  ^  yrC^^uu^w^  +  2(p^^dudv  +  q),,dv^], 

Hiermit  ist  ersichtlich^  daß  in  einem  zweifachen  konischen  Knoten- 
punkte, wo  es  einen  Tangentialkegel  zweiter  Ordnung  gibt,  die  ersten 
Ableitungen  der  Funktionen  <p,z^i^  ^^^^  ^  ^^^  ^  wirklich  verschwinden. 

Nun  sollen  auch  das  Domende  und  das  gemeinsame  Ende  eines 
Doppeldomes,  d.  h.  diejenigen  Flächenpunkte  analytisch  gekennzeichnet 
werden^  durch  die  erstens  oo^  Ebenen  so  zu  legen  sind,  daß  die  Schnitt- 
kurven mit  der  gegebenen  Fläche  in  ihm  einen  isolierten  Punkt  be- 
sitzen, und  zweitens  auch  oo^  Ebenen,  deren  Schnittkurven  in  dem 
singulären  Flächenpunkte  einen  Rückkehr-,  bezw.  einen  Selbstberührungs- 
punkt  haben. 

Wir  beachten,  daß  also  in  diesen  Punkten  eine  einzige,  durch  den 
j_ 

Wert  von  —  oder  x  bestimmte  Fortschreitungsrichtung  existiert.    Die 
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Tangente  und  ihre  Projektionen  werden  somit  von  ^  oder  von  x  un- 
abhängig sein.  Die  Gleichungen  der  Tangente  in  dem  Domende  oder 
in  dem  gemeinsamen  Ende  des  Doppeldornes  werden  also  folgender- 
maßen lauten: 

5-^-t9«m^     oder     |-x  =  |9„T, 

Das  Domende  und  das  gemeinsame  Ende  des  Doppeldornes  ist 
somit  neben  den  Bedingungen 

9u  -Xu-tu-0,       ^^  =  ;,r^  =  V',  =  0 
durch  die  folgenden  ausgezeichnet: 

In  jedem  anderen  Falle  eines  zweifachen  singulären  Punktes,  als 
den  bisher  behandelten,  ist  der  Punkt  ein  isolierter,  der  aber  nicht,  wie 
früher,  der  Beachtung  sich  entziehen  kann,  was  nach  Früherem  ver- 
ständlich ist. 

Zur  Charakterisierung  des  zweifachen  singulären  Punktes  sei  noch 
bemerkt,  daß  zufolge  der  Darstellungen  der  drei  zweiten  Ableitungen 
von  z  nach  x  und  y  durch  die  von  (p,  x  ^^^  ^  nach  u  und  v  der  drei- 
fache singulare  Punkt  gewiß  durch  drei  Relationen  zwischen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  zu  charakterisieren  ist,  und  endlich  sei  auch  hervor- 
gehoben, daß  die  getroffene  Einteilung  der  zweifachen  singulären  Punkte 
aufhören  kann,  sachgemäß  zu  sein,  wenn  die  Glieder  höherer  als  der 
zweiten  Dimension  gegenüber  diesen  in  der  Umgebung  der  singulären 
Stelle  von  hervorragendem  Werte  sind,  was  bei  besonderer  Lage  der 
Fläche  gegenüber  den  Koordinaten  ebenen  der  Fall  sein  kanu. 

Brunn,  September  1906. 
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Ein  Satz  über  Vielecke.') 

Von  K.  Petr  in  Prag. 

Es  seien  -4^,  A^y ... .  A^  n  Punkte  einer  Ebene  (n>  1).    Verbindet 

man  geradlinig  Ä^  mit  A^,  A^  mit  A^, . .  .  A„  mit  A^,  so  entsteht  eine 

gebrochene  geschlossene  Linie  ^  welche  wir  ein  Vieleck  nennen  wollen. 

Dabei  können  jene  n  Punkte  ganz  beliebig  gewählt  werden,  nur  sollen 

alle  n  Punkte  nicht  in  einen  zusammenfaUen. 

Es  seien  femer  ö^,  a,, . . .  a^_i  verschiedene  Winkel,  welche  ohne 
fiOcksicht  auf  die  Reihenfolge  den  Winkeln 

l-27t       2-23«            (n— l)-2« 
, ,  .  .  . 

n  n  n 

gleicli  sind.  Man  konstruiere  auf  den  Seiten  eines  Vieleckes  A^A^., .A^ 
»Iß  Örondlinien  gleichschenklige  Dreiecke  A^A\A^,  A^A\A^, . . .  A^A^A^ , 
so  daß 

luid     dafi  außerdem 

(2)  ^  AA\A,  =  ^  A,AIA,  =  . . .  =  <^  AnAUt  -  ch-') 

Dann  bestimmen  die  Punkte  A\,  AI, ...  AI  ein  neues  Vieleck 
^  -4J . . .  Ai.  Auf  den  Seiten  dieses  Vieleckes  konstruiere  man  genau 
80  ^^^ie  vorher  wieder  gleichschenkelige  Dreiecke,  indem  man  nur  statt 
des  Kinkels  a^  den  Winkel  a,  benutzt  und  die  Bezeichnnog  entsprechend 
™Hlt;  dann  erhält  man  ein  drittes  Vieleck  AjAl . .  .  AI.  Indem  man 
^  fortfährt  und  zu  Konstruktionen  alle  Winkel  a^,  öt^, ..  .  a^_i  nach- 
em^^dej.  benutzt,  entstehen  im  ganzen  n  —  1  neue  Vielecke. 

Es  gilt  dann  folgender  Satz:  Das  letzte  von  diesen  Vielecken 
-^i^^^-ij^^...^-^  reduziert  sich  auf  einen  Punkt,  das  vorletzte 
-^1  ^  *-4j~*.  .  .-4j""*  ist  ein  reguläres  Vieleck  oder  (im  speziellen  FaUe) 
^<?Ä  ein  Punkt. 

Dabei  ist  es  notwendig,  den  BegrüBT  eines  regulären  Vielecks  ein 
we^^ig  2u  erweitem.  Unter  einem  regulären  Sechsecke  z.  B.  wollen  wir 
^^Ixt  nur  ein  gewöhnliches  reguläres  Sechseck  (oder  eventuell  ein 
'^Kxilares  Stempolygon)  verstehen,  sondern  auch  die  geschlossenen  ge- 
rochenen Linien  A^A^A^A^A^A^A^y  B^B^B^B^B^B^By^,  wo  A^,  A^,  A^ 
^^  Endpunkte  eines  regulären  Dreiecks  und  B^,  B^  zwei  beliebige 
^xikte  (Eckpunkte  eines  regulären  Zweiecks)  sind. 

1)  Aaa  Casopis  84,  166—172,  1905  mitgeteilt. 

2)  Die  Winkel  A^A\A^  etc.  immer  in  positiver  Richtung  gemessen. 


30  K,  Petfi; 

Der  tingefUiirte  äatz  läßt  sich  einfocE  auf  Grund  der  geo in etri sehen 
Darstellungen  kompleser  Znhlen  beweisen.  Ich  benötze  dabei  die  be- 
kannte Bezeichnung: 

\AA]  =  (3:'  +  ij/')  -ix+  .-y)  =  a(cOB  9^  +  /  sin  ,p), 

wo  die  Zahlen  .r'  +  iif',  x  +  iy  den  Punkten  A',  A  entsprechen  und 
wo  n  die  Länge  der  geraden  Verbindungslinie  dieser  Punkte  bezeichnet 
und  9;  den  Winkel,  welchen  AA'  mit  der  A'-Achae  einschließt.  I's  ist 
identisch 

(3)    IÄB\  -  IAC\  +  \CB],  [ABl  +  [Biq  +  \CDi  +  - 
Die  oben  erwähnten  Dreiecke  A^A\A^,  A^A^A^, . 
und  es  gilt  den  Gleichungen  (1),  (2)  zufolge  zuerst 


-  + [7,^1  =  0. 
.  sind  ähnlich. 


und 
(6) 

CT 
Daraas 


_MJ.l 
lÄi'A,} " 


[■<M.I 


-=  CO8  a,  +  t 
_  [AiÄ,t  _ 


'gibt  Bicb  durah  Additioa ,  resp.  Division  fiir  die  Znblen  A ,  ji : 
Ana  (3),  (ö)  und  (5')  scblieBt  man  weiter: 

[A\J\]  =  UM<]  +  [^.^]  =  /^[^  AI  +  UAA]  -  '-i-^'-^^y^-^J, 

und  ebenso    [.ii^J]  = 'J^^tt^Al^  oaw. 

Genau   so  gewinnt  man  die   Ausdrücke  för  [J|^|.   [.4Jj4|],   .  . . 
Für  [^  JJ]  erhält  man  z.  B. 

[Ä',Aa - •.^Mj^L-liK+.Jiy.AL+JA'i.l,  ., _ ,„. „,  +  , ,i„ „, . 

Durah  ToUständige  Indnktioa  folgt  endlich: 
P„l'',A^+P„[A,AJ  +  - 


um;]-- 

wo  die  Ztdilen  Pi^,  Pjj,  . 
siehiingen  bestimmt  sind: 

(f,  -x)it^  —  ^i  ■■ 

Setzt  man  A'  ^  »  —  1 

('i  -■«)(<.-  *l  •■■  (',-1  ■ 


,iM.. 


♦  >l 


.  durah  folgende  für  jedes  x  geltende 


Be- 


i^i  —  x)  =  l>n  +  PjtX  +  p^^x'  +  ■ 


•  ii-i-ir-'[i  +  .' 


.-■]; 
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denn  «i,  «j,  •  •  •  «„_i  sind  alle  Wurzeln  der  Oleichung 

Es  ist  also  l>i„_i=i>8n-i  = ^i?»,»-!«  (—  1)""^  und 

[^;-M;-iJ  =  0,    [^;-i^j-i]  -=  0,  usw. 

Dadurch  ist  bewiesen,  daß  alle  n  Punkte  -4j~*,  -4;~^, .  . .  -4j-^  in 
einen  zusammenfallen.  Daß  das  vorletzte  Vieleck  -4j"*J[;"^---4S"* 
ein  reguläres  ist,  wird  sogleich  klar,  wenn  man  bedenkt,  auf  welche 
Weise  jedes  folgende  Vieleck  aus  dem  vorhergehenden  entstanden  ist. 
Der  betreffende  analytische  Ausdruck 

f&hrt  sogleich  zu  demselben  Schlüsse. 

Der  bewiesene  Satz  erlaubt  uns  die  Vielecke  in  bezug  auf  ihre 
gewissen  speziellen  Eigenschaften  in  Klassen  einzuteilen.  Bezeichnen 
wir  zu  diesem  Zwecke  die  konstruktive  Operation,  durch  welche  man 
vom  Vielecke  A^A^  , . ,  A^  zu  dem  Vielecke  A\A\. . .  A\  gelangt,  mit 
Sl^y  und  die  folgenden  analogen  Operationen  der  Reihe  nach  mit 
«$2,, . . . i$2^_^ .  Dann  ist  sofort  klar,  daß  die  Operationen  Sl^^Sl^,...^n-i 
vertauschbar  sind,  daß  also  Sl^^^^  Sl^Sl^.  Man  findet  dann  leicht 
folgende  Klassen  der  n-Ecke: 

a)  n  —  1  Klassen  der  n-Ecke,  welche  dadurch  charakterisiert  sind 
daß  nur  eine  bestimmte  Operation  Sl  notwendig  ist,  um  zu  einem  Punkt 
zu  gelangen.     (Alle  diese  n-Ecke  sind  regulär). 

V)  jn(n— 1)  Klassen  der  n-Ecke,  bei  denen  zwei  verschiedene  Ope- 
rationen £1  nacheinander  notwendig  sind,  um  zu  einem  Punkte  zu  gelangen. 

Die  letzte  Klasse  umfaßt  dann  alle  n-Ecke,  bei  welchen  man 
alle  »  —  1  Operationen  in  beliebiger  Reihenfolge  durchftihren  muß,  um 
zu  einem  Punkte  zu  gelangen. 

Im  ganzen  gibt  es  also  2""*^  —  1  verschiedene  Klassen  von  w-Ecken. 

Der  Punkt,  von  welchem  im  Vorhergehenden  die  Rede  ist,  ist  der 
Schwerpunkt  der  Eckpunkte  des  betreffenden  n-Eckes. 

Dieser  Punkt  S  besitzt  außerdem  noch  folgende  interessante  Eigen- 
schaft Fügt  man  die  Vektoren  SA^,  SA^,  ...  SA^  der  Reihe  nach 
aneinander,  so  erhält  man  ein  neues  Vieleck  B^B^B^  .  .  .  JB„,  welches 
mit  dem  Vieleck  A^A^  .  . ,  A^  zu  derselben  Klasse  gehört. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  mit  Hilfe  der  oben  benutzten  Methode 
sind  leicht. 

Prag,  10.  Oktober  1905. 


über  den  Hadamardscheii  Determmantensatz. 


Von  Ebnst  Finchkr  in  Brunn. 


Behufs  Bestimmtmg  des  Maxjmalwertee,  welchen  der  iiiisolnte  Be- 
trag einer  Detenninante  jiten  Grades  erreichen  kann,  wenn  ihre  h*  Ele- 
mente M,.,  SO  variieren,  daß  ihre  nbaoluten  Beträi^e  nie  die  Einheit 
übersteigen,  hat  Hadamard')  einen  Determinantensatz  auf^stellt,  der 
so  ausgesprochen  werden  kann: 

I.  Wenn  eine  quadratische  Matrix  (a^)  aich  durch  zeilenweise 
Komposition  einer  quadratischen  oder  rechteckigen  Matrix  (m^)  mit 
der  konjugiert  komplexen  (ö,,l  erzeugen  läßt,  d.  h.  wenu 


(1) 


%=2'"*'  ***' 


(i,  ^  =  1,  2, .  . .  «)  ist  und  u^,  die   zu  u^,   konjugiert    komplexe    Größe 
bedeutet,  dann  besteht  die  Detenniuantenungleichung: 


und   zwar  gilt   das   Zeichen  =  nur   dann,   wenn   entweder  alle   u,,  für 
i  +  /.-   verschwinden    oder   eines   der   a^^   verschwindet   (d.  h.  u-^  =  ».^ 

=H,A-  =  0). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  entwickelt  Hadamard  den  folgenden 
Bchsrferen  Satz,  aus  welchem  der  erste  sofort  folgt: 

U.  Unter  derselben  Voraussetzung  bestellt  die  Ungleichung: 

-^±%ai»---«n,  ^  (^ö„a,j  ■  •  ■a„_^,_^)  ■«„; 

und  zwar  gilt  das   Zeichen  =  nur,   wenn  entweder  o,,  =^  «j.  =  ■  ■  ■  — 

«,_,„  =-0  oder  wenn  eine  der  Größen  ^±  n,,  n^^  ■  ■  ■  n„_,,_j  und  a,^ 

verschwindet, 

Wirtinger'')  hat  den  Hadamard  scheu  Satz  kürzlich  mit  Diffe- 
rentialrechnung bewiesen.  Ich  möchte  nun  zunächst  zeigen,  da8  auch 
der  algebraische  Beweis  an  Durehsichtigkeit  nichts  zu  wünschen  übrig 
läßt,    sobald    man    nur  erst  gewahr  wird,   daß  der  entscheidende   Be- 


1)  Hadamard,  Bali, 
nftntenbnch  %  hi). 

S)  Wirtinger,  Honatih.  t  H»th. 


mftth.   1893  (wiedergegeben 
PbjB.  1907. 


i  Detenni- 
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weisgnmd  unmittelbar  der  elementaren  Theorie  der  positiv  definiten 
Hermiteschen  Formen  entnommen  werden  kann.  Sodann  möchte  ich 
«ine  Verallgemeinerung  des  Satzes  mitteilen  (Satz  lU)  und  schließlich 
ein  Beispiel  aus  der  Integralrechnung  anfuhren. 

1.   Sind  a^  komplexe  Eonstanten,   Xi  komplexe  Variable   und  S^ 

der  konjugiert  komplexe  Wert  zu  x^,  so  will  ich    ^  a^  x^  x^  (in  An- 

lehnung  an  Hilbert)  eine  Hermitesche  Form  nennen  und^  da  die 
Werte  der  x^  durch  die  der  x^  schon  mitbestimmt  sind,  mit /*(a:i,-j*J 
.=  /*  (x)  »  f^  (x)  bezeichnen. 

Damit  f{x)  bei  beliebig  variierenden  x^^'-x^  stets  reell  bleibe, 

ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  allgemein  a^^  und  a^y  zu  einander 

konjugiert  komplex  sind,  insbesondere  die  a^^  reell.     Die  Determinante 

^4-  a^i  a^  •  •  •  a„„  =  -4  =  J.„   einer  solchen  „reellen  Hermiteschen 

Form"  ist  stets  reell. 

Unter  diesen  Formen  heben  wir  die  „nichtnegativen''  hervor,  d.  s. 
4liejenigen,  deren  Werte  bei  beliebig  variierenden  x^,  *  -  •  x^  stets  ^  0 
bleiben.  Ihre  Determinanten  Ä  sind  ^  0.  Man  unterscheidet  sie  in 
positiv  definite  und  semidefinite,  je  nachdem  /  =  0  nur  f ür  iPi  =«  •  •  .  = 
^^  » 0  oder  auch  noch  für  andere  Werts jsteme  statthat;  im  ersten 
Falle  ist  A>0,  im  zweiten  J^  =  0.  Damit  eine  reelle  Her  mite  sehe 
Form  f^  (x)  positiv  definit  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
^,  >  0,  J^  >  0,    .  •  ^  >  0. 

Reelle  Hermitesche  Formen  mit  reellen  Koeffizienten  sind  durch 
^ik'^^ki  charakterisiert;  damit  sie  nichtnegativ,  bzw.  positiv  definit, 
bzw.  nichtnegativ  semidefinit  seien,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 

n 

die  quadratischen  Formen  ^  a^  x^  Xj^  reeller  x^,   •  •  x„  das  entsprechende 

Verhalten  zeigen. 

"    dÄ 
Die  Form    ^  -^  x^  x^  =  F^  (x)  -  F  (x)  heißt  die  zu  /;  (x)  = 

f(x)  adjungierte  Her  mite  sehe  Form,  und  man  hat: 


... 

•'^n    ^1 

öt„i  •" 

'  •  a     X 

^1   • 

•z,   0 

(2)  Fix)^FAx) 


Yermöge  der  Transformation: 

K,  ^1  +  •  •  •  +  «In   ^n  =  Vi 

(3) 

U«l  «1  +  •  •  •  +   «n,  ^n  =  y, 
AmhlT  dm  lUth.nwtik  and  Phjiik.    III.  K.lhe.    XIII.  8 


(4) 


Är{i')-F(y). 


^ 


Wenn  daher  fl'r)  positiv  definit  ist,  so  ist  /■"l.ri  ebenfalls  positiv 
definit. 

2.  Dei'  Hadainardscbe  Satz  handelt  vou  denjenigen  quadratischen 
Matrices  {a^^),  welche  sich  durch  den  Ansatz  (l)  erzeugen  lassen.  Die 
Gesamtheit  dieser  Matrices  läßt  sich  aber  iu  einfacher  Weise  charakte- 
risieren.    Da  näinlicb 

<ö)       ^  ^a  ^(-^t  =    ^("ii-^i  +  ■  ■  ■  +  ««,«■)  ("i,*i  +  ■  ■  ■  +  "..  .^J, 

SU  ist  f(^')  =  ^<tiiXiXi  eine  nichtnegative  Hermitesche  Form,    üm- 

^rekehrt  läßt  sich  jede  nichtnegative  Uermitesche  Form  iu  die  Ge- 
stalt (Ö)  bringen  (sogar  mit  Jf<»),  ihre  Matrix  (öy)  läßt  also  die 
Erzeugung  ( 1)  zu. 

Da  üherdies  der  Fall  einer  semideflniten  Form  sofort  zu  übei^ 
sehen  ist,  sind  die  Sätze  1,  II  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  iden- 
tisch mit  den  folgenden: 

la.   Für  jede  positiv  detinite  Hermitesche  Form  f'{x)  =  ^Uf^x^i^ 

ist  ^±  «11  «1,  •  ■  ■  ö,„  ^  ö,,  a„  ■  -  -  a^^,  und  das  Zeichen  =  gilt  nur, 
wenn  alle  a^  für  (  +  A-  verschwinden. 

IIa.     Für    jede     positiv    definite    Hermitesche    Form    f  (x)    •= 

^flj(  Ä,  .Cj    ist  ^+  «iiOji  ■"''.■.  ^1^   +  ''11*^1  ■  *    ■    "n-l  n-l'  ■  ^mt       '^•^ 

das  Zeichen  =  gilt  nur,  wenn  «,„  =  aj„  =    ■  ■  =  «^    ,  ■  ^  0 

3.  Erster  Beweis  für  IIa.  —  Es  ist  zu  zeigen,  daß  für  eine 
positiv  detinite  /„{x)  stets  Ai-i  "■■  ~ -^»  ä  ^  '^^  '"^*'  '''^^  Zeichen  = 
nur  für  "i,  =  "j„  =    ■  ■  =  'if«_i>  =  0  gilt.     Da  »her  nach  (2) 

ist,  so  fragt  es  sich  lediglich,  ob  F,_,  [x)  positiv  delinit  ist.  Dies  ist 
aber  in  der  Tat  der  Fall,  da  /'^_i  (x)  positiv  detinit  ist. 

i.  Zweiter  Beweis  für  IIa.  —  Statt  nur  nachzuweisen,  daß 
-7--^«,,,   kfinn  man  ein  Übriges  tun  und  -j-"    selbst  eine  Bedeutung 

beilegen.  Da  nämlich  /,_,  (x)  positiv  detinit  ist,  zeigt  die  „Mittd- 
p  unktstransf or  m  ati  on" 


0) 


1:  {*)  -  /'.. 


0+; 
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worin  «i,a„..a^_i  aus  044«!  + •..  +  a^_i;ta«-i  +  «n*  =  0  (x  =  i,2,.  •„  -i) 

zu  berechnen  sind,  daß  /i,  (a^i,  ^2> '  '  ;  ^n-i;  1)  ®*^  Minimum  erreicht 

ftlr  ^1  =  «1,  •  •  •  ^„_i  =*  «^_i  und  nur  für  dieses  Wertsystem,  und  daß 

A 
dieses  Minimum  /*„  («i»  •  •  •  ««_i,  1)  =  -7-"    ist.     Aus   dieser  Bedeutung 

n— 1 

A  A 

von  -~-  erhellt  nun  insbesondere,  daß  -j^^  ^  /i,  (0, 0,  •  •  •  0,  1) «  a^^ 

n-i  «-1 

and  daß  für  die  Gültigkeit  des  Gleichheitszeichens  a^  =  o^  =  •  •  •  =  a„_^ «  0 

erforderlich  ist;  d.  h.  aber  a^^  =  •  •  •  =  a^_i^  =»  0,  wie  aus  der  Berech- 
nung der  a  oder  direkt  aus  der  Identität  (7)  ersichtlich  ist. 

5.  Bemerkungen.  —  a)  Wirtinger  hat  bemerkt,  daß  Satz  I 
f&r  reelle  u^^  die  geometrische  Bedeutung  hat^  daß  im  ^-dimensionalen 
Raum  das  Volumen  Vol.  (1,  2,  •  •  •  n)  des  Parallelotops,  welches  n 
Vektoren  ti^;  -  *  -  u^  zu  Kanten  hat,  im  allgemeinen  kleiner  ist  als  das 
Produkt  der  Eanten^ngen,  und  nur  dann  diesem  gleich,  wenn  je  zwei  der 
Kanten  aufeinander  senkrecht  stehen,  oder  aber  eine  Kante  die  Länge  0  hat. 
In  dieser  geometrischen  Deutung  kommt  unser  zweiter  Beweis  für  IIa, 

«-1 
hinaus  auf  ^ — ,^.  ,    =  Höhe  ^  entspr.  Kante. 

Denn  f^{x^y ...  1)  ist  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen  dem 
Punkte  mit  den  Koordinaten  u^^  und  dem  Punkte  mit  den  Koordinaten 

b)  Unsere  beiden  Beweise  für  IIa  hängen  in  der  Weise  zusammen, 
daß  für  Xj  =  •  •  •  «  x^_i  =  0,  x^  =  1  aus  (7)  wird: 

was  von  (6)  nicht  verschieden  ist.     Durch  die  Transformation  (3)  wird 
nämlich  f    Ax  —  axj  =    *"^ — ,  und  für  Xj  =  •••=*  a;„_i  «=  0,  a7„  =  1 

wird  yi-öj^,  ...y^  =  a„„. 

c)  Hadamards  Beweis  für  II  kommt  in  der  Sprache  der  Pormen- 
theorie  auf  Folgendes  hinaus.  Wird  A^  von  0  verschieden  angenommen, 
80  zeigt  das  Multiplikationstheorem  für  rechteckige  Matriees  (u^^),  (ü^  J 
unmittelbar,  daß  -^^  >  0,  -^.g  >  0,  . .  .  J.„_i  >  0.  Aus  diesen  Relationen 
allein  folgt  ja  aber  schon  der  positiv  definite  Charakter  von  F„_i(x). 
Diesen  Schluß  führt  Hadamard  aus  durch  sukzessive  Anwendung  der 
Rekursionsformel : 


Kdf) 

K-ldf)    .        ^n^n 

\ 

K-r       '    K-X^n' 

«• 


gesetzt  ist  und  }',  die  zu  Y,  konjugiert  komplexe  GröSe  bezeichnet: 
diese  Formel  ist  nichts  anderes  als  die  durch  (3)  transformierte  „Mittel- 
panktstransforroation"  (7).  Mit  anderen  Worten,  Hadamard  bedieut 
sich  der  Jacubischen  Transformation: 


..(y) 


nnt  den  positiv  definiten  Charakter  von  F^_i{x)  darzutnn. 
B.  Der  Satz  IIa  gestattet  folgende  Verallgemeinerung: 
III.  Für  jaie positiv  deßnite  Hermitesche  Form  f{x)  ^^'^u^i^k  ?*"■ 

(8)     2±  »,1    .  ■  a..  S  i^±  »,.-■■  «.^  ■  (^±  ",t.,.i  -  ■  ■  <■..) 

(p  —  1,  2, .  .  .  /(  ~  Ij,    und  zwar  gilt   das  GleiMieitseeichen  nur  dann 
wenn  alle  a,^  für  »  =  1, .  . .  p;  A  =  p  +  1, . . .  »  verschwinden. 
Beivis.     Aus  den  Zahlen  1,  2, ...  m  lassen  sich 


^ 


-i)...(..-t+ 1) 


-0 


Kombinationen  zu  je  p  verschiedeuen  bilden;  diese  v  Eomhinationen 
mSgen  irgendwie  numeriert  werden,  nachdem  in  jeder  die  Reihenfolge 
der  41  Zahlen  irgendwie  fixiert  ist.  Wenn  uß...£  die  *'"  und  r'/J' .  .  e' 
die  /''■  Kombination  ist,  so  werde 

B„  -2± «.,.«,,,   ^  «., 

gesetzt,  und  die  zu  dieser  Determinante  p'"'  Ordnung  komplementäre 
Determinante  {v  —  p)""'  Ordnung,  d.  1.  diejenige,  welche  in  der  Entwick- 
lung der  Determinante  .1  (auch  dem  Vorzeichen  nach)  mit  ß,^,  multi- 
pliziert erscheint,  mit  C^^  bezeichnet. 

Ich  behaupte  nun  znnäcbet,  daß  die  Hermitesche  Form  vod  v 

Variablen   G(jr)  =-^B,,.a;,j'j,   positiv   definit  ist.     Da  nämlich  f{x)  als 

positiv  definit  vorausgesetzt  wird,  kann  man  ihre  Mntrix  (a,,)  durch 
den  Ansatz  (1)   erzeugen  und   dabei   N  —  n  nehmen.     Setzt   man   nun 
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F^f  =^-f  ^gg/ti^^  •  '  •  ^tf  und  bezeichnet  mit  F^^.  die  zu  F^,,  konju- 
giert komplexe  Größe,  so  wird 

V 

1 

d.  h.  die  Matrix  {B^^)  laßt  die  zu  (1)  analoge  Erzeugung  zu,  und  G{x) 
ist  daher  eine  nichtnegative  Form.  Und  zwar  ist  sie,  worauf  es  augen- 
blicklich aber  nicht  ankommt,  positiv  definit,  weil  ihre  Determinante 
als  Potenz  von  A  nicht  verschwindet. 

Wendet  man  nunmehr  auf  G{x)  den  Satz  IIa  an,  so  entsteht: 

2±  ^ii^n    •  '  ^vv^  {^±  ^n^ii '  '    -B^-i  ,-i)  •  A 
oder  wegen  /«-i\ 


>v 


^±  B^iB^  .  . .  B^^=^  A^ 


(r-D- 


da  A  positiv  ist. 


A  ^  Jj^^  ^vV 


Ist  nun  die  Numerierung  der  Kombinationen  so  gewählt,  daß  die 
v^  lautet  1  2  ...  p,  so  ist  dies  die  zu  beweisende  Ungleichung  (8). 
Die  Gültigkeit  des  Gleichheitszeichens  erfordert  nach  IIa,  daß 
JBj^  =  .  . .  =  J5y_.i »  =  0,  d.  i.  ^±  a^i a^g .  .  .  a  —0  für  alle  Kombi- 
nationen aß  ...  €  außer  der  einen  1  2  ...  p.  Dann  muß  aber  iden- 
tisch in  x^,x^j .  .  .  X    sein 


Oji  . ,  .  a^^ 


Xy 


«n  •  •  •  «<e     ^ 


0     für     ?:  =  p  +  1,  p  +  2, . 


n. 


Mithin  hat  man  FJa^i, .  .  .  a  )  =  0;  also  a^  =  0,  ...  ^  .  =  0,  wenn 
man  von  dem  Umstände  Gebrauch  macht,  daß  F  {x)  positiv  definit. 
WiD  man  dies  vermeiden,  so  setze  man  ^i  =  «n,  •  •  •  ^«  =*  ö«i  und  sub- 
trahiere die  letzte  Spalte  von  der  ersten;  dies  gibt  ^^=^0^  also  au  =  0, 
und  iihnlich  ergibt  sich  a,^  =  0, .  .  .  a  .  =  0. 

7.    Die    Ungleichung   (8)    gilt    ersichtlich    auch    für   semidefinite 
Formen.     In  die  u^^  zurückübersetzt,  lautet  sie: 

mit  »=-  1,2,  ...n;  p  =  1,  2, ...  9;  5'  =  ()  -f- 1,  p  +  2,.  ..n;  s  =  l,2,...iV, 
wobei  die  Matrices  zeilenweise  zu  komponieren  sind.     Die  Bedingung 
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f&r  das  Eintreten  des  Gleichheitszeichens  ist  veimöge  III  leicht  anzu- 
geben.    Die  geometrische  Bedeutung  für  den  FaU  reeller  u^,  lautet: 

Vol.  (1,  2, . . .  »)  ^  Vol.  (1,  2, . . .  p)  .  Vol.  (p  +  1,  p  +  2, . . .  n), 

worin  das  Gleichheitszeichen  nur  dann  gilt^  wenn  jeder  der  Vektoren 
tii, . . .  u  auf  jedem  der  Vektoren  t«„+i,  •  •  «<„  senkrecht  steht^  oder 
aber  entweder  die  Vektoren  u^y . . .  u  unter  sich  oder  die  Vektoren 
^p+19  '  -  '  ^»  unter  sich  linear  abhangig  sind. 

8.  Anwendung.  Sind  u^{s)f .  .  .  u^(s)  reelle  oder  komplexe^  im  end- 
lichen Interraüe  a  ^  5  ^  &  stetige  Funktionen  einer  stetigen  reellen 
Variablen  Sy  und  bezeichnet  ü^{s)  die  konjugiert  komplexe  GhroBe  zu 
Ui{s)y  so  ist,  wenn 

6 

a 

n 

gesetzt  wird,  die  Her  mite  sehe  Form  f(x)  =  ^g^fr  x^  x^  nichtnegatiy, 
weil  man  hat: 

6 

f{x)  ^J(th(ß)Xi  H h  u^(ß)xJ(U^(s)Xi  +  •  •  •  +  ü^(8)x^)ds. 

a 

Folglich  ist  nach  Satz  la 


n  o 

I  u^ü^ds,  .  .  .  /  UiU^ds 


<J  ttiü^ds  ...  fu^ü^ds, 


a 


und  zwar  gilt  das  Zeichen  »  nur  dann,  wenn  entweder  alle 

b 
J  ^i{s)ü,(s)ds  ^  0 

a 

für  i  +  ky  oder  wenigstens  eine  der  Funktionen  u^(s)  identisch  Ter- 
schwindet.  Und  entsprechende  schärfere  Ungleichungen  resultieren  aus 
IIa  und  lU. 

Die  Analogie  mit  Satz  I  habe  ich  durch  die  Wahl  der  Buchstaben 
ersichtlich  zu  machen  gesucht.  Man  könnte  aber  auch  die  Fourier- 
schen  Eonstanten  der  u^($)  einführen  und  sie  mit  ti^^  bezeichnen;  dann 
würde  man  unmittelbar  Satz  I  für  .A^ «  oo  erhalten;  hierin  liegt  auch 
ein  Beweis  des  gegenwärtigen  Resultats. 
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Statt  stetiger  Funktionen  könnte  man  allgemeiner  solche  nehmen^ 
deren  reeüe  und  imaginäre  Teile  samt  ihren  Qnadraten  im  Lebesgue- 

3chen  Sinne  integrabel  sind.     Nur  lautet  dann  die  Bedingung  für  das 

b 

Oleichheitszeichen  etwas  anders,  da    f  Uf{s)üf{s)ds  '^  0   jetzt    nur   be- 

a 

deutet,  daß  Uf(s)  =  0  für  alle  8  mit  eventueller  Ausnahme  einer  Menge 
Tom  Lebesgueschen  Inhalt  0. 

9.  Anhang.  Es  sei  mir  gestattet  bei  dieser  Gelegenheit  auch  den 
Umstand,  daß  die  Determinante  einer  nichtnegatiyen  Hermiteschen 
Form  ^  0  ist,  auf  die  Form  f(x)  des  vorigen  Artikels  anzuwenden. 
Man  hat  also  stets: 

ft  b 

J  ti^ü^ds,  . . .  /  u^ü^dSi 


(9) 


I 
I 

a 


b  b 


Dies  erhellt  übrigens  auch  aus  der  Umformung  dieser  Determinante  in 


'•:  «i(s,)  .  .  .  U^{S^  I    M,(SJ  .  .  .  Mi(sJ 

rfs,  . . .  rfs, , 


welche  dem  Multiplikationstheorem  für  rechteckige  Matrices  analog 
ist^  und  gibt  für  n  =»  2  im  Falle  reeller  Funktionen  die  Schwarzsehe 
Ungleichung 

6  \  2  6  6 


(/ 


a 


Femer  aber  gilt  das  Gleichheitszeichen  in  (9)  nur  dann,  wenn 
/(a;)  semidefinit  ist,  wenn  es  also  Werte  a^j, a;,, . . .  r^  gibt,  die  nicht  sämt- 
lich verschwinden,  und  für  welche 

b 

j {x^u^iß)  +  •  •  •  +  a;^w„(s))(^iWi(S'  -\ +  x^ü^{ß))ds  =  0, 

a 

d.  h. 

ist^    und   zwar   im   Falle  stetiger   Funktionen    identisch  in  3,   in  dem 
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anderen  FaUe  wenigstens  mit  Ausnahme  einer  Wertmenge  vom  Lebes'- 
gu eschen  Inhalt  0.     Insbesondere  hat  man  also  den  Satz: 

Damit  die  reellen  stetigen  Funktionell  u^(s)y  u^{8),  . . .  u^{s)  im  In- 
tervalle a  ^8 ^h  linearunabhängig  sind,  ist  fwtwendig  und  hinreichendr 
daß  die  Determinante 

I        6  6  b 

I  fulds,      J  u^u^ds,  . .  .fu^ujs 

,  a  a  a 

b  h  h 


J  u^u^dSy    I  w|     dSy  .  .  .  /  u^u^ds 


1  w^Wjds,    /  u^u^dSy  . ,  ,  I  ul    ds 

,  a  a  a 

nickt  versdiwifidet. 

Wii'  haben  hier  also  ein  Kriterium  für  Linearunabhängigkeit  stetiger 
Funktionen,  welches  nicht  die  Existenz  von  DeriTierten  voraussetzt. 

Brunn,  im  Juni  1907. 

In  dem  mir  erst  nachtnlglich  bekannt  gewordenen  Art.  49  von 
H.  Minkowskis  ,,6eometrie  der  Zahlen'^  (Leipzig  1896)  findet  man 
die  Ungleichung 

zwischen  den  Koeffizienten  einer  positiven  quadratischen  Form,  und  an 
einer  späteren  Stelle  desselben  Artikels  die  Bemerkung,  daß  durch  zeilen- 
weise Komposition  einer  reellen  quadratischen  Matrix  von  nichtver- 
schwindender  Determinante  mit  sich  selbst  die  Matrix  einer  positiven 
Form  entsteht.  Damit  ist,  wenn  auch  der  Hadamardsche  Satz  nicht 
ausdrücklich  formuliert  wird,  doch  sein  wesentlicher  Inhalt  und  sein 
Ursprung  aus  der  Theorie  der  positiven  Formen  gegeben,  wenigstens  für 
reelle  Größen.  Die  Begründung  jener  Ungleichung  entspricht  etwa 
meinem  zweiten  Beweise,  während  der  einfachere  erste  Beweis  sowie 
der  schärfere  Satz  III,  soviel  ich  sehe,  auch  für  reelle  Größen  bisher 
unbemerkt  geblieben  sind. 

Brunn,  im  Jänner  1908. 
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•»1 

Über  das  MinlmTiTn  des  Integrals  J V*  VM- {/>  da?. 

Von  A.  Wim  AN  in  Upsala. 

1.  Das  allgemeine  Problem  ^  welches  wir  hier  behandeln  wollen^ 
enthalt  als  interessante  und  sehr  bekannte  Spezialfälle  für  bzw.  n=  1, 
—  I^y  -1-  die  Probleme  der  kleinsten  Rotationsfläche^  der  Brachistochrone 
nnd  des  Prinzips  der  kleinsten  Aktion  (vgl.  Euler^  Methodus  inveniendi 
Cap.  n^  Nr.  35).  Für  diese  Falle  ist  die  Aufgabe  schon  langst  be- 
handelt worden^  und  wir  glauben ,  daB  es  nicht  ohne  Interesse  sein 
wird  zu  erfohren,  daß  die  Sache  sich  im  allgemeinen  Falle^  je  nachdem 
n<0  bez.  >0,  ganz  analog  gestaltet  wie  in  den  spezieüen  Faüen  der 
'Brachistochrone  und  der  kleinsten  Rotationsfläche. 

Es  handelt  sich  um  das  Integral 

(1)  J-j)rVi'+y'*dx, 

wo  die  Endpunkte  (x^^  y^),  {x^j  y^)  fest  sein  sollen.     Setzt  man 

(2)         f-y-yr+7s    j',=|f    F,=lf 

so  bekommt  die  Euler-Lagrangesche  Differentialgleichung  die  Gestalt 

(3)  ^.-Jl^^  =  0. 

nnd  als  zugehöriges  erstes  Integral  erhalten  wir 

Hieraus  ei^bt  sich  als  Gleichung  der  Extremalen 

In  einzelnen  Fäüen  läßt  sich  das  Integrationsresultat  in  expliziter  Form 
hersteüen.  So  bekommt  man  für  n  =  1  bekanntlich  eine  Kettenlinie, 
för  fi  =  j  eine  Parabel,  für  n  =  —  |  eine  Zykloide  und  für  n  =  —  1 
einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  auf  der  X-Achse. 

Wenn    wir    vom    Falle   n  =  0   absehen,    so    ersieht    man  leicht, 
daß  man  sich  auf  Kurvenzüge   beschränken  kann,   für  welche  durch- 
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weg  y^O  ist.     Nehmen  wir  c>0,  was  offenbar   immer  erlaubt  ist, 

i_ 

so  bekommen  wir  y^c"  für  n>0.  Man  ersieht  auch  leicht,  daß  für 
n<l  die  Variable  x  für  die  ganze  durch  (5)  definierte  Kurve  endlich 
bleibt.  j 

Ist  n  <  0,  so  bekommen  wir  dagegen  y^c".  Nun  hat  (5)  nur 
dann  eine  Bedeutung  für  y<0,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  In  diesem 
Falle  bekommt  man  aber  einen  unendlichen  Wert  für  das  Int^ral  (1), 
falls  man  die  X-Achse  durchbrechen  will.  Unter  Benutzung  von  (5)  er- 
hält man  nämlich 

wenn  wir  die  obere  Grenze  längs  der  Extremalen  fortlaufend  denken.  Für 
n^  —  V  fängt  dann  die  Entwicklung  in  der  Nähe  von  y  =  0  mit  dem 

Gliede  —  logy,  bez.     _  ^  y"*^^^  ft^^?  j®  nachdem  i/  =  1  oder  >  1;  die 

Wurzel  wird  dabei  mit  dem  negativen  Zeichen  genommen,  da  ja  das 
Integral  positiv  sein  soll. 

2.  Unter  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Extremalen  sind  ins- 
besondere zwei  hervorzuheben. 

a)  Die  zu  einem  beliebigen  Werte  n  gehörigen  Extremalen  sind 
gleichförmig  und  gleich  gelegen  in  bezug  auf  die  X-Achse. 

Man  ersieht  dies  daraus,  daß  durch  die  Ähnlichkeitstransformation 

_i  1 

a:  —  c*  I,       y  =  c"  iy    die  Relation  (5)  in 

(^•)  « -  «•  +  Afc 


'io 


übergeführt  wird. 

b)  Für  n>0  sind  die  Extremalen  durchweg  Iwivex  in  bezug  auf 
die  X-Achse;  für  n<0  dagegen  konkctv. 

Man  hat  ja 
(7)  dy  ^y^—  c^ 

'^  dx  c 

und  bekommt  daraus  durch  Derivation 

^  ^  dx*     c  i/v^'*  _c*^^""^' 

Da  y  >  0,  ist  hiermit  der  Satz  bestätigt. 
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3.  Betrachteii  wir  jetzt  zuiiik-hst  den  Fall  )(<0.     Aus  (7)  und  (8) 
rsieht    man,   daß    die    Extremale   aus   einem    zwischen    zwei    Punkten 
der  X-Achee  verlftufenden  Zuge   beatebt,   dessen  Tangenten  stetig 
riieren   und   in   den   beideu   Endpunkten   senkrecht   auf  die   A'-Achse 
"stoßen.     Eben    diese    Merkmale   sind    es   ja,  welche    die  Gestillt   einer 
Zykloide    oder   eines    Halbkreises    charakterisieren.     Auch    erkennt   mau 

Ileii-ht,  daß  mit  .steigendem  —  n  die  Kurve  immer  steiler  in  bezag  auf 
Üe  X-Achse  wird. 
Im  Falle  der  Zykloide,  also  für  «  =—  i,  ist  ea  wohlbekannt,  daß 
man  stets  eine  and  nur  eine  Zykloide  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten 
.Ari  uberen  Halbebene  mit  der  X-Achse  als  Basislinie  legen  kann.  Du 
i%f  Problem  ein  sogenanntes  reguläres  ist,  so  folgert  man  daraus  uo- 
>  mittelbar,  daß  diese  Zykloide  auch  wirklich  das  erheischte  Minimum 
flirfsrt 
I  In  gang  entsprechen/er  Wcisv  verhält  aich  aber  die  Saciie  im  allgv- 
■fiMn  FaUe.  In  der  Tat  gilt  die  fragliche  Tatsache  für  jedes  System 
[  «n  gkUitßnnigen  Kurven ,  welcite  dtirdiaits  konkav  in  bezug  auf  die 
X'Achae  sind,  und  in  bezug  auf  Lage  und  Tangenten  die  im  Anfang 
[Äeser  Nummer  kervorge}iobenen  Eigenschaften  tiesitsen. 
[  Seien  nämlich  C  eine  beliebige  solche  Kurve,  P^  und  P,  die  Punkte 
'('»  y«)-  (,^ii  Vi)  ^^^  ^  •äör  FuB[mnkt  der  von  P^  auf  die  X-Achse  ge- 
I  fillt^n  Normale.  Es  handelt  sich  dann  zunächst  darum,  zwei  Punkte  P'^, 
P\  mif  ('  und  einen  Punkt  A"  auf  der  A'-Ächse  zn  bestimmen,  so 
(W)  l't,y   senkrecht   auf  der  letzteren  Linie   wird,   und  die  Dreiecke 

»^ii^l\  und  PoN'P,  ähnlich  werden.  Ist  dies  geluugen,  so  findet  mau 
Ji*'  giiaachte  Kurve,  indem  man  über  PgP,  eine  Kurve  konstruiert, 
"flt^he  in  bezng  auf  P^Pj  die  ähnliche  Lage  besitzt  wie  C  in  hezug 
ä'if  ffiPi.  Daß  nun  das  Punktpaar  {P'o,  Pi)  sich  in  einer  und  nur 
pmer  Weise  bestimmen  läßt,  erschließt  miin  folgendermaßen.     Wir  bp- 

ItiTcliten  das  System  von  Geraden,  welche  mit  P^P,  parallel  sind  und 
"lit  '*  Ewei  Schnittpunkte  gemein  hüben.  Bezeichnen  wir  diese  Punkte 
tiit  y^  nnd  Vn  '^"''  i^war  mögen  die  Bezeichnungen  in  solcher  Weise 
ptroffen  sein,  daß  sowolil  gp,^gr,  «'s  auch  Pn/Cy^^.  Von  t^g  fällen 
^'  <lie  Senkrechte  auf  die  X-Ach.se,  welche  dieselbe  im  Punkte  M 
•"Htieiden  möge.  Für  die  Gerade  Qf,Qi  giht  es  dann  zwei  extreme 
"■gBn:  in  einer  fällt  ^j  mit  M,  in  der  anderen  mit  (J,  zusammen: 
"n  wsteren  Falle  ist  Qg  ein  Endpunkt  der  Kurve  C,  im  letzteren  Falle 
*ird  ilieee  Kurve  von  der  Geraden  Q^Qi  herührt.  Nun  folgt  offenbar 
""ser  Satz  direkt  daraus,  daß  heim  Überffange  vod  der  Anfangslage 
^"  lier  Endlage  das  Verhältnis  zwischen  den  Strecken  ^^  Q,  luid  y^  M 
"leti(5  abnimmt  von  -f  oo  zu  0.     Also  wird  es  einmal  und  nur  einmal 


eintreffen,  daB  dieses  Verhältnis  mit  demjenigen  von  P^Pj  zu  PjjV 
zusamineDfallt.  Es  sind  die  zugehörigen  Punkte  Q„  und  Q,,  welche 
mit  i^  und  P'i  zu  identifizieren  sind.') 

4.  Nehmen  wir  jetzt  n>0,  so  werden  wir  die  bekannten  inter- 
essanten V^erhältnisse  bei  dein  Probleme  der  kleinsten  Rotationsfläche 
wiederfinden.  Zunächst  handelt  es  sich  um  die  Anzahl  der  durch 
zwei  Punkte  P(,  imd  Pj  hindurchgebenden  Extremalen,  Sei  auch  jetzt 
C  eine  beliebige  Extremale.  Betrachten  wir  den  Inbegriff'  der  mit  der 
Geraden  PgPj  parallelen  Sekiinten  der  Kurve  C.  Es  gilit  dann  immer 
eine  ond  nur  eine  solche  Sekante,  so  daß  die  Tangenten  in  den  zu- 
gehörigen beiden  Schnittpunkten  auf  der  Achse  zusammenstoßen.  Mit 
Qg  und  <^j  bezeichnen  wir  die  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Kurve  C 
und  mit  31  den  Schnittpunkt  der  Tangenten.  Die  Richtigkeit  der  frag- 
lichen Behauptung  läßt  sich  in  der  folgenden  Weise  darlegen.  Be- 
trachten wir  den  Inbegriff  der  Geraden,  welche  die  Berührungspunkte 
je  zweier  auf  der  Achse  sich  schneidenden  Tangenten  verbinden,  so  ist 
klai',  daß  jede  Richtung  einmal  und  nur  einmal  auftritt.  Die  Kurve  C 
besteht  ja  aus  zwei  Zügen,  welche  von  dem  Punkte  mit  dem  niedri^ten 
(/-Werte  ins  Unendliche  streben.  Bei  den  beiden  Greuzlagen  ist  für 
einen  Berührungspunkt  y=-=cc,  also  der  Richtungskoeffizient  —  —  oo 
bzw.  +  oo.  Geht  man  nun  von  der  ersten  Grenzlage  zur  letzteren  über. 
so  werden  die  Richtungen  stetig  veründert,  indem  der  Berührungspunkt 
auf  dem  ersteren  Zuge  nach  unten,  derjenige  auf  dem  letzteren  Zuge 
nach  oben  rückt. 

Vom  Punkte  P^  ziehen  wir  jetzt  eine  mit  Q„M  parallele  Gerade, 
welche  die  Achse  im  Punkte  M  schneiden  möge.  Jetzt  sind  drei  Piitle 
möglich: 

a)  Ist  der  WMel  PoNP,^  großer  als  der  Winkd  Q^MQ^,  so  läßt 
sich  keine  Extremale  durch  die  PunHe  P^  und  P,  letjen. 

h)  Sind  diese  Winkel  von  gleie/ar  Größe,  so  bekomiul  mau  eine 
Ej:tremale  durch  P^  und  P,. 

c)  Ist  letztens  der  Winkel  Q^MQ^  der  grüßen-,  so  hmti  mau  tivei 
rerschiedene  Extremalen  durch  die  Punkte  Pg  umi  7',  himltircliltget). 

Die  gesuchte  Anzahl  der  Extremalen  ist  offenbar  gleich  der  An- 
zahl der  mit  QqQ^  parallelen  Sekanten  R^R  von  solcher  Art,  daß. 
falls  B„L  parallel  mit  Pf,M  bis  zum  Schnittpunkte  mit  der  Achse  ge- 
zogen  wird,  die  Winkel  Tt^LB^   uud  P^NP^  von  gleicher  Größe  sind. 


1)  Die  Anwenilun.:^  dieser  Beweitmethode  bei  tlem  3]>eziellen    Falle  der  Bi-a 
chistochronautgRbe  iat  wohl  aie  allgemein  bekannt  aDEiisehen. 


J 
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Nun  ersieht  man  äußerst  leicht^  daß  der  Winkel  R^LR^  immer  kleiner 
wird,  je  mehr  die  Gerade  BqRi  sich  von  QqQi  nach  oben-  oder  nach 
untenhin  entfernt.  Im  ersteren  Falle  erschließt  man  ja  dies  unmittelbar 
daraus,  daß,  wie  aus  der  Gestalt  der  Kurve  C  ersichtlich  ist,  falls  ^y 
und  ^l  die  bezüglichen  Zunahmen  der  Ordinate  des  Punktes  Rq  und 
der  Sekante  RqR^    von   der  Länge  l   bezeichnen,   man    offenbar   stets 

-  >   .    erhält.     In   gleicher  Weise   hat   man,   wenn  man  sich  nach 

untenhin   bewegt,      -  <  - ,-  ,  wo  hier  ^y  und  ^l  die  entsprechenden 

Abnahmen  bedeuten.  Nähert  man  sich  nun  den  Grenzlagen  der  Se- 
kante R^Riy  für  welche  sie  entweder  unendlich  entfernt  wird  oder  die 
Kurve  C  berührt,  so  nähert  sich  offenbar  die  Größe  des  Winkels  RqLR^ 
dem  Werte  Null.  Also  wird  es  im  Falle  c)  einmal  nach  oben  und 
einmal  nach  unten  eintreten,  daß  der  Winkel  R^LR^  die  gleiche  Größe 
wie  der  Winkel  P^^NP^  erhält.  Die  zugehörigen  Sekanten  bezeichnen 
wir  mit  jRo'Üi",  bezw.  R^Ri,  Aus  den  beiden  durch  P^  und  Pj  hindurch- 
^ekepiden  Extremdien  werden  dann  durch  die  Sehne  PqPi  Stücke  am- 
^esdmüien,  wdche  hezw.  mit  den  Bögen  R^R'i,  RqR[  gleichf&rmig  sind. 
Nur  der  letztere  Fcdl  liefert  ein  Minimum.  Im  ersteren  Falle  enthält 
nämlich  das  fiztremalenstück  den  zu  Pq  konjugierten  Punkt,  im  letzteren 
aber  nicht.  Dies  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  daraus,  daß,  wie  wir 
jetzt  nachweisen  wollen,  die  zu  eitlem  Paare  konjugierter  Punkte  zu- 
gehörigen Tangenten  auf  der  Achse  zusammenstoßen  müssen. 

6.  Sei  (X,  Y)  der  Schnittpunkt  der  in  den  Punkten  {Xq,  y^,  (a;„  y,) 
berührenden  Tangenten.  Der  Punkt  {x^,  y^  möge  auf  der  linken  Hälfte 
der  Extremalen  und  (o;,,  y^  auf  der  rechten  Hälfte  belegen  sein.  Wir 
bekommen  dann: 


^o)  ♦ 


'^')  Y-y.-   yf'-i(x-.,), 

WO  dem  Wurzelzeichen  der  positive  Wert  beigelegt  werden  soll.     Ist 
nun  r»rO,  so  ergibt  sich  durch  Elimination 


(11) 


^t-^<,=--,-l'  ----  +     "• 


V$"'  v$ 


»«  B^ingung  für  das  Zusammentreffen  der  Tangenten  a/uf  der  Acihse. 
Suchen  wir  jetzt  den  in  bezug  auf  {x^y  y^  konjugierten  Punkt  (a:,,  y,). 
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A.  Wiman: 


Wir  setzen  c  =  u~".     Für  ^  =       sei  ^  =  /3.    Nehmen  wir  die  Wurzel 
mit  dem  positiven  Zeichen^  so  bekommen  wir  alsdann  aus  (5): 


(12) 


"»  =  ^ -/l/(^i^- i  =  ^ -/i^  =  ^^'' "' ^^ ' 


1 


(13) 


X 


8 


^  +/vS#-_-,  -  ^  ^J^^,  =  f^^  «. « ■ 


1 

u 


Die  bekannte  Jacob i sehe  Bedingung  für  konjugierte  Punkte  gibt  jetzt 

p  o  ri  /) 


oder 

(14) 

Es  ist  aber 


^-„/■(yo,  «>  ß)='^f(j^»,  «,  /5)- 


(15) 


g^/"(yo, «»  Ä 


«Co 


a-'j/o 


y'(«y«)*"-i 


-«-»(a^o-/?) 


Ebenso  findet  man 


(16) 


"  f(y., «.  ß)= , "- '^-  - «-'  r  v~ 


—  1, 


V(<.y.)"-1  ^  »      '^' 


Aus  (14),  (15)  und  (16)  ergibt  sich  dann 


(17) 


x^      ^0  —    — — 


+  -7= 


yo 


+ 


yo 


j/(«ysr~i       V{ay,)^^l       i/y^_^         |/J^ 


Vergleicht  man  mit  (11),  so  erhellt,  daß  die  Bedingung  für  zwei 
konjugierte  Punkte  mit  derjenigen  für  zwei  sidi  auf  der  Achse  schneidende 
Tangenten  identisch  ist}) 

1)  Für  n>l  haben  die  Extremalen  geradlinige  Asymptoten,  welche  der 
Y-Achse  parallel  sind.  Es  gibt  also  dann  auf  den  Extremalen  Punkte,  welche 
keine  konjugierten  Punkte  besitzen. 


über  das  Minimum  eines  Integrals. 
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6.  Ist  nun  ein  Integral  J  im  Falle  b),  wo  {x^^  y^),  (x^,  y^)  zu 
einander  konjugiert  sind;  ein  Minimum?  Nach  den  in  neuerer  Zeit 
von  Herrn  Eneser  aufgeschlossenen  Eigenschaften  der  Extremalen- 
enveloppen  kann  dies  nicht  der  Fall  sein,  da  in  der  Tat  die  von  den 
fraglichen  Punkten  ausgehenden  Tangenten  von  einer  und  derselben 
Extremalenschar  eingehüllt  werden.  Dementsprechend  werden  wir  im 
allgemeinen  Falle  einen  sehr  interessanten  Satz  bestätigt  finden ,  auf 
welchen  fdr  das  spezielle  Problem  der  kleinsten  Rotationsfläche  zuerst 
Herr  L.  Lindelöf  aufmerksam  machte:  der  von  den  beiden  konjugierten 
Punkten  hegrenete  Extrefnalenbogen  erteilt  nämlich  dem  Integrale  denselben 
Wert  ivie  die  von  diesen  Punkten  ausgehenden  auf  der  Adise  sich  schneidenden 
Tangenten. 

Für  das  über  die  Tangenten  genommene  Integral  bekommen  wir 
nach  einer  leichten  Umformung: 


y"!^ 


¥i 


ry^ 


tn  +  1 


l««+l 


(18)       f-J:.^^dy+r--£^^.=dy^-^^ 

Als  Integral  über  den  Extremalenbogen  erhalten  wir  nach  (6)  bei 
Berücksichtigung  des  Vorzeichens,  mit  welchem  die  Wurzel  genommen 
werden  soll: 


(19) 


Nun  finden  wir  durch  partielle  Integration 


f:^^-nM'''-A-'nfyy^-^'<'y 


(20) 


1 


n  1 

n 


n  ^  ^0  nj  yy2n^  c^  ^J  yy^n—  c« 


In  gleicher  Weise  ergibt  sich 


(21) 


/ 


yin 


»•       *  "  J  yy*» -  c'      nJ  yy». _  c» 


48  H.  Batbmah: 

Durch  Benutzung  der  Relationen  (20),  (21)  und  (5)  Mt  sich  (19)  in 
die  Gestalt 


(190 


1  _r  yj-+i         y»-+i  -1 


umformen.  Das  letzte  Glied  verschwindet  aber  nach  (17),  falls  {x^  y^), 
i^i9  Vi)  konjugierte  Punkte  sind,  und  die  Ausdrücke  (18)  und  (19) 
werden  mithin  identisch. 

Upsala,  im  Juni  1906. 


The  tangent  planes  which  can  be  drawn  to  an  algebraic 

snrface  from  a  mnltiple  line. 

By  H.  Bateman,  Cambridge. 

If  tangents  are  drawn  to  an  algebraic  curve  from  an  arbitrary 
point  0,  the  fact  that  their  points  of  contact  lie  on  the  first  polar  of 
0  will  in  general  give  us  a  relation  between  the  points,  Thus  in  the 
case  of  a  cubic  it  teils  us  that  the  six  points  of  contact  lie  on  a  conic. 

If,  however,  the  point  0  is  a  multiple  point  on  the  curve,  the 
number  of  points  of  contact  will  be  much  less  and  the  above  theorem 
will  not  in  general  give  us  any  information  about  them.  Some  relations 
however  do  exist  and  have  been  indicated  by  Bertini^)  and  Caporali.*) 

I  shall  now  give  a  method  by  which  the  results  of  Bertini  can 
be  obtained,  and  shall  use  it  afterwards  to  obtain  the  corresponding 
theorems  for  surfaces. 

1.  Bertini's  theorems  are  as  foUows: 

(1)  If  a  curve  of  order  2  m  have  a  (2  m  —  2)fold  point  at  0  the 
2  (2  m  —  1)  points  of  contact  of  the  tangents  from  this  point  to  the 
curve  lie  on  a  curve  of  order  m  having  a  (»i  —  2)  fold  point  at  0, 
and  the  2  (w  —  1)  points  of  contact  of  the  tangents  from  0  to  this 
curve  lie  on  the  original  one. 


1)  Bertini,  Acc.  R.  dei  Lincei  (3)  1  92—97,  1877. 

2)  Caporali,  Rend.  dell'  Accad.  di  Napoli  20,  148—147  (1881). 
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Thus  the  six  points  of  coniact  of  the  taugents  to  a  quartic  from 
a  double  point  lie  on  a  conic. 

(2)  If  a  curve  of  degree  2m  +  1  have  a  (2w  —  l)fold  point  at 
Oj  then  the  4  m  points  of  contact  of  the  tangents  firom  0  lie  on  a 
peDcil  of  curres  of  degree  (m  +  1)  having  (m  —  l)fold  points  at  0, 
and  the  points  of  contact  of  the  tangents  from  0  to  these  curves  lie 
on  the  original  one. 

Tkus  if  a  quintic  curre  has  a  triple  point  at  Oy  theu  the  eight 
points  of  contact  and  the  point  0  are  the  nine  base  points  of  a  penctl 
of  cnbics  and  the  curve  may  be  obtained  as  the  locus  of  the  points 
of  the  tangents  from  0  to  the  members  of  this  pencil. 

Take  the  point  0  as  one  comer  of  the  triangle  of  reference^  then 
the  equation  of  a  curve  of  degree  n  having  a  (n  —  2)  fold  point  at  0 
maj  be  written 

<1)  ^?7„_,  +  2^f7,_,+  ü;  =  0 

where  U^  denotes  a  homogeneous  polynomial  of  degree  n  in  o;  or  y. 
We  shall  try  to  determine  a  second  curve   V  of  degree  r: 

(2)  z*  F,_,  +  2z  V,_,  +  F,  =  0 

80  that  we  have  identically 

(3)  U„_,  r,-2  U,_,  F,. .  +  U„  F,_,  =  0. 

This  relation  signifies  that  any  radius  vector  through  the  point  0 
18  divided  harmonically  by  the  two  curves.  Now  if  the  two  points  in 
which  the  radius  cuts  one  curve  coincide,  it  follows  from  the  harmonic 
property  that  one  of  the  points  on  the  other  curve  will  coincide  with 
them  also.  The  two  curves  therefore  are  such  that  each  one  passes 
through  the  points  of  contact  of  the  tangents  from  0  to  the  other. 

The  lefk  band  side  of  (3)  is  a  homogeneous  function  of  degree 
r  -\-  n  —  2  in  x  or  y,  accordingly  when  we  equate  to  zero  the  various 
powers  of  Xj  we  obtain  r  -\-  n  —  1  linear  relations  by  means  of  which 
the  unknown  coefficients  in  F^,  Vr-i  *^^  ^r-%  *^®  ^^  ^®  determined. 
Since  the  equation  (2)  contains  3  r  ~  1  constants  we  must  have 

w  +  r  —  1  ^  3r  —  1,  i.  e.     «  ^  2r. 

Let  2r  =  »  +  a,  then  we  can  obtain  an  oo^  linear  system  of  curves 
which  will  satisfy  the  given  condition.  By  giving  a  the  values  0,  1 
respectively,  we  obtain  the  theorems  already  enunciated.  Giving  a  the 
value  2  we  see  that  any  curve  of  degree  2r  —  2  may  be  generated  by 
drawing  tangents  from  0  to  a  linear  System  of  r-ics  which  have  a 
(r  — 2)  fold   point    at    0   and    which    pass    through    2(2r  — 3)    given 
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points  lying  on  a  curre  of  degree  r  —  1  liaving  a  (r  —  3)fold  point 
at  0,  theae  pointa  being  the  points  of  contact  of  the  tangente  from  0 
to  the  given  curve. 

Caporali's  more  general  resnlt  Is  as  follows: 

Given  a  ciure  F  of  order  «  with  a  (n  —  r)  fold  point  at  0 

n<rs  +  -J  (»-  -  l)(r-2), 

there  exiats  a  [b  —  rs  —  ^  {r  —  1)  (r  —  2)]  fold  linear  aysteni  of  curves 
ö  of  Order  n  —  s  which  pass  »  — s  — 2r4-2  tinies  through  0  and 
contain  the  pointa  of  contact  of  the  tangenta  from   0  to  F. 

'i.  By  adopting  a  method  analogoiia  to  the  one  already  used  we 
maj  obtain  correapouding  theorema  for  surfaces. 

The  eqnation  of  a  aurfate  of  the  «"■  degree  having  the  liiie 
^  —  y  =-  0  as  a  (m  —  2)  fold  line  maj  be  written 

S  =  as-  +  2lizw  4-  hu-*  +  2</5  -f  2/"w  4-  c  =  0 

where  a,  h  and  Ä  are  homogeneous  functions  of  x  or  _v  of  degree  n  —  2, 
p  and  /"  of  degree  n  —  1  and  c  of  degree  n. 

Äny  plane  through  the  line  x  =  y  =  0  cuts  the  aurface  agaiu  in 
a  conic;  if  the  plane  ia  a  tnngent  plane  this  conic  will  break  np  iiito 
two  straight  line».  The  directiona  of  the  tangent  planes  vrill  therefore 
be  gjveti  bj 

jffl    Ä    ff 

|Ä    b    f 

\9    t    c 


Thia  eqnation  is  of  degree  3» 

tangent  planes. 

Wo   now    constmct   another   surface 
(m  — 2)  fold  Une 

S'-a's^  +  2h'ew 
and  BQoh  that  the  qnantity 

e  =  a'{bc  —  f^  +  h'  (ca 


i  in  xor  y  and  so  there  are  3n  —  4 
',„  having  x  —  y  =~0  aa   a 

+  i/u>'  +  2r/'^  +  2/V  +  c  =i) 

-  g*)  +  c  {ab  ^  /,')  -f  ■>{•  igh  -  af) 


+  2y  (/./■-  hg)  +  2h-{fg-  ch)  =  0. 


Thia  expreasion  is  of  degree  »1—2  +  2  {n  —  1)  i 
order  to  make  it  an  identity  we  muat  satiafy  », 
ditions.     The  nuuiber  of  eonatants  in  S'  is 


1  X  and  y;  therefore  in 
+  2k  —  3  linear  eon- 


3  (,OT  —  1)  +  2m  -I- 1"'  +  I)  -  1  -  3  {2m  -  1), 
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therefore,  if  bm^2n  there  is  a  (5  m  —  2w)fold  linear  System  of  sur- 
faces  ST  which  satisfy  the  condition.  We  must  now  find  what  the 
geometrical  meaning  of  the  equation  ®  =  0  is.  If  we  give  the  ratio 
x/y  any  definite  valne,  the  equations  iS  =  0  and  fi"  =  0  will  be  those 
of  the  two  conics  in  which  the  surfaces  are  cut  by  the  corresponding 
plane,  and  the  condition  ©  «-  0  signifies  that  it  is  possible  to  inscribe 
triangles  in  S'  which  are  selfconjugate  with  regard  to  S  and  at  the 
same  time  to  circumscribe  triangles  to  S  which  are  selfconjugate 
with  regard  to  S",  If  however  the  given  plane  is  a  tangent  plane  to 
S  the  conic  S  will  break  up  ipto  two  straight  lines^  and  ^  »>  0  is  the 
condition  that  their  point  of  intersection  should  lie  on  S'^), 

The  snrface  S'  therefore  passes  through  the  points  of  contact  of 
the  tangent  planes  to  Sy  but  the  surface  S  does  not  pass  through  the 
points  of  contact  of  the  tangent  planes  to  S']  for  ii  S'  =^0  represents 
two  straight  lines  the  equation  0^0  only  signifies  that  they  are  con- 
jugate  with  regard  to  S. 

If  we  take  n  =  4  or  5  we  obtain  the  following  theorems: 

I.  If  a  quartic  surface  has  a  double  line,  the  eight  points  of  con- 
tact of  the  tangent  planes  through  this  line  are  such  that  every  quadric 
through  seven  of  them  passes  through  the  eighth. 

(The  8  points  of  contact  do  not  in  general  lie  on  a  twisted  cubic 
for  in  the  particular  case  of  PlQcker's  complex  surface  the  8  double 
points,  which  take  the  place  of  the  points  of  contact,  form  two  tetra- 
hedra')  which  are  mutually  inscribed  or  circumscribed  to  one  another, 
and  it  is  clearly  impossible  to  draw  a  twisted  cubic  through  8  such 
points.) 

n.  If  a  quintic  surface  has  a  triple  line,  the  eleven  points  of 
contact  of  tangent  planes  to  the  surface  through  this  line  lie  on  a 
quadric. 

Cambridge,  November  1905. 


1)  See  Salmon's  Conic  Sections,  Chapter  on  Invariants. 

2)  Hudson,  Knmmer's  Surface  p.  72. 


Rezensionen. 


Kistner,  Geschichte  der  PhyoUE.  (Sammlung  Göschen  Bd-  293  u.  294.) 
2  Bde.     117  u.  130  S.    Leipzig  1»06,  G.  J.  Göschen.    Preis  je  A  —,80. 

Wer  es  nntemiramt,  in  dem  eng  bemessenen  ßaume  zweier  Göschen- 
BSndchen  eine  Geschieht«  der  Physik  zu  schreiben,  wird  entweder  sich  mit 
Bezug  auf  den  Stoff  große  Beschränkung  aufzuerlegen  haben  und  nur  die 
wiiihtigsteii  groüen  Entdeckungen  nach  ihrer  Bedeutung  achildem  kOnnen, 
oder  er  wird  unter  Voraussetzung  eingehender  physikalischer  Kenntnisse 
bei  seinen  Lesern  alle  Tatsachen  —  wichtige  und  unwichtige  —  historisch 
aufzöhlen  können.  Der  Verfasser  hat  das  letztere  vorgezogen,  und  es  sogar 
fertig  gebracht,  eine  Reihe  von  Tatsoeheu,  die  nicht  eigentlich  zur  Pbyaik, 
sondern  ins  Gebiet  der  Technik  gehören ,  mit  aufzunehmen.  Freilich  ist 
das  Wichtigere  durch  größereu  Druck  herTorgehoben.  Aber  es  war  wirk- 
lich z.  B.  kaum  nötig,  die  Geschichte  der  für  die  Elektrisiertn aschine  ver- 
wendeten Amalgame  mit  allen  Jahreszahlen  zu  bringen,  oder  die  Bedenken 
anzuflibren,  die  sich  der  EinfUhrung  der  üampfwagen  entgegenstellten.  Bei 
der  Fülle  des  verarbeiteten  Stoffes  venniQt  man  kauui  auch  nur  eine  un- 
wichtigere Tatsache,  und  die  Darstellung  ist  so  korrekt,  daß  das  Buch  zum 
Nachschlagen  auiige zeichnete  Dienste  leisten  wird.  Dabei  wird  etn  aus- 
führliches Register  sich  nützlich  erweisen.  Der  erste  Band,  der  nur  bis  zu 
Newton  reicht,  konnte  in  der  Darstellung  eingehender  sein,  denn  di« 
Summe  der  bis  zu  Newtons  Zeit  bekannten  Erscheinungen  and  Gesetze 
macht  ja  nur  einen  geringen  Bruchteil  des  gesamten  zu  verarbeitenden 
Materiales  aus.  Der  Verlasser  zeigt  eine  große  Belesenbeit  in  den  Schiifton, 
welche  jene  zum  Teil  in  mythisches  Dunkel  gehüllten  älteren  Entdeckungen 
behandeln,  und  bedient  sich  der  zur  Ausschaltung  unbistoriscber  Daten 
nötigen  Kritik. 

Charlottenhurg.  H.  Samter. 

A.  Horhheini,  Aufgaben  aus  der  analytisobeD  Oeometrie  der  Ebene. 

Heft  2.  Die  Kegelschnitte,  Abt.  1.  3.  Auflage  von  0,  Jahn  und  P.  Hoch- 
heim,     Ä.   Aufgaben.     [IV  und   90  %\      Leipzig  1906,    B.  G.  Teubner. 
JL   1,80. 
In    der   neuen  Auflage   ist   die  Fassung   der  Aufgaben,    soweit  es  not- 
wendig erschien,  verbessert  worden.     Neu  hinzugekommen  sind  83  Aufgaben; 
diese    „sind    in    verschiedenen    Gebieten    eingeschoben,    besonders   sind   neue 
Aufgaben   über   geometrische  Örler   und  Enveloppen  hinzugefügt,  auch  sind 
Aufgaben    über    konjugierte    Pole    und    Polaren    und    die    Beziehungen    der 
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Brennpunltte  zu  denaelben  neu  hinzugetreten.  Die  Auswahl  der  Aufgaben 
erfolgte  auch  bei  dieser  Auflage  oach  dem  Prinzip,  da&  dieselben  im  all- 
gemeinen nicht  über  den  Standpunkt  der  Primn  einer  Ober  realschul  e  hinaus- 
gehen". Daß  die  neu  hinzugekommenen  Aufgabe u  sorgfältig  ausgewählt 
sind,  zeigt  sich  darin,  daß  sie  wirkliche  Lücken  der  früheren  Auflagen  aus- 
füllen. Recht  erfreulich  ist,  daß  auch  die  Konstruktionsaufgaben  bei  der 
Vurmehrung  bedacht  worden  sind;  allerdings  wHre  die  getrennte  Aufstellung 
von  Aufgaben,  welche  nahezu  miteinander  identisch  sind,  wohl  besser  ver- 
mieden worden,  so  z.  B.  bei  den  Aufgaben  -114,  415,  623,  624  (Tangenten 
von  gegebener  Richtung  zu  ziehen).  Daß  bei  der  Parabel  die  hierzu  ana- 
loge Aufgabe  fehlt,  beruht  wohl  nur  auf  einem  Versehen.  —  Alles  in 
allem  genommen,  müssen  die  getroffenen  Änderungen  als  recht  glücklich 
bezeichnet  werden,  so  daB  die  bei  der  Besprechung  des  ersten  Heftes 
(Archiv  (3)  X,  186,  1906)  ausgesprochenen  Wünsche  auch  diesem  zweiten 
Hefte  mitgegel)en  werden  können. 

Westend.  P,  Zünt.KE, 
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J.    W.    Xellor,    Höhere    Matbematik    für    Studierende    der    Chemie 
und  Physik  und  verwandter  Wissensgebiete.    In  freier  Bearbeitung 
der  zweiten    englischen    Ausgabe    herausgegeben    von    Ä.  Wogrinz  und 
Ä.  Szarvassi.     411   S-     Berlin   1006,  J,'  Springer.     Jl  8,—. 
„Das  vorliegende  Buch   soll  angehenden  Physikochemikem  und  Studie- 
renden   anderer    naturwissenschaftlicher    Gebiete    die    zunächst    notwendigen 
Kenntnisse    in    der   Matbematik    vermitteln.      Es   ist   eine    freie    Bearbeitung 
von    J.  W.  Mellors    „Higher   mathematics    for    students    of  cbemistrj    and 
physics",    in    dem  Sinne,   daß    die   leitenden  Gedanken  und  der  Aufbau  des 
englischen  Werkes  festgehalten  wurden,  während  insbesondere  bei  der  Aus- 
waU    der    Beispiele    die    Bearbeiter   ihrem    Ermessen    gefolgt   sind :    so   z.  B. 
haben    sie    manche  Kapitel  Mellors,   in    denen  lediglich  pbysiko-chemische 
Theorien  erläutert  werden,  stark  gekürzt." 

Der  inhaltliche  Umfang  des  Buches  scheint  mir  über  das  Maß  dessen 
hinauszugehen,  was  man  einem  deutschen  Darclischnittsstudenten  der  Chemie, 
wenn  nicht  auch  der  Physik,  an  mathematischen  Kenntnissen  zumuten 
darf.  Wieweit  die  englischen  Ansprüche  auf  diesem  Gebiete  den  deutschen 
Oberlegen  sind,  entzieht  sich  meiner  Beurteilung.  Vielleicht  kann  man 
sagen,  daß  das  Buch  die  Sanime  und  das  äußerste  Maß  dessen  bietet, 
was  ein  Student  der  Chemie  an  Kenntnissen  aus  den  Higher  mathematics 
heutzutage  anzuwenden  in  die  Lage  kommen  dürfte.  So  werden  die 
Eigenschaften  der  Gammaiunktion  entwickelt,  einige  Worte  über  ellip- 
tische Integrale  und  mehrfache  Integrationen  gesagt ,  ein  besonderer  Ab- 
sdinitt  den  hyperbolischen  Funktionen  gewidmet,  recht  ausföhrlich  die 
Differentialgleichungen  abgehandelt:  es  kommen  die  gewöhnlichen  linearen 
Differentialgleichungen,  simultane  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
auch  partielle  Differentialgleichungen  erster  und  hUherer  Ordnung  ?,ur  Er- 
örterung; ein  weiterer  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  Fourierschen 
Reihen  und  deren  Verwendung  zur  Lösung  partieller  Differentialgleichungen, 
wie  sie  hei  den  Problemen  der  Wärmeleitung  und  der  Diffusion  auftreten;  ein 
anderes  Kapital    handelt    von  den  Determinanten,    wo  auch  die  Funktional- 
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determinanteD  zur  Sprache  kommen.  Und  endlich  ein  Abschnitt  über  WoJir- 
scheinlicbkeitB-  und  Äusgleichungsreohnung,  wo  auch  Beohachtnngen  un- 
gleicher Genauigkeit  mit  Hilfe  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus- 
geglichen werden. 

Der  Schlußabschnitt  bringt  eine  Sammlung  von  Formeln  aus  der  ebenen 
und  sphUrisehen  Trigonometrie  sowie  aus  der  Theorie  der  hyperbolischen 
Funktionen,  und  weiter  Tabellen  der  numerischen  Werte  der  Gammafanktion, 
des  hyperbolischen  Sinus  und  Kosinus,  des  Walirscbeinlichkeitsintegrals  der 
natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen  1— 9.119   u.  a.  m. 

Und  dabei  gewinnt  man  den  Eindruck  eines  Autors,  der  seinen 
Gegenstand  einfach  und  klar  darzustellen  weiß,  der  es  versteht,  das  Vor- 
getragene an  einer  großen  Zahl  von  Beispielen  einzuüben  und  auf  Fragen 
und  Probleme  aus  der  Chemie  und  Physik  anzuwenden,  und  der  mit  Ge- 
schick Gebiete  Kusaramengestellt  hat,  die  in  einem  Buche  mäßigen  Urafanges 
zusammenzufinden  recht  vielen  Studierenden  ivillkommen  sein  dürft«,  nicht 
etwa  bloß  den  „Studierenden  der  Chemie  und  Physik". 

Berlin.  E.  Jahnke. 

E.  W.  Hyde.  Qrafimana's  apaoe  analyais.  Fourth  editiou,  Mathe- 
matical  monographs  No.  6.     58  8.     New  York  1906,  J.  Wiley  4  Sons. 

Der  Verfasser  des  im  Jahre  1890  erschienenen,  ausgezeichneten  Buches 
Tbe  directional  calctilus  bietet  hier  dem  Studenten  auf  58  Seiten  eine 
schnelle  Einführung  in  die  Grundbegriffe  der  Graßmannschen  Äusdehnungs- 
lehre.  Und  zwar  handelt  es  sich  wesentlich  um  die  Addition  und  um  die 
beiden  Produktbildungen  für  Punkte  und  Vektoren  in  der  El)ene  und  im 
Baume,  wobei  der  Graßmannsche  Begriff  der  Ergänzung  eines  Vektors  nur 
Einführung  kommt.  Das  Schlußkapitel  enthalt  die  Addition  gebundener 
Vektoren.  Jeder  Nummer  sind  noch  eine  Zahl  von  Übungen  und  Aufgaben 
beigefügt. 

Was  die  Bezeichnung  der  Produkte  angeht,  so  benutzt  der  Verfasser 
diejenige  des  Stettiner  Meisters,  nur  daß  er  beim  äußeren  Produkt  die  beiden 
Klammem  fortläßt.  Daß  er  auch  in  der  Bezeichnung  von  Punkten,  Linien 
und  Ebenen  Graßmann  folgt,  ist  zu  bedauern,  denn  diese  Bezeichnung  steht 
mit  der  bei  den  Geometem  flblichen  nicht  im  Einklang,  so  daß  hierdurch 
das  Studium  des  Buches  wenigstens  dem  deutschen  Studenten  in  unnötiger 
Weise  erschwert  wird. 

Es  verdient  noch  hervorgehoben  zu  werden,  woriu  Herr  Hyde  über 
Graßmann  hinausgeht,  d.  i.  die  Ergänzung  eines  Punktes.  In  der  Einführung 
dieses  Begriffes  trifft  er  mit  F.  Caspary  zusammen  (vgl,  E.  Jahnke,  Vor- 
lesungen über  die  Vektoren rechnung.    Leipzig  1905,  B.  G.  Teubner.    8,  160). 

Berlin.  ^_^ E.  Jahnke. 

E.  Grimttell],     Die  ziele  und  Methoden  des  physikalisohen   Unter- 

riohts   auf  der   Unterstufe   und    der  Oberstufe.      Festgabe   bei    der 

48.  Versammlung  deutscher  Philologen  und  Schulmänner  zu  Hamburg  ID05. 

17  S.    8".     Hamburg  1905,  Lütcke  a.  Wulff. 

Es  wird  Ober  das  Lehrziel,  den  Unterrichtastoff  und  das  Lehr  verfahren 

doR  physikalischen  Unterrichts  der  Unter-  und  Oberstufe  im  besoudem  der 
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realen  VolUnstallen  gehandelt.  Für  die  physikalischen  Schülerflbungen,  die 
an  kein«!  höheren  Lehranstalt  fehlen  aollten,  wird  kmt'tToU  eingetreten,  da 
„diese  Sir  den  physikalisuhen  Unterricht  eine  ähnliche  Bedeutung  haben 
wie  die  Lelclflre  der  Klassiker  in  den  Sprachwissenschaften,  wie  die  An- 
leitung zum  Studium  der  Quellen  in  der  Geschichte,  wie  die  Betrachtung 
der  Kunstwerke  und  das  Studium  derselben  an  den  Kunstwerken  selbst  oder 
an  vorzüglichen  Reproduktionen  bei  der  Kunstgeschichte,  wie  die  selbst- 
tätige Untersuchung  der  Pflanzen  und  Tiere  bei  den  sog.  beschreibenden 
N  aturwissensdiafte  n". 

Die  Ausführungen,  „die  in  erster  Linie  für  den  Nicht- Fachmann  ge- 
schrieben sind",  stellen  auch  für  den  Fachmann  eine  interessante  Lektüre  dar. 

Gera.  E.  Killuich. 
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BShlmann.     Logarithmiscb-trlgonometrieche  und  andere  für  Rechner 

nütmlinhe    Tafeln   Bunäohst   für  Techniker    sowie    für  den  Schul- 

gebranOi    und  für  praktinohe  Beohner  überhaupt,      lü.  vermehrte 

and  verbesserte  Auflage.     XL  und  ,1-J6  S.    S**.    Leipzig  1905,  Klinkhardt. 

geh,  JC  2,öü.  ' 

Albrecht.    Iiogarithmisch-trigonometneohe  Tafeln  mit  fünf  Desimal- 

stfiUsD.    Neunte  Stereotyp -Auflage.    XVI  und  147  S.    9".    Berlin,  Stan- 

kiewicz.      JC  2.50. 

Beide  Tafeln,  von  denen  die  erste  sechs  Stellen,  die  zweite  fünf  gibt, 

und  in  erster  Linie  ,,fQr  den  praktischen  Rechner"  bestimmt.     Das  Erscheinen 

in    13t*r,  bezw.  9ter  Auflage   zeigt,    daß    sie    dem   Bedürfnis    entsprechen. 

Bühlmann    hat   das   in    den  physikalischen  Tafeln  gebotene  Material  noch 

venuehrt.    Die  Angaben  wurden  dem  Erscheinungsjahr  angepaüt.    Alhrecht 

bietet  außer  knapper  gehaltenen  physikalischen  Daten  auch  eine  Zusammea- 

«tellimg   mathematischer    Formeln.      Der   Druck    ist   in    beiden    Tafeln   klar. 

Für    Schulzwecke    sind    freilich    Tafeln    mit    gröberen    Zahltypen   geeigneter 

utit«r    Verzicht    auf   die    von   Albrecht    gebotene    bequeme    Anordnung    bei 

Tafel  I    (jede    Mantisse    steht    neben    ihrer   Zahl),    unter   Verv.icht    auf  die 

sechste,   ja    für   humanistische   Gymnasien    auch   auf  die    fünfte   Stelle    der 

Mantissen,  unter  Verzicht  endlich  auf  die  beigefügten  mathematischen  Formeln 

und  physikalischen  Tafeln. 

Gera.  E.  Kullmch. 

Arnold   Schmidt.     Beiträge  zum  mathematischen  Unterricht.     I.  Die 

Berechnung  der  Logarithmen  in  Untersekunda.     IL  Die  Einführung  der 
komplexen  Zahlen.     Programm abhandlung  11'05  des  Kgl.  Prinz  Heinrich- 
Gymnasiums  in  Berlin.      16  S.     i°.     Druck  von  W.  Bürenstein. 
Die    Einsicht,    wie    die    im    mathematischen    Schulunterricht    eine    so 
wichtige  Bolle  spielenden  Logarithmen  berechnet  werden  können,  wird  eine 
wesentlich  klarere,  wenn  ein  oder  das  andere  Beispiel  im  Unterricht  wirk- 
lich   durchgeführt    wird.      Dabei    können    die  Tabellen   des    ersten  Aufsatzes 
recht   brauchbare  Dienste  leisten.     Sie  erlauben,    die  Potenzen  von  zwei  zu 
beistimmen,  deren  Wert  einer  Potenz  von  zehn  nahekommt. 

Im   zweiten    Aufsatz   wird   für   die   Einführung   der   komplexen   Zahlen 
davon  ansgegangen,  daü  sie  Punkte  einer  Ebene  darstellen  sollen.    Geometrisch 
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werden  Addition  und  Multiplikation  definiert.  Erst  dann  folgt  die  Glei- 
chung t'  =  —  1.  Beherzigenswert  ist,  daß  „eine  rein  arithmetiscbe  Ein- 
führung der  komplexen  Z&hlen  auf  der  Schule  wohl  immer  daran  leiden 
wird,  daß  den  Primanern  ohne  Anschauung  kein  rechtes  VerstSndnis  kommt". 
Zu  weit  gehend  erscheint  aher  die  Bemängelung  der  arithmetiauhen  Ein- 
führung von  (  wegen  der  Schwierigkeit,  daß  bei  der  Festsetzung  i*  ^  —  1 
die  Multiplikation  mit  komplexen  Zahlen  noch  nicht  definiert  sei.  Durch 
die  Gleichung  t  i  =  —  1  ist  das  Multiplizieren  von  i  mit  sich  selbst 
definiert,  daran  kann  ai  ■  hi  und  dann  das  Multiplieren  komplexer  ZahleiL  _ 
angeschlossen  werden.  ^^ 

Gera.  E,  Kullbich.    ^H 

G.  Uolzmüller,    Die  Planimetrie  für  das  G-ymnaeium  im  AnaoUoft 
an    die   preuDiachen  Lehrpläne   von  1901  methodlBch  bearbeitet. 

Nach  Jahrgängen  geordnet  und  mit  zahlreichen  Übungsaufgaben  zur 
freien  Auswahl  versehen.  I.  Teil.  Von  Quarta  bis  Untersekunda  ein- 
schließlich reichend.  2.  Auflage.  Mit  149  Figuren  im  Tert.  VUI  und 
240  S.    Leipzig  1905,  B.  G.  Teubner.     J£  2,40. 

Holzmüllers  traifliches  Methodisches  Lehrbuch  der  Elementar- Mathe- 
matik erfahrt  in  der  neuen  Auflage  eine  durchgreifende  Umarbeitung  hin- 
sichtlich der  Stoffanordnung.  Es  werden  jetzt  die  yerschiedenen  Gebiete  der 
Mathematik  getrennten  Bänden  zugewiesen,  damit  bei  etwaigen  weiteren 
Umgestaltungen  der  Lchrpläne  nicht  jedesmal  das  Gesamt  werk  betroSea 
werde.  Der  vorliegende  erste  Teil  der  Planimetrie  ist  auch  im  einzelnen 
gegen  früher  vielfaeh  umgearbeitet  und  stark  erweitert.  Ein  an  so  vielen 
höheren  Lehranstalten  eingeführtes  Schulbuch  könnte,  um  den  Umfang  und 
die  Kosten  zu  mindern,  knapper  sein.  Vieles  ist,  wie  Holzmüller  selbst 
auf  S.  VUI  hervorhebt,  filr  den  Lehrer  bestimmt,  dem  eine  sehr  interessante 
Lektüre,  eine  gute  Hilfe  bei  der  Vorbereitung  zum  Unterricht  geboten  wird. 
Gera.  E.  Kullkich. 


B.  Schwering   uud  W.  Krimphoff.     Ebene    Geometri©.     Nach  den 
neuen    Lehrplünen    bearbeitet.      Fünfte    Autlige.    —    Mit  154  Figuren. 
VI  and   136  S.     S".    Freiburg   im  Breisgau   1905,    Herdersche    Verlags- 
handlung.     jK  1,60. 
E.  GHnzer.    Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.     Erster  Teil:  Plani- 
metrie.    Mit    216    Figuren    und    einer    Sammlung    von    300   Aufgaben. 
Neunte    verbesserte    Auflage.      VI   und    1 20  S.      8°.      Leipzig,    Ludwig 
Degener.     J(   1,80. 
Beide  Lehrbücher  zeigen,  da  sie  sich  in  der  Praxis  bewährt  haben,  in  den 
neuen   Aullagen    nur    ganz   unerhebliche   Veränderungen.      Glinzer   wendet 
sich  in  erster  Linie  an  technische  Schulen,  sein  Aufgabenmaterial  kann  aber 
allgemein  hübsche  Anlegungen  bieten.    Sehwering-Krimphoffs  Buch,  dessen 
vierte  Auflage  im  neunten  Bande  des  Archivs  S,  77  besprochen  wurde,  gibt 
eine  für  alle  höheren  Schulen  brauchbare  Darstellung  der  Planimetrie. 
Gera.  E,  Kkllrich. 
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K.   Sehwering.     Sammlnag  von  Aufgaben   ans  der  Arithmetik  für 
höhere  Iiehranatalten.     Dritt-er  Lehrgang.     Zweite,  verbessei-te  Auflage. 
IV  und  9H  S.     S".     Freibiirg  im  Breisgau  1904,  Herder.     JL  1,20. 
H.     Fenkner.      Arithmetische    Aufgaben.      Unter    besonderer    BerUck- 
sii-htignng    von   Anwendungen   aus    dem  Gebiete  der  Geometrie,   Physik 
und  Chemie.    Für  den  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.     Ausgabe  A. 
Vornehmlich  für  den  Gebranch  in  Gymnasien,  llealgymnasien  und  Ober- 
realsi'hulen.     Teil  IIa).      Pensum    der  Obersekunda.     3.  vermehrte  Auf- 
lage.    IV  und  114  S.     8".     Berlin    1905,  ßalle.      M  1,20. 
Von    Schwerings    Sammlung    wurde    hier    1896    im  Lit.  Her.  LVLTI 
S,  14  die  erste  Auflage  besiirothen,  1905  im  IX.  Bd.  8.  79  für  den  erstea 
und  sweiten  Lehrgang  die  zweite  Auflage.     Mit  dem  dritten  Lehrgang  kommt 
jetzt  die  zweite  Auflage  zum  Abschluß.     Zugefügt  sind  neun  Aufgaben  aus 
der   Wahrscheinlichkeitsrechnung.      Das   erscheint   nicht   ausreichend,    zuinal 
da  auch  die  zusamraengesetite  Wahrscheinlichkeit  mit  belli cksichtigt  ist. 

Fenkner  hat  gegen  die  zweite,  189Ö  erscbienene,  nur  75  Seiten  starke 
Auflage  erhebliche  Vermehrungen  hinzugefügt.  Vielfach  sind  Änderungen 
und  Umstellungen  erfolgt.  Die  Nebeneinanderbenutzuug  der  k weiten  und 
dritten  Auflage  dürfte  Schwierigkeiten  bereiten. 

Beide,  an  einer  ganzen  Reihe  von  Schulen  eingefilhrte  Sammlungen 
kOonen  auch  in  dpu  neuen  Auflagen  wann  empfohlen  werden. 

Oera.  E.  Kullrich. 


A.  Stunu.     Geschichte  der  Mathematik.    Sammlung  Gi'ischen  Nr.  226. 

152  S,     Tasth-^nformat.     Leipzig  l'.lOl.     geb.   ,//  a,HO, 
Th.   BSrklen.     Formelsammlung  und  Repetitorium  der  Mathematik 
enthaltend  die  wichtigsten  Formeln  und  Iiehraätze  der  Arithme- 
tik, Algebra,  algebraischen  AnaIyBia,ebenetiGeometrie, Stereometrie, 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  mathemati sehen  Geogra- 
phie,   analytischen  Geometrie    der  Ebene    und  des  Baumes,   der 
Differential-    und    Integralrechnung.      Sammlung    Göschen    Nr.    51. 
3.  Auti.      227  S.     Taschenformat.     Leipzig  1904,     geb.   A  0.80. 
Beide  Bäudchen  der  Sammlung  Göschen  bringen  empfehlenswerte  kurze 
Zusammenstellungen  des  Stoffes. 

Die  Geschichte  der  Mathematik  reicht  bis  1800;  der  Hauptsache  nach 
ist  das  historische  Anordnungsprinzip  benutzt,  während  die  Unterteile  mehr- 
fach sachlich  geordnet  sind.  Wiederholungen,  die  sich  bei  einem  aolchen 
pemisthten  Verfahren  einstellen,  sind  nicht  ganz  vermieden  (z.  B.  Torrjcellis 
Opera  geometrica  auf  S,  99  und  115).  Vielleicht  können  auch  bei  einer 
Nenauflage  noch  einige  Kamen  von  Mathematikern,  über  die  Weiteres  nicht 
berichtet  wird,  gestrichen  werden.  Das  Büchltiu  würde  so  den  Hauptver- 
lanf  der  Geschichte  der  Stathemntik  noch  leichter  erkennen  lassen,  ohne 
daS  sein  Wert  als  kleines  Nachschlagewerk,  den  es  durch  sein  Register 
erh&lt,  wesentlich  beeinträchtigt  zu  werden  brauchte.  Daß  Fig.  1  nicht 
den  auf  S.  19  gemachten  Angaben  entspricht,  femer  Fig.  2  und  3  nicht 
genau  zu  einander  passen,  ist  unbegründet  Nicht  ang&ngig  ist  es,  die 
Loxodrome  als  die  Linie  „kürzester  Schiffabahn"  zu  bezeichnen  (S.  90). 
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Die  Fonnelsamiiiluiig  ist  bereits  in  dritter  Auflage  erschienen  (vgl.  Lit, 
Bericht  LVIII  1897,  S.  16).  Sie  umfaßt  etwa  das  mathematische  PenBum 
der  Klassen  ULLI  bis  Ol  realistischer  höherer  Lehranstalten  und  einiges 
aus  den  elementaren  Vorlesungen  der  Hochschulen.  Die  analytische  Geo- 
metrie nimmt  über  ein  Viertel  des  Ganzen  ein.  Wänschenswert  ist  die 
HiszuFügung  eines  Namensveraeiehnisses,  Zu  beanstanden  ist  auf  8.  87 
die  Ausdrucks  weise:  „Eine  um  Punkt  A  mit  dem  Halbraeaser  r  beschriebene 
Kugel  ist  geometrischer  Ort  für  jede  Ebene,  die  von  Ä  den  Abstand  r  hat". 
Die  Kugel  ist  nicht  „geometrischer  Ort"  füi-  die  Ebenen,  sondern  wird  von 
ihnen  eingehüllt.    Entsprechend  liegt  es  bei  2  c,  3  b  und  3  c  derselben  Seite. 

Gera,  E.  Kuli.kich. 

Osksr    Heriwig,      Das    BildungBbedür&iiB    nad    seine    Befiriedigung 

dOTOh  deutsche  Universitäten.     Itede  zur  Gedächtnisfeier  des  Stifters 

der  Uerliner  Universität  König  Friedrich  Wilhelm  111.     31  S.    8".    Jena 

1905,  Gustav  Fischer.     J(  1,U0. 

Ein  Vergleich  der  .Aufgaben  der  Universität  Berlin  bei  ihrer  BegrOndnog 

und    in    der  Jetztzeit    veranlaßte    den   Festredner   im    besonderen    auf  zwei 

ÄuBerungen  des  modernen  Bildangsbedürfnisses  und  ihre  Befriedigung  durch 

deutsche  Universitäten  einzugehen,  nS,mlich  auf  das  Frauenstudium  und  die 

UniversitBtaausdehnung,  d.  h.  die  Zulassung,  ja  besondere  Berücksichtigung 

nicht    zum    Studium    imraatrikuüerter    Hörer    au     den    Universitäten.      Die 

spezielle  Frage  der  Fortbildung  des  höheren  Lehrerstandes  wird  nur  gestreift. 

Gera.  -  E.  Kvi.i.uicii. 

Alois  Lanner.  Die  wisseneoliaftliche  Gmadlage  des  ersten  Reohen- 
unterriohts.    i-.)  S,    8°.    Wien  und  Leipzig  1905,  C.  Fromme.    Ji  1,00. 

Es  wird  von  Lunner  erörtert,  wie  im  ersten  Rechen nnterrioht  zunächst 
das  Zählen  zu  lehren  ist,  und  wie  die  Eutivickhmg  des  Zahlbegriffs  aus  der 
Reihenbildung  des  Zählens  zu  erfolgen  hat.  Erst  nach  Klärung  des  Zahl- 
begrilFs  sei  an  das  Rechnen  selbst  zu  gehen.  Die  Rechenoperationen  sollen 
nacheinander  behandelt  werden.  Zur  EinfBbrung  sind  „GrenzfSlle",  d.  h. 
Aufga1>en,  welche  die  Eins  oder  zwei  gleiche  Zahlen  enthalten,  ungeeignet. 

Die  Arbeit,  von  welcher  der  erste  Teil  schon  früher  erschienen  war, 
enthält  hübsche  psychologische  Bemerkungen.  Was  von  dem  jetzigen 
Staude  des  ersten  Rechen  Unterrichtes  gesagt  wird,  ist  zu  pessimistisch;  die 
Bezugnahme  auf  die  reiche  Literatur  dm"ch  Angriffe  auf  Grube  und 
Hentschel  ist  zu  einseitig.  Lanner  hätte  auch  auf  Autoren  eingehen 
sollen,  die  ähnliche  Gedanken  wie  er  vorgebracht  haben,  etwa  auf  Tanck 
und  Knilling  fOr  das  Zahlprinzip,  auf  Steuer  tilr  das  Ausgehen  von  Zahlen 
Über  Eins  beim  Multiplizieren. 

Gera.  E.  Kin.Liti(.ii. 

Ed.    Zetzsehe.     Ebene   und   räumliohe   Oeometrie.     Vierte,  vermehrte 

und  verbesserte  Auflage  bearbeitet  von  Prnni  Zetzsche.  Mit  242  in 
den  Text  gedruckten  Abhildungeu.  Webers  illustrierte  Katechismen, 
Band  69  XU  und  408  8.  8".  Leipzig  li)05,  J.  J.  Weber,  geb.  JC  4,00. 
Von  der  dritten  Auflage,  wehjhe  1892  im  XLV.  Berieht  S.  16/17  be- 
sprochen    wurde,    unterscheidet    sich    die    vorliegende,    von    dem   Sohn   dw 
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uuwischen  rerstorbenen  Verfassers  herausgegebene  Anflage  dadurch,  daQ  die 
Frage-  und  AntH-ortform  als  veraltet  fallen  gelaHseu  wurde.  Die  durch  die 
größere  Knappheit  erstrebt«  Erhöhung  der  Stetigkeit  und  Klarheit  wird  sich 
«1  einzelnen  Stellen  durch  weitere  Kürzungen  noch  ateigeru  lassen.  Da- 
mit das  Buch  wieder  das  Pensum  der  höheren  Lehranstalten  umfaßt,  wunlen 
verschiedene  ÄbscLnitte  neu  hinzutilgt  (z.  B.  Potenz,  Apollonische  Berühnings- 
aufgabe,  Pol  und  Polare,  Prismatoid,  Euleraclier  8a.tt,  Kegelschnitte).  Beim 
Projizieren  hätte  auf  Jas  Zeichnen  von  Projektionen  eingegangen  werden 
sollen.  Die  Aufgabe  in  §  106  würde  besser  durch  eine  leichtere  ersetzt. 
Daa  Buch  wird  sich  in  der  verbesserten  Form  zu  den  alten  Freunden 
leicht  neue  erwerben. 

Gera.  — E.  Ki  i.lrich. 

l.  Fuchs.      Gesammelte    mathematische   Werke.      Herausgegeben    von 
R.  Fuchs    und    L,  Schlesinger,      1.  Band:    AbhanJlungen  (1858    bis 
1875),  redigiert  ¥0n  L.  Sdilesinger,  Mayer  und  Müller.     VUI  u.  476  S. 
i".    Berlin  1904. 
Das   Erscheinen   des    mit  liebevoller  Sorgfalt  redigierten  ersten  Bandes 
der  Ijeaamtausgabe   von  L.  Fuchs'  Werken    wird    von    der  mathematischen 
Welt  mit   großer  Freude  begrüßt  werden;   derselbe  enthält  die  achtzehn  in 
Jen  Jahren  1858 — 1875,  bis  lur  Übersiedelung  nach  Heidelberg  (April  18  7ö), 
'(rfiffeotliehten    Arbeiten.      Diese    sind    in   chronologischer   Reihenfolge   treu 
wich  den  Originaltexten  wieüer  abgedruckt  worden;  alle  irgendwie  nennens- 
nert«u  Änderungen    sind  in  den  den  einzelnen  Abhandlungen  hinzugefügten 
ADiiierkungen    angegeben;    nur    oll'enbare    Druckfehler    wurden    meist    still- 
sfWeigend  berichtigt  und  für  alle  in  deutscher  Sprache  abgefaßten  Abhand- 
lungen als  einheitliche  Orthographie  die  bis  vor  kurzem  im  Journal  fBr  die 
i^ine  und  angewandte  Matliematik  üblich  gewesene  durchgefährt.    Die  Seiten- 
uhlea  der  Originaldnicke  stehen  immer  am  äußeren  Rande  derjenigen  Zeile, 
■he  Aw  erate  Textwort  oder  Forraelzeichen  der  betreffenden  Seite  des  Originals 
snthSlt.  —    Alle    Arbeiten    sind   teils   vor   dem    Drucke,   teils  während  des- 
wlWn  einer  sachlichen  Revision    unterzogen    worden,   und    zwar  die  beiden 
^metrisehen    Abhandlungen  1   und    II    von    StKckel,    die   beiden    zahlen- 
thsoreüschen    UI    und    IV    von    D ed  e k i  n  d ,    von    dem    auch    einige    An- 
merkungen herrühren,  die  Abhandlung  XVI  von  A.  Hirsch,  die  übrigen  von 
"■  Schlesinger  und  Heffter.    Die  französische  Arbeit  X  wurde  von  H.  Vogt 
I  tt  tpmchlicher  Hinsicht  revidiert;   außerdem  haben  Lemke  und  R.  Fuchs 
I  j»  Mne  Korrektur  der  Druckbogen  gelesen,  —  Der  vorliegende  Band  ist  in 
)  wr  vornehmen    Ausstattung   der   von    derselben   Verlagshandlung   verlegten 
r  Werts  von  Weierstraß  und  Schering  durch  die  altbewährte  Dieterich- 
I  «hp  ÜntVBrsitäts-Buch'iruckerei    in    Göttingen    hergestellt    und    mit    einem 
[  •"^Btteichnoten  Bildnis    des   Verfassers    geziert;    das    Faksimile    der   Ünter- 
I  "hriß  ist    dem    Mannskripte    der   Abhandlung    entnommen,    die    der  Verf. 
I  Wenige  Wochen    vor    seinem    Hinscheiden    zur   Säkularfeier   Abels    für  die 
[  Act«  Mathematica  geschrieben,  der  letzten,  die  er  noch  selbst  (am  15.  März 
I  ^^f2i  zum    Drucke   befBrdert   hat.    —    Es    möge   nun    das    Verzeichnis    der 
'8  ,lrheit«n  folgen,  über  die,  zum  großen  Teile  klassisch  geworden  und  der 
Se*cliicht«  der  Mathematik  angehörend,  noch  ein  Wort  zu  sagen  wohl  über- 
I  DÜisig  irt-  hervorgehoben   sei  nur,  daß  der  vorliegende  Band  insofern  ein 


ganz  besonderes  Interesse  beansprucht,  als  er  die  ErstlüigEarbeiten  von  Fachs 

enthält,   die   auf  einem   ganz    anderen  Gebiete   liegen  als  dem  der  linearen 

Differentialgleichungen,  welches  später  seine  eigenste  Domäne  geworden  ist. 

L  De    superficieram    lineis     uurvaturae.       Dissertatio    inauguralis    etc. 

Berlin   1B58,  (40  S.) 
II.  Integration     der     partiellen     Differentialgleichung;    „-,    I  "I"  (      ) 
-p[l  +  (f|)*].     J.  .fflr  Math.  58  (ISUI),  80-89. 

III,  Über  die  Perioden,  welche  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  to"  -^  1 
gebildet  sind,  wenn  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist.  J.  fOr  Math. 
61   (1863),  374—386. 

IV.  über  die  aus  Einheits  würz  ein  gebildeten  komplexen  Zahlen  von 
periodischem  Verhalten,  insbesondere  die  Bestimmung  der  Klassenzahl 
derselben.     J.  für  Math.  65  (1866),   74—111. 

V.,  VI.  Zur  Theorie    der  linearen  Differentialgleichungen  mit  verUnderlichen 
Koeffi dienten.      Jahresbericht    der    etädt.    Gewerbeschule    zu    Berlin, 
Ostern    1865.     J.  für  Math.  66  (1866),  121—160. 
VII.  Zur  Theorie    der   linearen  Differentialgleichungen  mit  veränderlichen 
Koeffizienten.     (Ergänzungen  zu  der  im  66'™  Baude  dieses  Journals 
enthaltenen   Abhandlung).     J.  für  Math.  68  (1868),  354—385. 
VIII,  Die  Periodizitätsmoduln  der  bjperelliptischen  Integrale  als  Funktionen 
eines  Parameters  aufgefaßt.     J.  ffir  Math.   71   (l870),  91 — 137. 
IX,  über   eine   rationale  Verbindung  der  Periodizitätsmoduln  der  hyper- 

elUptiBchen  Integrale.     J.  für  Math.   71   (1870J,  128—136. 
X.  Sur    le  developpement   eu   series   des    integrales   des  equations  diffe- 

rentielles  lineaires.  Annali  di  Mat.  (2)  4  (1870/71),  36—49. 
XI.  Bemerkungen  zu  der  Abhandlung:  „Über  hj pergeometrische  Funk- 
tionen «""Ordnung"  d.J.  71,  316.  J.för Math.  72  (1870),  255—282. 
Xn.  über  die  Form  der  Argumente  der  Thetafiinktionen  und  über  die  Be- 
stimmung von  &  (0,  0,  .  .  .,  0)  als  Funkion  der  Klassenmoduln.  J.  für 
Math.  73  (1H71I,  305—323. 

XIII.  Über  die  linearen  Differentialgleichungen,  welchen  die  Periodizitäts- 
moduln der  Abel  sehen  Integrale  genügen ,  und  über  verschiedene 
Arten  von  Differentialgleichungen  für  #(0,  0,  ....  0).  J.  für  Math. 
73  (1871),  324—339. 

XIV.  Über  die  Diirat*llung  der  Funktionen  komplexer  Variablen,  insbesondere 
der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen.  J.  für  Math.  75  (1873\ 
177—223. 

XV,  Über  die  Darstellung  der  Funktionen  komplexer  Variabieu.     Anhang 

zur  Abb,  Bd.  75  d.  J.,  177  ff,  —  J.  für  Math.  76  (1874),  175—176. 

XVI.  über  Relationen,  welche  für  die  zwischen  je  zwei  singulären  Punkten 

erstreckten   Integrale    der   Liisungeu    linearer   Differentialgleiobangen 

stattfinden.     J.  filr  Math.    (6  (1874),  177—213. 

XVII.   Über  die  Abbildung  durch  algebraische  Funktionen.     J,  für  Math.  77 

(1874),  339—352. 
XVin,  über    die   Abbildung   durch   algebraische   Funktionen.      Anhang   zur 
Abhandlung.  Bd.  77,  339  ff.  d.J.  —  .1.  für  Math.  78  (1875),  338—339. 
Berlin-Charlottonhurg.  G.  Waixbnberg. 
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<'.  Christiansen  and  Jobs.  J.  C.  Müller.    Elemeate  der  theoretiHolien 

Physik.     Zweite  Aufi.     352  Seiten.     Leipzig   1903,  JoL.  Ambr.  Barth. 

Das  rühmlichst  bekaonte  Buch  bietet  in  sehr  guter  Auswahl  eine  kurie 
Übersicht  über  die  allgemeinen  Methoden  und  Über  viele  der  wichtigsten 
Probleme  aus  allen  Gebieten  der  theoretischen  Physik.  Gamieht  barück- 
Biohtigt  sind  nur  die  geometrische  Optik,  die  Dispersionstheorie,  die  Strahlunga- 
gesetze,  die  kinetische  Gastheorie  und  die  moderne  Elektronentheorie.  Die 
mathematische  Behandlung  ist  durchweg  elegant  und  Shersichtlich  und  arbeitet 
mit  möglichst  einfachen  Mitteln. 

Hier  tmd  da  wäre  eine  noch  präzisere  Scheidung  zwischen  Erfabrunga- 
tatsacheo,  aas  ihnen  gewonnenen  Abstraktionen  und  Hypothesen  erwünscht. 
Auch  dürften  bei  einer  Nenauflttge  einige  redaktionelle  Änderungen  zu 
«npfehlen  sein,  z.  B,  in  den  einleitenden  Sätzen  der  Abschnitte  „Schwingende 
Bewegung"  (pag.  17)  und  Jnnere  Kräfte"  (pag.  93).  In  der  Glei- 
chung ^~ji  ~  y  ~Äi~  dt  tP^'  '^)  ^^^^  ^"'^  ^^^  rechten  Seite  der  Faktor  2. 
Die  ersten  Worte  der  Einleitung:  „Der  Physiker  führt  alle  Erscheinungen 
auf  Bewegungen  zurück",  entsprechen  weder  dem  tatsachlichen  noch  dem  von 
den  meisten  modernen  Physikern  erstrebten  Zustande  der  Wissenschaft,  Ein 
Eudiinent  der  ersten  Aatlage  ist  es  wohl,  wenn  das  18.  Jahrhundert  als 
das  vorige,  daQ   19,  als  unser  Jahrhundert  bezeichnet  wird. 

Diese  kleinen  Aasstellungen  sollen  natürlich  den  Wert  des  Buches  nicht 
im  geringsten  herabsetzen.  Wer  es  aufmerksam  durchstudiert,  sei  es  als 
Einführung  in  die  theoretische  Physik,  sei  es  als  Repetition,  wird  dauernden 
Nutzen  davon  haben. 

Breslau.  ~  "  E,  Prinosiiedi. 

€.  Jaeger,  Die  Fortschritte  der  kinetischen  Oastheorie.  Hell  12 
der  Wissenschaft,  Sammlung  nuturwisse nach aftl icher  und  mathematischer 
Monographien.  1^1  Seiten.  Braunsehweig  1906,  Vieweg  u.  Sohn. 
AU  die  kinetische  Gastheorie  ihren  Siegeslauf  begann,  galt  es  allgemein 
ils  Axiom,  daB  es  das  Ziel  der  Physik,  ja  der  Naturwissenschaft  über- 
haupt sei,  die  Erscheinungen  der  AuBenwelt  auf  Bewegungen  zurück- 
zuführen, und  die  kinetische  Theorie  der  Gnse  erschien  als  der  erste  ver- 
heiBungBvolle  Schritt  zur  Erreichung  dieses  Zieles.  Später  kam  diese  Theorie 
—  um  mit  Boltzmann  zu  reden  —  aus  der  Mode,  hauptsächlich  weil  ihre 
Fortschritte  ein  sehr  langsames  Tempo  annahmen  und  nur  durch  hart- 
nackigen Kampf  mit  ungewöhnlichen  mathematischen  Schwierigkeiten  und 
zum  Teil  unter  Zuhilfenahme  recht  willkürlicher  Hvpotheaeu  erreicht  werden 
konnten.  Und  wenn  auch  die  zielbewußten  Energetiker,  welche  eine 
mechanische  Darstellung  der  Naturerscheinungen  als  unnütz  betrachteten 
und  auf  solche  Bestrebungen  mit  einem  gewissen  Hochmut  herabsahen, 
auf  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  ohne  wesentlichen  EinfiuQ  geblieben 
sind,  so  hat  sich  dach  die  Überzeugung  Bahn  gebrochen,  daU  die  Aufgabe 
der  Physik  zu  eng  gefaßt  ist,  wenn  man  sie  darin  erblickt,  die  Welt  als 
eine  Summe  von  Bewegungs  ersehe  in  un  gen  darzustellen.  Zu  dieser  Überzeugung 
führten  namentlich  die  großen  Fortschritte  auf  dem  Gebiete  der  Elektrizit&t 
und  die  allgemeine  Verbreitung  der  Maxwellschen  Anschauungen  über  das 
""  der  elektrischen  und  magnetischen  Wirkungen. 
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In  jfingster  Zeit  aber  sind  gerade  auf  dem  Boden  der  Elektn^titäts- 
lehre  neue  Anschauungen  emporgewachsen,  welche  eine  den  Lehren  von  den 
Atomen  der  Materie  völlig  analoge  Atomistik  der  Elektrizität  ins  Leben  ge- 
rufen haben.  Und  so  sehen  wir  in  dem  der  kinetischen  Gastheorie  frQher 
besonders  abgeneigten  Reich  der  Elektrizitätslehre  ni'uerdings  Methoden  in 
Anwendung,  welche  denen  der  kinetischen  Gastbeorie  nahe  verwandt  sind. 
Es  hat  daher  den  Ansehein,  als  ob  diese  Theorie,  wenn  auch  in  anderem 
Gewände  und  auf  anders  geartet«  Elementarteilchen  angewendet,  einer  neuen 
Blüte  entgegenginge,  und  deshalb  muQ  es  mit  Dank  begrüBt  werden,  daß  ein 
auf  dem  Gebiet  der  kinetischen  Gastheorie  wohlbekannter  Forscher  es  unt«r- 
noninien  hat,  die  Fortachritte  dieser  Theorie  ohne  allzu  schweres  mathe- 
matisches BQstzeug  kurz  und  dbersicbtlich  darzustellen. 

Dem  Zwecke  des  Buches,  jedem  Physiker  verstSndlich  zu  sein,  ist 
es  sehr  ajigemesseu,  daQ  in  einer  ausgiebigen  Einleitung  (59  S.)  zunächst 
ein  GrundriQ  der  Theorie  gegeben  wird,  welcher  in  gedrSngter  Form  die 
klassischen  Arbeiten  und  ihre  Resultate  darstellt.  Dann  folgt  der  eigent' 
liehe  Hauptteil  des  \\'crkes,  die  Besprechung  der  wichtigsten  Fort- 
schritte, welche  seit  Maxwell  gemacht  worden  sind,  hauptsächlich  durch 
Boltzmann,  dann  durch  Sutherland,  den  Yerfasser,  Reinganum  und 
andere.  Diese  Fortschritte  beziehen  sich  teils  auf  die  strengere  Begründung 
und  methodische  Durchdringung  der  Grundlagen  der  Theorie,  wodurch  der 
Sinn  des  Maxwellschen  Verteil  im  gsgesetzes  und  des  Entropiegesetzes  klarer 
zutage  tritt,  teils  auf  das  Gesetz  der  Ge seh windigkeits Verteilung  unter  die 
Moleküle  bei  Einwirkung  äuQerer  Kräfte,  teils  auf  die  Berücksichtigung  der 
rSumliehen  Ausdehnung  der  Moleküle  imd  der  zwischen  ihnen  wirkenden  An- 
zieh nngsti*fte.  Wir  sehen,  wie  auf  diese  Weise  eine  bessere  theoretische 
Begründung  und  zugleich  eine  den  Tatsachen  sich  besser  anschlie&ende 
Form  der  van  der  Waalsschen  Zustandsgi eichung  gewonnen  wird,  wie  sioli 
für  die  Abhängigkeit  der  inneren  Reihung  von  der  Temperatur  ein  theoretischer, 
durch  die  Beobachtungen  gut  bestätigter  Ausdruck  ergibt,  wie  der  Temperatur- 
sprung bei  der  Wärraeleitung  zwischen  Gas  und  fester  Wand  seine  theo- 
retische Erklärung  findet,  und  endlich,  daß  auch  schon  vielversprechende  Ansätze 
KU  einer  kinetischen  Theorie  der  Flüssigkeiten  gemacht  worden  sind. 

Es  wäre  sehr  eTfreulicb,  wenn  dieses  Buch  dazu  beitragen  würde,  das 
Interesse  an  der  kinetischen  Gastheorie  neu  zu  beleben  und  eine  rüstige 
Schar  junger  Forscher  diesem  in  der  letzten  Zeit  vernachlässigten  Arbeits- 
gebiet zuzuführen. 

Breslau.  E.  Prikoshei». 

Th.  Beye.  Die  Oeometrie  der  Loge.  Zweite  Abt«ilung.  Vierte  Auflage. 
335  8.  Stuttgari;  1907,  A.  KrSner. 
Nach  dem  großen  Erfolge  und  der  weiten  Verbreitung,  die  Reyes 
Buch  bereits  gefunden  bat,  ist  es  nicht  nötig,  den  vorliegenden  Band  der 
neuen  Außage  in  seinem  ganzen  Inlialte  7m  besprechen  und  zu  beartetlen. 
Es  genügt,  das  hervorzuheben,  was  verändert  oder  neu  hinzugekommen  ist. 
Die  Abschnitte,  die  gänzlich  neu  sind,  betreffen  wesentlich  die  Linien- 
geometrie. Sie  sind  auf  Anregung  von  Herrn  Jolle s  entstanden,  dessen 
Untersuchungen  einen  großen  Teil  ihres  Inhaltes  bilden,  und  behandeln  ein« 
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besondere,  sehr  interessante  Ausgestaltung'  der  Liuiengeometrie,  die  sich  den 
R^jeschen  Untersuchungen  über  lineare  Mannigfaltigkeiten  geometrischer 
Gebilde  unmittelbar  annigt. 

Die  Anpassung  der  Linien geometrie  an  die  synthetischen  Methoden 
Poncelets  und  Steiners,  welche  die  Grundlagen  des  BejeHuhen  Werkes 
bilden,  ist  nicht  ohne  Schwierigkeit.  Analytisch  ist  es  sehr  einlach  und 
einleuchtend,  daä  zu  Punkt  und  Ebene  die  gerade  Linie  als  gleichberechtigtes 
Ranmelement  hinzuzutreten  hat,  daß  Regelschar,  Strahl enkongruenz  und 
Strahlen  komplex  als  die  Linien  Systeme  von  einer,  zwei  und  drei  Dimensionen 
zu  untersuchen  sind,  und  zwar  zunächst  die  linearen  Systeme,  wobei  die 
„lineare  Regelsehar"  einer  quadratischen  Hegelfläche  angehört.  Synthetisch 
gelangt  man  aber  zu  diesen  Systemen  sozusagen  nur  auf  Umwegen.  Die 
Regelschar  allerdings  erhält  man  sofoi't  aus  dem  Schnitt  homologer  Ebenen 
iweier  projektiver  Ebenenbüschel.  Geht  man  aber  von  der  projektiven  Zu- 
ordnung der  Strahlen-  und  Ebenentüiirfpi  aus,  so  emeugt  ein  Strahlenbündel 
mit  einem  ihm  zugeordneten  Ebenenbändel  eine  allgemeine  Fläche  2.  Ordnung, 
zwei  einander  zugeordnete  Ebenenbündel  die  Kongruenz  der  Bisekanten  einer 
Raunikiirve  3.  Ordnung.  Diese  Kongruenz  ist  von  der  1.  Ordnung,  d.  h. 
dunih  einen  beliebigen  Punkt  gebt  fin  ihr  angehörender  Strahl,  aber  von 
der  3.  Klasse,  d.  h.  in  einer  beliebigen  Ebene  liegen  drei  ilirer  Strahlen. 
Die  Kongruenz  wird  erst  dann  linear,  d.  h.  von  der  1.  Ordnung  um!  1.  Klasse, 
wpun  die  beiden  Ebesenbündel  zivei  Ebenen  entsprechend  gemein  haben. 
So  tritt  die  lineare  Kongruenz  nur  als  Spezialfall  einer  allgemeineren  Kon- 
gruenz auf.  Ebenso  ist  es  mit  dem  linearen  Strahl enkoraplex.  Nimmt  man 
zwei  projektive  Strahlen büschel ,  die  in  irgend  zwei  Ebenen  des  Raumes 
liegen,  und  sucht  alle  Strahlen,  welche  je  zwei  homologe  Strahlen  dieser 
Büschel  schneiden,  so  findet  man  einen  quadratischen  Strablenkompiei :  die 
durch  einen  Punkt  gehenden  Kompleii strahlen  erfüllen  einen  Kegel  und  die 
in  einer  Ebene  liegenden  Komplex  strahlen  umhüllen  einen  Kegelschnitt  Erst 
wenn  die  beiden  erzeugenden  Strahlen  büschel  einen  Strahl  entsprechend  ge- 
mein haben,  wird  der  erzeugte  Strahlenkomples  linear,  dann  gehen  durch 
jeden  Funkt  und  liegen  in  jeder  Ebene  die  Strahlen  eines  gewöhnlichen 
BOschels. 

Eine  systematischere  Begründungs art  des  linearen  Strablenkompleies 
wird  durch  die  Raumkurve  3.  Ordnung  vermittelt.  Wie  die  Fläche  '2.  Ord- 
nung ein  ^tarsi/slem,  so  begründet  die  Raumkurve  3.  Ordnung  ein  NuU- 
i^slfm.  Nämlich  die  Schmiegungsebenen  dreier  Punkte  auf  ihr  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  auf  deren  Verbind iin gsebeue ,  und  so  findet  man  die 
Zuordnung  des  Nnllsystems,  bei  dem  jedem  Punkte  eine  durch  ihn  gehende 
Ebene  und  imigekohrt  jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender  Punkt  entspricht. 
Die  Nullstrahlen  des  NuUsystems,  d.  h.  die  Strahlen,  die  in  jeder  Ebene 
durch    deren  Nullpunkt  gehen,   bilden  aber  einen  linearen  Strahlenkomplei:. 

Mau  kann  die  lineare  Strahlenkongruenz  und  den  linearen  Strahlen- 
komplex  synthetisch  auch  durch  4  resp.  5  ihrer  Strahlen  festlegen,  wie  man 
eine  Regelschar  durch  3  ihrer  Strahlen  festlegt.  Wenn  nSmIicb  4  Strahlen 
gpgeben  sind,  so  erhält  man  alle  Strahlen  einer  linearen  Kongruenz,  indem 
man  durch  je  3  der  4  Strahlen  eine  Regelschar  bestimmt  und  durch  je  3 
der  so  gefnndenen  Strahlen  eine  neue  Regelschar  u.  s,  f.  Diese  Bestimmungs- 
art   bildet    keinen    bequemen   Weg    zu    den    Eigenschaften    dieser   Strahlen- 
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lysteme,  sie  wird  aber  von  Bedeutung,  wenn  man  nun  den  linearen  Strahlen- 
komplex  als  Element  außäBt  und  ax  linearen  Sj steinen  von  StraUen- 
kompleieu  fortschreitet.  Die  Strableakomplexe  nämlich,  welche  4  Strahlen 
gemein  haben,  haben  im  allgemeinen  alle  Strahlen  einer  linearen  Kongruenz 
gemein  und  bilden  nach  Reyes  Ausdruck  einen  Komplexbüschd.  Die  Kom- 
plexe, welche  3  windschiefe  Geraden  gemein  haben,  haben  alle  Strahlen  einer 
Regelschar  gemein  und  bilden  einen  Kompli'xbiindel.  Die  Komplexe  endlich, 
welche  2  Strahlen  gemein  haben,  bilden  ein  KomjUexgebüsch.  Das  lineare 
KompleiBjstem  höchster  ^tufe,  den  Komplcxtcaid ,  nie  Reye  nach  Jolles' 
Vorschlag  sagt,  erhUlt  man,  indem  man  die  Komplexe  aufsucht,  die  zu 
einem  fest  gegebenen  Komplexe  in  einer  bestimmten  Beziehung  stehen. 
Diese  Beziehung  drücken  Jolles  und  ßeje  so  aus,  daß  sie  die  Komplexe 
nnlliDvariant  nennen.  Sie  ist  analytisch  durch  das  Verschwinden  einer  bi- 
linearen Invariante  b«der  Komplexe  gegeben. 

Die  Untersuchungen  Ober  lineare  Systeme  von  Komplexen  gewinnen  an 
Reii^,  wenn  man  insbesondere  deren  Hauptachsen  auisucht  und  die  Lage  und 
Verteilung  dieser  Hauptachsen  im  Baume  erforscht.  Unter  anderem  bilden  die 
Hauptachsen  der  Komplexe  eines  Büschels  eine  metrisch  spezialisierte  Regel- 
fläche 3.  Grades,  das  bekannte  Zglindroid.  Jolles  hat  im  Änschlufi  daran 
eine  metrische  Theorie  der  linearen  Strahlen  kongnienzen  ausgearbeitet,  die 
er  als  ihre  Fokaltheorie  bezeichnet  und  der  Heye  einen  kurzen  Abschnitt 
im  Anbange  seines  Buches  gewidmet  hat. 

Auch  die  ziemlich  durchgreifende  Änderung  in  der  Terminologie  ist 
auf  Jolles'  Einfluß  zurück/.uf Uhren.  Manche  Begriffe  treten  dadurch  viel 
plastischer  hervor  und  erscheinen  sch&rfer  umrissen.  So  sind  die  Bezeich- 
nungen Unisekantc,  Bisekante,  Trisekanle  für  die  eine  Ramnkurve  einfach, 
zweifach,  dreifach  schneidenden  Geraden  recht  glücklich  gewählt,  zumal  sich 
ihnen  Uni-,  Bi-  und  Triplanare  als  die  dual  entsprechenden  Begriffe  gegen- 
überstellen. Wenn  die  Gesamtheit  der  Schmiegungsehenen  einer  Raui^urve 
3.  Ordnung  als  Ebenengewiade  bezeichnet  wird,  so  ist  die  Benennung  wohl 
einfach  und  anschaulich,  aber  man  vermißt  eine  ebenso  einfache  Bezeichnung 
für  die  Kurve  selbst,  w&re  es  auch  nur  das  etwas  lange  und  angeschickte 
Wort  „Raumkegelschnitt",  das  der  Bezeichnung  „Baumhjfperhel",  ,Jlaiun- 
ellipse",  „Raumparabel"  für  die  einzelnen  Arten  dieser  Kurven  korrespon- 
dieren würde.  Auch  für  die  flächen  2.  Ordnung  fehlt  ein  einfaches  Wort, 
dem  englischen  „Quadric"  entsprechend, 

Die  Absclmitte,  welche  die  Raumkurven  3.  Ordnung  und  was  damit 
zusammenhängt  behandeln,  hat  Heye  einer  gründlichen  Umarbeitung  unter- 
zogen, und  diese  Theorie,  welche  den  eigentlichen  Glanzpunkt  der  synthe- 
tischen Geometrie  bildet,  ist  dadurch  noch  abgerundeter  und  durchsichtiger 
geworden.  In  den  Anhang  sind  die  meisten  Abschnitte  verwiesen  worden, 
welche  metrische  Sätze  betreffen,  so  die  auch  für  die  Mechanik  wertvolle 
Untersuchung  über  den  Achsenkomplex  eines  Nullsysteras,  ferner  die  Fokal- 
theorie  der  Flächen  2.  Grades,  die  an  fast  vergessene  französische  Unter- 
suchungen (von  Chasles  u.  a.)  aus  der  ersten  Hälfte  des  vorigen  Jahrhunderts 
anknüpft,  und  eine  damit  in  Verbindung  stehende  Behandlung  kollinearer 
Räume,  die  sich  auf  eine  Arbeit  von  Smith  gründet.  Die  Passung  dieser 
schonen  Sätze  scheint  aber  fast  zn  knapp,  und  man  bedauert,  sie  nicht  in 
ausführlicherer  Darstellung  mit  größerem  Behagen  geuieBen  zu  können.    £■ 
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ist  um   so  mehr  die  Zurückkaltung  des  Verfassers  zu  bewundern,   der  den 
ädaktischen  Zweck  des  Buches  und  damit  zusammenhängend  die  Einhaltung 
eines  gewissen  bescheidenen  ümfanges   sich  zum  obersten  und  unverbrüch- 
lich festgehaltenen  Grundsatz  gemacht  hat.    Er  hat  deshalb  auch  ein  echtes 
Tmd  rechtes  Lehrbuch  geschaffen. 

Straßburg  i.  E.  H.  E.  Timerding. 

F.  Biebesell.     über  den  Kurzschluß  der  Spulen  und  die  Vorgänge 
bei    der    Konunutation    des    Stromes    eines    Gleichstromankers. 

Dissertation.     64  S.,  1  Figurentafel.     8^     Kiel  1905. 

Den  ersten  imd  wichtigsten  Teil  der  vorliegenden  Dissertation  bildet 
eine  Kritik  der  Arbeiten  der  Herren  Arnold  imd  Mie  (Elektrotechn, 
Ztschr.  1899;  Arnold:  Gleichstrommaschine,  Berlin  1902/3),  und  auf  diese 
Kritik  soll  hier  hauptsächlich  eingegangen  werden,  weil  mit  den  Ergebnissen 
derselben  auch  das  Folgende  zum  großen  Teile  steht  oder  vielmehr  fällt; 
denn,  um  es  gleich  von  vornherein  zu  sagen:  die  Herren  Arnold  und  Mie 
haben  in  der  Hauptsache  Herrn  Biebesell  gegenüber  Recht;  ihre  Resultate 
lassen  zwar  z.  T.  eine  einfachere  Herleitung  und  strengere  Begründung  zu, 
sie  sind  aber  in  dem  wesentlichen  Punkte  richtig,  die  des  Herrn  Riebeseil  falsch. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  Differentialgleichung  der  Kurz- 
schlußstromkurve 

und  zwar  um  dasjenige  Integral,  welches  für  x  =  0  den  Wert  i  ^^J  an- 
nimmt Der  Punkt  x  =^  0  ist  i.  a.  eine  singulare  Stelle  der  Differential- 
gleichung (1);  aber  gerade  für  dasjenige  Paui;ikularintegral,  welches  fElr 
^=*0  den  Wert  i  =  J  annimmt,   ist  rc  «=»  0    eine  reguläre  Stelle,   da  sich 

in  diesem  Falle   die   Glieder  —  gegeneinander   aufheben  und   demnach  -j— 

X  d  X 

^  x  s=  0,  i  ^^  J  endlich  bleibt.  Man  erhält  dieses  Integral  am  einfachsten 
dnrch  Quadratur;  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (1) 
lautet  nämUch: 

^■«-'(Ä)"'/'-'fer['"(i-.^j-¥-¥']'"i 

T  und  t'  sind  positive  Größen,  und  zwar  möge  t  zunächst  keine  ganze  Zahl 
^'  Soll  nun  »  =  /  für  x  =  0  werden,  so  muß  darin  (7=0  genommen 
werden,  da  sonst  t  für  a*  =  0  unendlich  groß  wird.  Was  der  Verfasser  gegen 
die  Schluß  weise  des  Herrn  Arnold  einzuwenden  hat,  ist  dem  Ref.  uner- 
uudlich:  der  einzige  endliche  Wert,  den  i  für  x  =  0  annehmen  hann^  ist 
«ben  i  =  /.  —  Das  fragliche  Integral  lautet  also,  wenn  zur  Abkürzung 
der  lutegrand  mit  A  bezeichnet  wird: 


-is^rf 


^^l^T  der  Mathematik  und  Physik,   m.  Reihe    XUL 
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dasselbe  läßt  sich  in  eine  mit  J  beginnende,  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  X  fortschreitende  Potenzreihe  entwickeln,  welche,  wie  der  Verf.  richtig 
zeigt,  auch  noch  für  o;  =  1  konvergiert.  Es  ist  das  nichts  ungewöhnliches  r 
i  ist  nämlich,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  eine  mehrwertige  Funktion 
und  der  singulare  Punkt  x «»  1  ihr  Verzweigungspunkt,  in  welchem  sie- 
endlich  bleibt. 

Wir  kommen  nim  zu  dem  springenden  Punkte:  das  durch  (2)  in  dn- 
deutiger  Weise  bestimmte  Partikularintegral  muß  festgehalten  werden;  es- 
darf  nicht  etwa  neuen  Bedingungen  unterworfen,  sondern  muß  analytisch 
fortgesetzt  werden,  und  dann  ergibt  sich  erst,  daß  i  von  selber  in  o;  »  1 
den  Wert  «  =  —  J  annimmt.  Der  Punkt  a?  «  1  ist  nach  Poincares  Be- 
zeichnung ein  Knotenpunkt  (noeud),  d.  h.  sämtliche  Partikuiarintegrale  nehmen 
in  rr  =*  1  den  Wert  i  =  —  eT"  an,  also  auch  das  Integral  (2);  das  allgemeine 
Integral  der  Differentialgleichung  (l)  hat  nämlich  in  der  Umgebung  von 
jc  =»  1  die  Form 


.•  =  P(l-x)  +  c(^^)%-'', 


worin  P  eine  mit  —  J  beginnende  Potenzreihe  imd  C  die  willkürliche  Kon- 
stante bedeutet.  In  dieser  Form  ist  also  auch  das  Integral  (2)  enthalten, 
und  die  Frage,  um  die  sich  nun  alles  dreht,  lautet:  ist  für  dieses  Integral  (7 
gleich  Null  oder  nicht?  Der  Verf.  beweist  durch  einige  arge  Fehlschlüsse 
(vergl.  bes.  S.  22  imd  34),  daß  stets  (7=0  ist.  Um  den  Verf.  ganz  sicher 
und  ohne  große  Rechnungen  zu  überzeugen,  daß  C  i.  a.  nicfd  gleich  Null 
ist^),  nehmen  wir  die  einfachere  Differentialgleichung,  auf  die  Herr  Mie  in 
seiner  Erwiderung  (Ztschr.  für  Math,  und  Phys.  53,  37 — 60)  das  ganze 
Problem  zurückführt,  indem  er  die  Abweichung  der  Kurzschlußstromkurv» 
von  dem  geradlinigen  Verlauf  betrachtet: 

und  beschränken  uns,  imi  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  auf  den  Fall  t  •<  Ir 
bemerken  aber  ausdrücldicti ,  daß  diese  Beschränkung  ähnlich  wie  bei  der 
Bestimmung  der  Substitutionskoeffizienten  der  hypergeometrischen  Reihe  auf- 
gehoben werden  ka/nn.     Das  Integral  (2)  lautet  hier: 

z  =  .p  (r,  r',  x)  =  e-''  {-'^)'fe^"  ~^  ,,  dx, 

0 

imd  zwar  wird  z  =  0  für  x  =  0.  Um  eine  Entwicklung  desselben  in  der 
Umgebung  des  Punktes  a:  =  1  zu  finden,  setzt  man  1  —  x  =^  y  und  erhält: 


1)  Inzwischen  hat  Herr  Rieb  es  eil  seinen  Fehler  eingesehen  (E.  T.  Z.  1906^ 
Heft  3)  und  in  der  Ztschr.  für  Math.  n.  Phys.  53,  837—870  selber  Methoden  für 
die  Bestimmung  der  Konstante  C  angegeben. 
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oder,  wenn  der  Integrand  zur  Abkürzung  mit  B  bezeichnet  wird: 


"'fc)>^»-'"'(i-^,r.A^»- 


Der  zweite  Teil  von  z  ist  eine  mit     j_     beginnende   Potenzreihe;   die 

Entwicklung  von  z  in   der  Umgebung  von  a;  =  1,  d.  h.  y  «  0  hat  also  in 
der  Tat  die  Form: 

1 

worin  C  den  wohldefinierten ^  i.  a.  von  NuU  verschiedenen  Wert  f  Bdy   be- 

0 

sitzt,    sodaß   t/  =  0,   d.  h.  x  =  1    für  £:   ein   Verzweigungspunkt  ist.      (Der 

Verf.  hat  auf  S.  22  nicht  beachtet,  daß  die  obere  Integrationsgrenze  1  und 

1 

nicht  0  ist.)  —  Das   bestimmte  Integral  jBdy  genügt  übrigens,  aufgefaßt 


0 


als  Funktion  von  t',  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter 

Ordnung;   vergl.  z.  B.  Schlömilch,   Höhere  Analysis,  2.  Band,  S.  522  ff.). 

1 

Für  T  >  1    versagt  diese  einfache  Methode,  weil  dann  JBdy  an  der  unteren 

0 

Grenze  0  imendlich  groß  wird;  in  diesem  Falle  führen,  wie  bereits  oben 
hervorgehoben,  andere  Methoden  (vergl.  auch  Mie  1.  c.  p.  46;  die  dortige 
Begründung  kann  noch  strenger  formuliert  werden)  zum  Ziele.  Ist  x  eine 
ganze  Zahl,  so  tritt  in  (5)  bei  der  Integration  ein  Logarithmus  auf,  imd 
zwar  lautet  das  logarithmische  Glied,  wenn  in  der  Entwicklung  von  B  nach 
Potenzen  von  y  der  Koeffizient  von  y"^  gleich  C  ist: 


-c'e-'(r^-Jiny 


(die  Ableitung  des  Herrn  Mie  ist  etwas  schwerfällig). 

Soweit  §§  1—7.  §  8,  in  welchem  die  günstigsten  Bedingungen  für 
den  fiinkenfreien  Gang  der  Maschine  entwickelt  werden,  basiert  auf  der 
Voraussetzung  (7  —  0,  muß  also  fallen.  Die  übrigen  Paragraphen  be- 
ziehen sich  auf  die  Form  der  nach  dem  zweiten  Kirchhoff  sehen  Satze 
aufgestellten  Differentialgleichung  selber,  indem  mehrere  Daten  berücksichtigt 
oder  vervollständigt  werden,  die  von  den  Herren  Arnold  und  Mie  ver- 
nachlässigt wurden.  So  wird  in  §  9  die  gegenseitige  Induktion  der  Spulen 
berücksichtigt.  In  §  10  wird  die  kommutierende  elektromoforische  Kraft, 
die  von  den  Herren  Arnold  und  Mie  als  lineare  Funktion  der  Zeit  an- 
genommen wurde,  gleich  einem  Ausdruck  von  der  Form  a  sin  ((jp  -f  2  nnt) 
+  6  cos  2  jcn<  gesetzt,  worin  tp  den  Bürstenverschiebungswinkel  bedeutet; 
es  wird  betont,  daß  die  Bürsten  nicht  in  der  neutralen  Zone  stehen  dürfen, 
and  die  Aufgabe  gestellt,  für  eine  bestimmte  Stromstärke  diejenige  kommu- 
tierende EMK  imd  damit  diejenige  Lage  der  Bürsten  zu  finden,  für  welche 
keine  Funken  auftreten.  In  §  11  wird  die  vollständige  Differentialgleichung 
der  Kurzschlußstromkurve  aufgestellt;  in  §  12  werden  die  Hauptgleichungen 
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der  Theorie  der  Gleichstrom djnamomaachine  behandelt  (Abb&ngigkeit  der 
Gröflen  /,  n  und  ip  voneinander) .  In  §  13  wird  die  Wirkung  einer  ein- 
gcHchattetea  Kapazität  untersacht,  in  §  14  die  Wirkung  der  Eigenkapazittt 
der  kurzgeachlosseuen  Spule  (die  ,.Telegrftpheng]eichung"}.  Den  6ch!a& 
bildet  die  Angabe  der  bezüglichen  elektrotechnischen,  physikalischen  und 
mathematischen  Literatur.  j 

Berlin-Charlottenburg. —  G.  Wallenbekg.  | 

C.  Block.     Ijetir-  und  Übungabuch  für  den  plantmetiiaoben  tJntei^  I 

rioht  an  höheren  Schulen.     Zweiter  Teil:  Unter- Tertia.    IV'  u.  58  S.  1 
8".     Leipzig  und  Berlin   1906,  B.  G.  Teubner.     geb.  JÜ  0,80, 

Auch  der  zweite  Teil  des  Blockschen  Übungsbuches,  von  weichem  Teil  E  1 

im  Bd.  X  S.  180  besprochen  wurde,  zeichnet  sich  durch  Klarheit  und  Sorg-  j 
falt    der    Darstellung    aus ,    sowie    durch    das    Hand  in  handgehen    von  Lehr- 

Sätzen  und  Konstruktionsaufgaben.    Vermißt  hat  Kef.  KonstruktionsanfgabeiK.  I 

mit  gegebenem  Inhalt,  die  sich  an  die  Sätze  über  Inhaltsgleichheit  und  an.  j 

die  Verwandlungsaufgaben  naturgemäß  anschließen.  | 

Gera.  E.  Kullrich. 

H.   Thieme.     LeltCaden  der  Hathematilc   für  Bealanstalten.      Erst«E- 

Teil:    Die    Unterature.      Dritte    Auflage,      128    S.      8".      Leipzig    1907, 

G.  Freytag.  geb.  J(  1,60. 
Die  dritte  Auflage  des  empfehlenswerten  Buches  weicht  von  der  zweiten 
nur  in  ganz  vereinzelten  Punkten  ab.  In  gedrängter  Form  wird  das  mathe- 
matische Pensum  der  Realanstalten  bis  Uli  einschließlich  geboten  und  für 
die  geometrischen  Disziplinen  zugleich  Übungsstoff.  S.  7 — 18  sind  dem  geo- 
metrischen Vorkursus  gewidmet,  S.  18 — 89  der  eigentlichen  Plrtnimetri»; 
8.  89—99  bringen  die  Trigonometrie,  8.  99—109  die  Stereometrie,  S.  109—128 
endlich  die  Arithmetik  und  Algebra.  Hier  ist  in  der  neuen  Auflage  ein- 
gefügt die  Veranscbaulicbuug  der  Zahlenreihe  durch  Punkte  einer  Geraden. 
Gera,  E.  Kiiu^rich, 

LackcDiaun-Kreuschmer.     Die  Elemente  der  Geometrie.     Ein  Lehr- 

und    Übungsbuch    fllr    den    geometrischen    Unterricht    an    sochaklassigeii 
höheren    Lehranstalten.      Erster  Teil:    Planimetrie.      Achte,    verbesserte 
und  vermehrte  Auflage.     Zweiter  Teil:  Trigonometrie  und  Stereometria. 
Mit   einem    Anhange:    I.  Der   Universal- Wiukelraoßapparat.    —    IL    Der 
neue  Transporteur   für  Winkelfunktionen.     Fünfte,    verbesserte  und  ver- 
mehrte   Auflage.      Beide    Teile    unter    Berücksichtigung   der   preuBisohen 
Lehrpläne    vom   Jahre    1901.      136   S.    u.    120  S.      8".      Breslau   1906, 
F.  Hirt.     kart.  je  J(  1,30. 
Die    Elemente    der    Geometrie    von   Lackemann-Kreuschmer    geben 
auch   in    den   neuen  Auflagen    eine   treffliche  Grundlage    für  den  Unterricht 
ab.     Recht  beachteuswert  ist  der  Anhang  des  zweiten  Teils.     Möchten  doch 
üheraU  Meßvorgfinge,  wie  sie  dort  beschrieben  werden,  „die  Anschaulichkeit 
des  Unterrichts,    das   Interesse    und   das  Verständnis    der  Schüler  für  trigo- 
nometrische Vermessungsanfgaben"  erhöhen,  möchte  überall  die  „LCaung  to» 
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prakttscben  Aufgaben  der  Geometrie   und  Trigonometrie  unter  Verwendung 
geeigneter    einfacher   Meflapparate"   in  Angriff  genommen   werden!      „DaUei 
werden  die  Gmndiagen  der  raathematischen  Wissen  Schäften  veranschaulicht, 
somit  gründlich  verarbeitot  und  im  innersten  Kern  verstaniten"  werden. 
Gera.  E.  Ki^li-hich. 


A,  Eoenig.     Bürgerliche  Beolmmigsarten.     Bd.  9. 

bibliothek.  Wie  werde  ich  versetzt  V  Hilfsmittel  zi 
HaoB-  und  Klaasen&rbeiten  und  um  die  Prüfung  in 
j,u    bestehen.     80  S.  —  Arithmetik    und    Algebra  I. 


Goldeue  Sdiüler- 
!■  Erzieluag  guter 
die  höhere   Klasse 

Bd.  10   derselben 


t 


Sammlung.     94  S.  —  Lösung   plan  i  metrisch  er  Konstruklionsaufgahen  I. 

Bd.  12  derselben  Sammlung,     oft  8.    Kattowit/.  nnd  Leipzig  ohne  Jsihrra- 

xahl.  Carl  Siwinna,  jedes  Händchen  J(  l,— . 
Wenn  es  gelingt,  einen  Schüler,  der  in  seinen  Leistungen  zurückbleibt, 
dtou  la  veranlassen,  daß  er  sich  mit  besonders  liebevollem  Fleiß  an  das 
•V&chlemen  macht,  so  kann  ein  günstiger  Erfolg  auch  in  wenig  aussicbts- 
rticLen  Folien  eintreten.  Die  goldene  Sehülerbibliothek:  Wie  werde  ich 
rersetztf  will  eine  solche  Einwirkung  auf  ihre  Leser  ausüben;  daneben  will 
sie  HUfsbücher  für  die  Eitern  der  Schüler  bieten,  Anregungen  für  die 
Letrer  und  ein  „TJniversalmittel"  für  die  Abiturienten  bei  ihren  Repetitionen. 
BeKüglich  des  Hauptzweckes  bleibt  zu  wünschen,  daß  die  durch  die  goldene 
Schfilerbibliothek  erstrebte  Einwirkung  in  der  Regel  dem  Unterricht  in  der 
Schdle  und  dem  seitens  der  Schule  eingeführten  Lehrbuch  gelingt.  Auch 
latt  den  Ausnahme  fallen  werden  aber  immer  nur  wenige  so  beschaffen  sein, 
liaß  ein  Bflcherstudium  dem  Schüler  Hilfe  bringen  kann.  So  dürfte  die 
natabriugende  Verwendbarkeit  der  goldenen  Schülerbihliothek  eine  recht 
h^grcn/t*  sein.  A.  Koenig  hat  in  den  drei  oben  angezeigten  Bändchen 
den  i.  a.  zweckmäßig  ausgewählten  Stoff  ausfiihriioher  dargestellt  (nament- 
licli  die  Aufgabe nbe ha n dlung) ,  als  dies  für  die  den  normalen  Verhältnissen 
angfpaüten  Lehrbücher  angebracht  ist.  Er  hat  absichtlich  Wiederholungen 
nicht  vermieden  und  hat  neben  den  Anpiben  über  das  „Wie?"  auch  sok-be 
ober  das  „Wie  nicht?"  gemacht,  um  die  Schüler  zur  Vermeidung  von  Fehlem 
anzuipiten.  Die  Frage  „Warum?"  tritt  demgegenüber  gelegentlich  zn  weit 
fiirflck,  so  bei  der  V orzeichen bestimmung  für  Produkte  nnd  Quotienten  oder 

»b«i  der  Multiplikation  von  Brüchen, 
Qera.  E.  Kixi-RiiH. 

'Voiniks   logaxithmlBoh-trigonoineteische    Tafeln.      Sechste 
Auflage,  besorgt  von  Johann  Reidinger.    XIV  u.   100  S. 
F.  Tempsky  und  Leipzig  G.  Freitag   1906.     geb.  J{  2,00, 
Mocniks   Tafeln    sind,    wo    man    sechsstellige   Logarithmen  anwendet, 
"«gen  des    deutlichen    Druckes    und    der    klaren    Anordnung    zu    empfehlen. 
AUwdings   vermißt  Ref  bei  den  Angaben    der  Differenzen  für   l"  die  Kon- 
^  »»queiii.     Teils   wird   die   Differenz   aus    der  sechsstelligen    Tafel    bprecbnet 

™ii  steht  dann  gelegentlich  mit  der  siebenstelligen  Tafel  im  Widerspruch, 
•«Is  wird  sie  aus  der  siebenstelligen  Tafel  entnommen,  wobei  sie  umgekehrt 
ID  der  ios  der  sechsstelligen  Tafel  berechneten  im  Gegensatz  stehen  kann. 
ß  36  irt  z.  B.   fllr  log  sin  1"  11'  10"  und  log  sin  1"  ll'  20"   nach   dem 


vermehrte 
(<".     Wien 
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Terfahrsn  der  Begeldetri  aus  der  vorliegenden  spchstelligen  Tafel  berectinet 
als  Wert  für  D:  101,5  und  101,4,  wahrend  aus  si  eben  stelligen  Tafeln  101,6 
und  101,3  folgen  würde.  Umgekehrt  ist  a.  B.  S,  49  für  log  sin  lO'll' 
and  log  sin  10"  12'  aus  siebenstelligen  Tafeln  die  Differenz  angegeben  als 
11,71  und  11,69,  wßhrend  der  Regel  de  trians  atz  aus  Mocniks  Tafel  selbst 
ergibt:  11,72  und  11,70.  Pädagogisch  ist  das  erste  Verfahren  vorzuziehen, 
rechnerisch  das  uweite.  Einheitlichkeit  dürfte  aber  filr  spatere  Auflagen 
zu  fordern  sein.  Da  man  für  den  Schulunterricht  mit  fünfstelligen,  oft  auch 
mit  vierstelligen  Tafeln  auskommt,  ao  ist  es  wohl  am  besten,  wenn  Reidinger 
das  zweite  Verfahren  konsequent  durohfOlirt. 

Gera.  E.  Elllkich. 


G,  RÖßler,  Die  Fenüeitnng  von  WeoliaelstrÖmen.     Mit  60  Abb.  u, 
VII  Tafeln.     \'IH,  243  8.  in  8°.    Verlag  von  J.  Springer,  Berlin  1905. 

Preis  Jt  7, — . 

Mit  der  praktischen  Beherrsobung  hoher  elektrischer  Spannungen  haben 
flieh  die  Leitungen  auf  weite  Entfernung  mächtig  entwickelt.  60  000  Volt 
und  500  km  bezeichnen  noch  nicht  die  erreichten  Grenzwerte.  Dieser  Ent- 
wicklung hinkte  nun  allerdings  die  rechnerische  Behandlung  der  diesbezüg- 
lichen Strom-  und  Spannungsverteilung  in  Hochspannungs-Leitungen  nach, 
was  dem  Ausspruche  des  großen  Theoretikers  Heaviaide  „Die  Theorie  ist 
nur  die  Essenz  der  Praxis"  entspricht. 

Der  Verfasser  gibt  in  den  vier  ersten  Abschnitten  die  symbolische 
Darstellung  und  die  Rechnungsregeln  von  Wechselstrom  großen  entweder  als 
kompIcKe  Zahl,  wie  es  Steinmetz  in  die  praktische  Elektrotechnik  eingeführt 
hat,  oder  als  e-Potenz,  wie  sie  die  Eulersche  Gleichung  bestimmt.  Auf 
eine  lange  Leitung  mit  Selbstinduktion  werden  diese  Vorführungen  an- 
gewendet, während  im  5.  und  6.  Abschnitte  noch  die  Ladungserach  ein  ungen 
infolge  Kapazität  und  das  Verhalten  von  angeschlossenen  Kondensatoren  im 
Wecbaelstrombetriebe  überhaupt  hinzutreten. 

Im  7.  Abschnitte  wird  ein  künstliches  Kabel  betrachtet  und  das  Er- 
gebnis in  drei  Tafeln  wiedergegeben.  Je  gleichförmiger  die  Verteilung  der 
Grüßen  längs  des  Kabels  angenommen  wird,  desto  mehr  nUhert  es  sich  dem 
natürlichen  Falle. 

Im  8.  und  9.  Abschnitte  wird  für  das  Kabel  aus  Differentialgleichungen 
die  Verteilung  der  Spannungen  und  Ströme  gewonnen.  Diese  Darstellung  er- 
heischt gegenüber  der  gewöhnlichen  ohne  symbolische  Größen  alle  An- 
erkennung. Hatte  der  Verfasser  die  hyperbolische  Trigonometrie  benutzen 
wollen,  so  hätte  sieh  die  von  Kennelly  gegebene  Form  gezeigt.  Die  nun 
folgenden  Angaben  für  Drehstromkabel  für  Spannungen  von  3000,  50O0 
und  10000  Volt  sind  recht  nützlich.  Der  10.  und  11.  Abschnitt  erörtert 
das  unendlich  lange  Kabel  und  das  endliche  am  Ende  offene.  Eine  ror- 
xOgliche  graphische  Daratellung  der  Resultate  muß  hervorgehoben  werden. 
Heaviside  und  Blakesley  haben  die  überraschenden  Erscheinungen  schon 
vor  vielen  Jahren  aufgeklärt  als  die  Ferrantikabel  den  Praktikern  RStsel 
aufgaben.  Alle  diese  komplizierten  Fragen  änden  im  Buche  eine  scharfe, 
wenn  auch  viele  Aufmerksamkeit  erheischende  Antwort. 

Das    Schluß kapitel    wird    dem    am    Ende    belasteten    Kabel    gewidmet. 


J 


k 
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Es  wird  gefunden,  daß  seibat  bei  geringer  Btrombelastung  und  buhen 
Spanoun^n  die  KapazitHt  in  fietraolit  zu  hieben  ist,  und  daß  die  volle  Aus- 
nutzung des  Kupferquersülinittes  zufolge  des  Ladestromes  nicbt  möglich  seL 
Äin  Ende  wird  nöch  für  die  Kabeliabrikaöten  eine  Anleitung  gegeben,  wie 
aus  den  Kabelkonstanteu  die  LeitungsgräHen  für  verscbiedene  L&ngen  ge- 
wonnen werden.  Die  Bestimmung  des  günstigsten  Kabel querschnittes  bei 
IVojekten  beschlieUt  das  Werk,  welches  na(fh  Inhalt,  innerer  und  äußerer 
Form  Tolle  Anerkennung  und  weite  Verbreitung  nicht  nur  bei  Elektro- 
technikern, sondern  auch  bei  den  Physikern  und  Mathematikern  verdient, 
welche  um  die  Anwendung  ihrer  Wissenschaft  besorgt  sein  wollen  oder 
inäasen.  Von  literarischen  Ifinweisen  hat  der  Verfasser,  jedenfalls  aus  raum- 
wirtsc-haRlichen  und  iehrmeisterlichen  Gründen,  gänzlich  abgesehen. 

Delft.  Josef  Hehzoij. 

jlax  Berahard.    DarateUende  Geometrie  mit  Elnsohlua  der  Sohatten- 
konatroktionen  and  der  Perapektive.    Als  Leitfaden  für  den  Unter- 
rieht an  technischen  Lehranstalten,  Oberrealschulen  und  Realgymnasien, 
sowie    zum   Selbststudium    herausgegeben.     Mit    311   Figuren  im   Texte, 
Zweite,  verbesserte  und  stark  vermehrte  Auflage.     Stuttgart  1905,  Hein- 
rich  Enderien    (vorm.    Karl   Aue).     XI  und  278  8.     8".     Preis:   Geb. 
.*  5.80. 
Die  Worte    der   Anerkennung,    die   dem  Buche    bei    seinem   ersten    Er- 
scheinen  gezollt   wurden '),  haben   sich,    wie    das    rasche    Erscheinen    dieser 
zweiten  Auflage  zeigt,  als  vollkommen  berechtigt  erwiesen.      Der  strebsame 
Verfasser  war  aber  seitdem  bemüht,  seinem  Buche   noch  mehrseitigere  Ver- 
wendbarkeit  zu    gehen,   indem   er   den    Stoff  der  ersten  Auflage  durch  Ein- 
Schiebungen    ergEln/.te,    femer   die   Perspektive    als   IV.  Teil  neu   hinzufügte. 
Der  Umfang  des  Buches  ist  dadurch  um  83  S.  gewachsen. 

Was  die  Einseliiebungen  betrifft,  so  sind  jetzt  die  Brennpunkteigen- 
schaft«) der  Kegelschnitte  ausführlicher  behandelt  und  einige  für  den  Zeichner 
wrertvoUe  Konstruktionen  über  diese  Kurven  hinzugekommen.  Die  Aufnahme 
«ijiig«r  Begriffe  und  Konstruktionen  über  Kurven  im  allgemeinen,  insbeson- 
<1ere  aber  des  Kapitels  über  die  für  den  Maschinenbauer  wichtigen  zyklischen 
Kurven  (unter  Verwendung  der  einfachsten  kinematischen  Sätze)  wird  einem 
großen  Leserkreis  willkommen  sein.  Das  Kapitel  über  Drehdächen  ist  durch 
die  Umri&ermittiung  ftkr  orthogonale  Projektion  sowie  verschiedene  Beispiele 
Aber  ebene  Schnitte  erweitert  worden,  wobei  die  auf  den  Anfänger  stets 
verblüffend  wirkenden  Schnitte  mit  Tangentialebenen  in  hyperbolischen  Punkten 
tnit  Recht  den  Vorzug  erhielten.  Überhaupt  erkennt  man  in  dem  Buche 
das  Streben  des  Verfassers  nach  Auffrischung  des  althergebrachten  Lehr- 
stoffes der  darstellenden  Geometrie  an  Mittelschulen  durch  Aufnahme  neuer 
wissenschaftlicher  Gedanken,  soweit  sie  dem  Verständnis  seines  Schale r- 
Icreises  zugänglich  sind,  ein  Streben,  das  bei  der  Abfassung  mathematischer 
Xiehrbücher  für  Gymnasien  und  Realschulen  lebhafte  Nachabmimg  verdiente. 
In  dem  neu  hinzugekommenen  R'.  Teil  wird  nach  Erklärung  der  er- 
forderlichen Grundbegriffe  zuerst  die  Konstruktion  eines  Perspektiven  Bildes 


1)  Arch.  Uath.  Phyi.  (8)  4  ('1908}  S,  S43. 
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aus  den  Normalrissen  gezeigt  („Geometrische  Perspektive").  Dabei  vennisse 
ich  einen  Paragraphen  ober  die  Wahl  des  Auges  lur  Emelung  eines  gOnstigen 
Bildes,  die  erfahrungsgemaB  dem  Anfänger  Schwierigkeiten  bereitet.  Dann 
wird  in  der  „freien  Perspektive"  die  Durchttihrung  der  Grund konatmktionen 
wie:  Zeichnen  ebener  Figuren,  Ermittelung  der  Länge  von  Strecken,  Zeichnen 
TOE  Kreisen  etc.,  gezeigt  und  deren  Anwendungen  auf  Schattenkonstruk- 
tionen imd  die  UmriBermittJung  von  ÜrehflUchen,  insbesondere  der  Kugel, 
gezeigt. 

Ich  bin  tiberzeugt,  daB  das  Buch  in  seiner  erweiterten  Form  noch  mehr 
Freunde  gewinnen  wird. 

Wien,  im  Juni  1906.  E.  MOli.eu. 


Doehleiuann,  Projektive  Geometrie.  3.  Aufl.  mit  91  Figuren,  IKl  S. 
Leipzig  1905,  Samml.  Göschen.     Jl  0,80. 

Gegen  die  vorige  Auflage  sind  nur  2  wichtige  Andeningen  zu  er- 
wähnen, die  wohl  durch  die  damalige  Besprechung  in  dieser  Zeitschrift 
(siehe  (3)  6,  163)  veranlaßt  worden  sind,  erstens  der  Wegfall  des  Doppel- 
farbendrucka  und  üweitflns  die  Hinzufttgung  eines  Paragraphen  über  die  In- 
volutionen ani  vollständigen  Viereck  und  Vierseit. 

Beriin,  P.  Schaj-h 


Mabler,  Ebene  0«ometiifi.  Mit  110  zweifarbigen  Rguren.  4.  Auflage- 
Leipzig  1905,  Samml.  Göschen.      Jl  0,80. 

Die  Änderungen  gegen  die  vorige  Auflage,  die  in  dieser  Zeit^icbrift 
((3)  4,  151j  besprochen  wurde,  sind  nicht  erheblich.  Einige  Sütxe  und  KoH' 
struktionen  erhielten  bessere  oder  einfachere  Fassung,  die  Zahl  der  Übungen 
ist  vermehrt  und  die  historischen  und  sprachlichen  Bemerkungen  sind  ergfijiit 
worden.  BetreHs  der  Figuren  möchte  ich  mich  gegen  den  zweifarbigen 
Druck  aussprechen;  die  rot<;n  Linien  weichen  in  den  meisten  Fällen  doch 
recht  erheblich  von  dem  Ideale  einer  Geraden  oder  eines  Kreiaea  ab. 

Berlin.  P.  Schafheitun. 


Arnold  Emcli.    An  introduotiou  to  projeotive  geometry  and  ita  ap> 
pllcations.     An  analytic    and  synthetic  treatment.     First  edition,    firat 
thousand.  —  New  York,  John  WUey  &  Sons;  London,  Cbapman  k  Hall, 
limited,    1905.     VII  und  267  S. 
Man  kann  innerhalb  der  Mathematik  zwischen  einer  systematischen  und 
einer  praktischen  Richtung   unterscheiden.     Die  Vertreter   der  ersteren  em- 
pfinden vornehmlich  das  Bedürfnis,  ausgehend  von  möglichst  eng  umgrenzt«n 
Grundlagen    in    rein    logischer    Entwicklung    zuerst    das    Allgemeinere    und 
Iiieraus    das    Speziellere    abzuleiten.      Sie    interessieren    sich    für    die    ganze 
Kett«   des    Zusammenhangs,   die    die    Einzelerscheinung    schlieBtich    mit  den 
GrundsHtzen    und  Grundbegriffen  verknüpft.     Die  Vertreter   der  praktischen 
Richtung  andererseits   sind   bestrebt,    von   einer  als  feststehend  betrachteten 
Basis  aus  den  gerade  vorliegenden  Zweck,  sei  es  der  Beweis  eines  einzeinea 
Satzes  oder  eine  ganze  Summe  von  Kenntnissen,  mßglichst  schnell  und  leifihl 
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\  n  erreicheii,  wenn  dnbei  auch  noch  andere,  nicht  auf  jener  Basis  stehende 
iiUe  als  bekannt  angesehen  und  benutzt  werden.  Beide  Richtungen  bähen 
tbre  Berechtigung  und  sind  fdr  eiue  gedeihliche  Entwicklung  der  Mathe- 
D&lik  unentbehrlich. 

Das    vorliegende  Buch   ist   iu  ausgesprochener  Weise  ein  Eraeugnis  der 

praktischen  Richtung.     Es    verfolgt   den  Zweck,   den  Leser,   bei  dein   außer 

in  Elenientargeometrie  die  einfachsten  Elemente  der  analytischen  Geometrie 

torausgesetzt  werden,  in  die  proji'ktive  Geometrie  einzuführen  und  mit  ihren 

-inwendungen  vertraut  za  machen.     Man  muß  zugestehen,  daB  beides  trotz 

rfes    peringen  Ünifanges  des  Buches   in  ausgezeichneter  Weise  erreicht  wird. 

BfT    Leser,  zumal   derjenige,    der   sieb    die   zahlreichen    Übungsaufgaben    zu 

.Vntze  macht,  muß  notwendigerweise  einen  großen  Reichtum  an  Kenntnissen 

Düd.    eine   namhafte  Fertigkeit   in   ihrem  praktischen  Gebrauch  davontragen. 

Kapital  T  handelt  vom  Doppelverhältnis ,    von   projektiven  Punktreihen 

and    Strahlbüscheln,  von  der  Polaritilt  in  bezug  auf  einen  Kreis  (S,  22  Z.  II 

mii.Q  es  wohl  heißen  point  statt  part,  S,  34   Z.  5  v.  u.  plane  statt  Space). 

Kapitel  II  behandelt  unter  dem  Titel  KoUineaHim  diese  Verwandtschaft 
mit.  ihren  wichtigsten  Spezialfällen  analytisch  und  konstruktiv.  (S.  68  Z.  11 
lies     ranges  statt  raya). 

Kapitel  HI  ist  der  Th&)rie  der  Kegehdmitle  gewidmet  und  gibt  deren 
wesentlichste  projektive  und  nicht  projektive  Eigenschaften  wiederum  nicht 
nuar    analytisch  sondern  auch  in  darstellend  geometrischen  Methoden. 

Kapitel  IV  behandelt  die  Kegelschnittbüschal  und  -Scharen,  führt  von 
hie»-  111  der  Stein  ersehen  Transformation  und  den  Kurven  III.  Ordnung, 
d*r-on  Einteilung  nach  Newton  gegeben  wird,  wührend  die  Arbeiten  von 
Moebius  und  H.  Wiener  keine  Erwähnung  finden. 

Kapitel  V  endlich  —  wohl  das  originellste  des  Buches  —  gibt  An- 
f-ptilangen  auf  dir  Mechanik,  namentlich  die  graphische  Statik.  Aber  auch 
in  den  übrigen  Kapiteln  ist  —  mindestens  in  der  Ableitung  der  Resultate 
viel  Originelles  enthalten ,  und  allenthalben  wird  auf  praktische  An- 
wendungen, z.  B.  aus  der  Physik,  Bedacht  genommen. 

Daß  mitunter  ein  Satz  ohne  Erwähnung  vorhandener  AusnahmefÄile 
»md  doch  ohne  den  Zusatz  „im  allgemeinen"  ausgesprochen  wird  (z.  B.  S.  24 
unten),  darf  bei  der  Charakterisierung  des  Buches  nicht  ganz  imbemerkt 
bleiben.  Der  Praktiker  erblickt  eben  in  solchen  Dingen  gern  Haarspaltereien 
des   Systematik ers. 

Trotzdem  wird  das  an  die  Spitze  gestellt«  günstige  Urteil  gerechtfertigt 
"•scheinen.    Wir  können  das  Buch  auch  deutschen  Lesern  um  so  angelegent- 
licher empfehlen,  als  bei  uns  ein  ähnliches  nicht  zu  existieren  scheint. 
Kiel,  April  1906.  Lothar  Hbtpteh. 


*■'   Clrünreld,    Zar    Theorie    der    linearen    DüTerentialgleiobiingen. 

Jahresbericht  der  Realschule  im  18.  Bezirk.  20  S.  8°.  Wien  1906. 
In  der  Einleitung  gibt  Verfasser  eine  liistorische  Übersicht  über  die 
liKorie  der  l**",  2"°,  .  .  .  »'•"  Ädjungierten  cinei'  homogenen  linearen 
r'^renlialgleiehung  «'"  Ordnung  (Arbeiten  von  Fuchs,  Frobenius, 
'Sföi^,  Forsyth,  Cels  und  dem  Verf.);  die  ti"  Adjungierte  ist  identisch 
""'  d«r  sogen.  Lagrangeschen  Ädjungierten;  abgesehen  von  difaser  und  der 


74  Rezensioiieu. 

1""  Ädjungierten  sind  die  Untersuchungen  noch  nicbt  bis  zu  einem  be- 
Fiiedigendea  Abschlüsse  gediehen.  Die  vorliegende  Arbeit  ist  in  der  Haupt- 
sache eine  Ausgestaltung  uud  Ergänzung  der  im  134.  Bande  des  J.  fDr 
Jlatii.  veröffentlichten  Abhandlung  des  "N'erf.,  die  sich  insbesondere  auf  die 
Konstanz  gewisser  bilinearer  Diiferentialausdrücke  bezieht;  sie  ist  dem  An- 
denken von  Lazarus  Fuchs  gewidmet. 

Berlin -Charlottenburg.  G.  Wai.lehbbrg. 


0.  Wefnbaiun.  Die  Spiegelung  einer  unendlichen  Ebene  in  einem 
sn  ihr  senkrechten  elliptisohen  Zylinder.  60  S.  3  Figuren  tafeln - 
8".  BerHn  190«,  Mayer  &  Müller. 
§  1.  Einleitimg  und  Stellung  des  Themas:  Das  Pi'oblem  der  Spiege- 
lung irgendwelcher  Objekte  in  beliebig  gekrümmten  Spiegelflächen  ist  seit 
langem  Gegenstand  teils  experimentell-praktischer,  teils  mathematisch 'theo- 
retischer Untersuchungen  gewesen.  Aber  bis  in  die  neueste  Zeit,  wie  z.  B, 
noch  bei  der  Behandlung  einer  spiegelnden  Kugelääcbe  in  der  „darstellen- 
den Optik"  von  Engel  und  Schellbach,  wurde  fast  immer  stillschweigend 
vorausgesetzt,  daß  ein  leuchtender  Punkt  stets  nur  ein  Spiegelbild  liefert, 
eine  Annahme,  die  in  Wahrheit  cur  för  „parawale"  Strableobündel  gilt, 
d.  h.  filr  soluhe,  deren  einzelne  Strahlen  der  Verbindungslinie  von  leuchten- 
dem Punkt  und  Krüm mungs mittel  puiikt  unendlich  benachbart  sind.  —  Die 
Tatsache  nun,  daß  bei  jeder  anderen  als  der  paraxialeu  Inzidenz  eine  „astig- 
matische" Rettesion  stattfindet,  d.  h.  daß  man  dann  zwei  voneinander  ge- 
trennte, eigentlich  aus  unendlich  kleinen  Linien  bestehende  Bildpunkte  er- 
hält, ist  zuerst  von  Cb.  Sturm  und  Kummer,  dann  aber  besonders  von 
Reusch,  Neumasn  und  Matthiessen  graphisch  und  mathematisch  ein- 
gebend behandelt  worden.  —  Die  Arbeiten  von  Bode  und  Bieneck  sind 
im  wesentlichen  nach  Matthiessenscben  Methoden  abgefaßt;  sie  behandeln 
die  speziellen  Probleme  der  Spiegehmg  einer  Kugel  in  einer  Kugel,  bzw. 
einer  unendlicben  Ebene  in  einer  Kngel.  —  Die  vorliegende  Arbeit  ist  nmi 
ein  ausfahrlicberer  Beitrag  zur  astigmatischen  Spiegelung  an  gefcrtbnmten 
Flächen;  sie  untersucht  „die  Spiegelung  einer  unendlicben  Ebene  in  einem 
zu  ihr  senkrechten  geraden  elliptischen  Zylinder".  Der  Erörterung  sind 
die  von  Neumann  für  die  Brechung,  bzw.  Spiegelung  an  beliebig  ge- 
krümmten Flächen  aufgestellten  Formeln  /.ugrunde  gelegt.  Die  Formeln 
nehmen  aber  im  Hinblick  auf  die  besondere  Form  der  spiegelnden  FlSche 
sowie  im  Hinblick  darauf,  daß  die  zu  betrachtenden  einfallenden  Strahlea- 
hündcl  konzentrisch  sind,  eine  einfachere  Gestalt  an. 

§  2.  Die  Neumannsehen  Formeln  und  ihre  Umformung.  §  3.  Die 
Kurve  des  „Hauptnormal abschnittes".  §  4.  Apianatische  Spiegelung  im 
Sinne  eines  wirklich  zustande  kommenden ,  vom  Objektpunkte  getrennten, 
einheitlichen  BUdpunktes  ist  beim  elliptischen  Zylinderspiegel  unmöglich. 
§  5-  üragreniung  und  Einteilung  der  eigentlichen  Untersuchung.  —  Die 
verschiedenen  Gruppen  von  Inzidenz  punkten,  ij  ti.  Ausrechnung  der  Bild- 
absiisaen.  —  Deutung  des  Resultates  für  die  „erste"  Abbildung,  g  7.  Die 
„seitliche"  oder  „allgemeine"  Inzidenz.  §  8.  Seitliche  Inzidenz  in  gleicher 
Vertikalen,  g  9.  Streifende  Inzidenz.  §  10.  Vertikal-normale  Inudens. 
^   11.    Seitliche  Inzidenz  in  gleichem  Horisont.     §   12.    Honioatal- normale 
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loadeoz  and  Grundinzidenz.  §  13.  Zeicbueriscbe  Veransch&uliehuitg  der 
^«äamtea  bisherigen  Untersuch ang'.  §  14.  Veränderungen  in  der  Lage 
<les  Augenpunktes.  SpeüeUe  Augenpunkte.  §  16.  Direkte  Lösung  des 
Problems. 

Berlin-Charlottenburg. G.  Wai.lenberg. 

F.  Gomes  Teixeira.  Tratado  de  las  curvas  especiales  notables. 
Uemoria    premiada  por  la  Real  Academia  de  ciencias  exactaa,   fisicas  y 

m  naturales  en  el  concui-so  ordinario  a  premioB  del  aäo  1897.  —  XXII.  Bd. 

■         dw  Mem.,  Madrid  1905.     TX  und  632  S.    gr.  8°- 

B  Mit  der  ErSndung  und  Entwicklung  der  Intinit«simalrecbnuag  ging  das 

W  Stndimn  der  schon  aus  dem  Altertum  überkommenen  Kurven  fKiaäoide  des 
Dioklee,  Konchoide  des  Nikomedes,  Spirale  des  Archimedes  ubw.J,  sowie  die 
Entdeckung  und  ErforschuDg  neuer  Kurven  Hand  in  Hand.  Manche  von 
diesen  Kurven  gingen  auch  als  stereotype  Beispiele  in  die  Lehr-  und  Übungs- 
bücher der  Diflerentialrecimung  über  (Pascalsche  Schnecken  und  Kardioide, 
Lemniskate  von  BemouUi,  Zykloiden  u.  a.).  Aber  noch  1882  konnte 
*>  Günther  in  der  kleinen  Schrift  „PariiboUscke  Logarilhmt^  und  para- 
Miiehc  Trigonometrie^'  (Teubner)  klagen,  daß  die  deutsche  Literatur  so  gut 
we  kein  Material  biet«  för  die  Strophoide.  eine  Kurve,  die  in  Prankreich 
«iwii  ISngst    neben    der  Kissoide   als  klassische  Kurve    dritter  Ordnung  be- 

^*''*htet  und  vielfach  studiert  wurde.')  Auch  in  andern  Ländern  stellte 
^kIj  iufolge  der  Unzahl  von  Arbeiten  über  spezielle  Kurven  das  Bedürfnis 
■'Wug,  eine  Zusammenstellung  der  bekannten  unter  diesen  mit  Angabe  der 
«treffenden  Literatur  zu  besitzen.  Dieser  Umstand  veranlaßte  die  Madrider 
■"Hernie  i,  J.  1892  und  wiederholt  i.  J.  1895  als  Preisaufgabe  aus^U' 
^'"«iljen  „die  Herstellung  eines  geordneten  Kataloges  aller  Kurven  irgend 
*elchflr  Art,  die  einen  speziellen  Namen  erhalten  haben,  in  Verbindung 
~~  gedi^ngten  Angaben  über  ihre  Gestalt,  Gleichung  und  allgemeinen 
PJönsohaften,  sowie  unter  Namhaftmach ung  der  ersten  Entdecker  und 
B  sieb  mit  ihnen  beschäftigten."  Dieser  Aufforderung  kamen  zwei 
Wehrte  nach,  der  Italiener  G.  Loria  und  der  Portugiese  F  G  Teiseira, 
«rer  einer  der  wenigen  Männer,  die  Kunde  davon  geben,  daQ  auch  auf  der 
fischen  Halbinsel  das  Interesse  an  der  reinen  Wissenschaft,  speziell  der 
■"■hematik,  nicht  ganz  erloschen  ist.  Beide  Arbeiten  fanden  Ende  1897 
'  Schmeichelhafte  Anerkennung  der  Akademie.  Während  nun  Loria  seine 
plieit  daraufhin  erweiterte,  um  sie  1902  gleich  in  deutscher  Sprache  bei 
'^Iwier  erscheinen  zu  lassen  (SpcxieUe  ali/ebraische  und  transzendente  ebene 
Besprechung  in  ds.  Zeitschr.  (3)  9,  1905,  S.  48)  und  so  dem 
"••^hematiscben  Leserkreise  ein  Werk  von  staunenswerter  Vollständigkeit 
^oentte,  mußte  Teixeiras  Bearbeitung  erst  einer  Übersetzung  ins  Spanische 
_^tflr7ogen  werden,  um  in  die  Memorias  der  Madrider  Akademie  aufgenommen 
werden.  Da  aber  diese  Übersetzung  von  einem  Nichtmathematiker  be- 
^Kt  wurde,  bedurfte  es  noch  einer  sorgsamen  Cberarbeitung,  die  der 
ptfetlr  der  Akademie,  Miguel  Merino  dem  Werk  zu  teil  werden  ließ.    Die 

Ij  Erst  die  neueste  (fünfte)  Anflage  des  Übungsbuches  tum  Studinm  der 
"o>  JTO»/ysM  von  0.  Scblörailch,  b*aoi^  von  E.  Nactsch  (Teubner  190*), 
Ut  weh  die  Strophoide. 
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Kraakbeit  und  der  Tod  dieses  Muines  sind  die  Ursache,  Aa.ä  der  Türiiegende 
Band  eist  1905  erscheineii  könnt«. 

Wenn  wir  Dun  TOn  dieser  nicht  iininleressant«n  Vorgeschichte  des 
Buches  la  diesem  selbst  übergehen,  so  liegt  es  natfirlich  nahe,  dasselbe  mit 
dem  Werk  von  Loria  zu  vergleichen.  Hier  ist  zunächst  hervonoLebeo, 
d&fi  Teiieira,  wahrend  Loria  sich  auf  die  ebenen  Kurven  beschifinkt, 
etwa  70  Seiten  den  bekanntesten  B&tunkiuren  (Spirale  von  Pappns,  die 
Clelia  des  Guido-Grandi,  die  Lozodrome  und  andere  sphärische  Linien,  fernra" 
Schraubenlinien,  die  logarithmischen  Kegelschnitte  von  Booth,  die  Europter- 
kurve,  die  Bertrandschen  Kurven  a.  n.)  widmet,  daza  noch  12  Seiten  dem 
Studium  der  Poinsotschen  Polhodie  und  Herpolhodie,  von  denen  die  eine 
ebeo,  die  andere  gewunden  ist.  Ein  leichter  Überachlag  ergibt  infolgedessen, 
daß  das  Loriasche  Werk  f3r  die  ebenen  Kurven  mindestens  das  Doppelt« 
an  Text  gibL  Gleichwohl  enthält  natQrlich  das  Buch  Teixeiras  einiges, 
was  bei  Loria  nicht  so  ausführlich  stebt,  z.  B.  die  Konchoiden  der  EUipee 
vom  Brennpunkt  aus,  ein  ausgedehnteres  Kapitel  über  Spiralen  und  Shn- 
Uches  mehr.  Im  übrigen  ist  auch  die  Behandlungs weise  der  beiden  Autoren 
ganz  verschieden.  Loria  stellt  den  historischen  Gesichtspunkt  voran  und 
bringt  unter  der  Herrschaft  dieses  Prinzips  die  verschiedenen  Kurven  und 
ihre  mannigfachen  Erzeugungen  auf  die  geschickteste  Weise  in  Zusammen- 
hang. Teiieira  dagegen  hält  sich  mehr  an  die  Forderung  der  Akademie, 
einen  Katalog  herzustellen  Er  gibt  eine  Erzeugung  an,  leitet  die  Gleichung 
ab  und  fügt  den  Namen  bei,  oder  er  stellt  gar  die  Gleichung  und  den 
Namen  voraus  und  gibt  die  geometrischen  Eigenschaft«»  hinterher.  Sodann 
fiihrt  er  mit  großer  Konsequenz  bei  jeder  Kurve  die  Berechnung  des 
Krümmungsradius,  Rektifikation  und  Quadratur  soweit  möglich  durch.  Diese 
Art  der  Oarstellnng  ist  natürlich  fiir  den  Leser  etwas  ermüdend  und  öde, 
zum  Nachschlagen  erweisen  sich  aber  die  erhaltenen  Formeln  recht  brauch- 
bar und  zuverlässig.  Des  wetteren  stellt  sich  Teiieira,  was  er  im  Vorwort 
ausdrücklich  hervorhebt,  auf  elneu  viel  elementareren  Standpunkt  als  Loria. 
Als  Beispiel  führen  ivir  nur  an,  daß  er  in  einer  eigenen  Note  beweist, 
zwei  Kurven,  die  durch  lineare  Transformation  auseinander  hervoi^hen. 
ständen  in  der  Beziehung  der  Perspektivitat  zu  einander. 

Fassen  wir  all  dies  zusammen,  so  müssen  wir  sagen  —  ohne  dem 
Wert  des  Werkes  speziell  für  die  spanische  Literatur  nahe  treten  zu  wollen  — , 
daß  die  Lektüre  des  Buches  von  Teiieira,  nachdem  n-ir  das  Loriasche 
Werk  besitzen,  bez.  der  ebenen  Kurven  nur  für  den  Spezialisten  Interesse 
bietet.  Der  Teil  über  die  Baumkurven  aber  gibt  manche  Erg&nzuugen  zu 
dem  bekannten  Artikel  von  G.  Scheffers  in  der  Ensifklop'id'r  III  D  4, 
8-  185^260.  Deutschen  Studierenden  würden  wir  das  Buch  gerne  emp- 
fehlen, wenn  nicht  die  äußeren  ümst&nde  es  unwahrscheinlich  machten,  dafi 
solche  sich  mit  ihm  beschäftigen. 

Speyer.  H.  Wieleitner. 


H.  B.  Fiae.     A  CoUege  Algebra.     VIH  u 

Ginn  u.  Co. 
Der  Verfasser  sagt  im  Vorwort,  ,^  ha 
algebraischen  Prozesse  in  einer,  so  weit  als  i 
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10   versucht,   die  Theorie   der 
iSglich,   elementaren  und  fär 
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den  Unl^rricht  geeigneten  Weise  zusanunenh^n^nnd  und  streng  zd  entwickeln". 
In  einem  kürzeren,  einleitenden  Teile  führt  er  in  das  Gebiet  der  Zahlen  ein, 
ia  natürlichen,  der  negativen,  gebrochenen,  irrationalen  und  komplexen; 
herbei  stützt  er  sich  auf  Hamilton,  Graömann,  Helmholtz,  Dedekind, 
G.  Csntor  und  versucht  erfolgreich,  Klarhpit  und  Gi-ündlichkeit  zu  ver- 
Die  Mode  der  Eint'ührnng  von  Zahlenpaaren  zur  Begründung  der 
I   komplMen  Grüßen  macht  er  nicht  mit:  /  ist  y~  1;  es  geht  auch  so. 

Dw  zweite,  der  Hauptteil,  ist  von  außerordenlliclier  Reichhaltigkeit,  und 
l  «in«  Brauchbarkeit  wird  dnroh  passend  gewählte  Beispiele  erhöht;  eine  Än- 
I  gäbe  der  Resultate  würde  die  Erbtihung  wohl  noch  gesteigert  haben.  Bei 
■  Verteilung  des  Stoffes  verfährt  der  Verfasser  durchaus  frei;  man  muß 
^<tete  bedenken,  daß  er  kein  systematisch  gegliedertes  Lehrbuch  hat  schreiben 
B»oHeii,  sondern  ein  BegleJtbucU  filr  den  Unterricht,  ein  Textbuch.  So  tritt 
Behandlung  des  Binomialtheorenis  an  drei  verschiedenen  Stellen  auf; 
Mandett  er  zuerst  die  ganzen  Funktionen  einer  Variablen,  die  sich  in 
länMrfaktoren  -zerlegen  lassen,  und  zeigt  erst  später,  gewissermaßen  als 
Krönung  dea  Gebäudes,  daB  dies  eine  allgemeine  Eigenschaft  sei.  Um  einen 
Begriff  von  der  Fülle  des  Stoffes  zu  geben,  der  vorgetragen  wird,  führen  wir 
Ml:  Lasung  der  Gleichungen  der  vier  niedrigsten  Grade;  Kombinatorik  und 
Determinanten;  polynomisches  Theorem;  Wakracheinlichbeitsrechnung;  Eli- 
minstion;  Konvergenz  nnendlieher  Reihen;  rekurrierende  Keihen;  unendliche 
Prodakt«;   Kett^nbrücfae.     Alles   in  allem  genommen  dürfen  wir  sagen,  daß 

[\tr  Verfasser   das  Ziel   erreicht  hat,   das   er  sich    setzte.     Wir  können  das 
Inch  a!s  originell  und  brauchbar  warm  empfehlen. 
Gießen.  E.  Netto. 


I  C.  X.  Lalsast,  Initiation  math^mstiqae.  Ouvrage  etranger  a  tout  Pro- 
gramme deilie  aui  amis  de  Tenfance.  190ti.  Geneve:  Georg  &  Cie., 
Paris:  Hachette  &  Cie.     8".     VUI  u.   167  S. 
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-  Mathematik  sind  die  beiden 
,  der  Laisants  Sympathien  teilt, 
wenn  er  nicht  allen  Einzelheiten 
französischen    Verhältnisse    Zu- 


Die  Liebe  zur  Jugend  und  die  Liebe 
Angelpunkte  der  hübschen  Schrift.     Jeder 
wird  die  Schrift  mit  Interesse  lesen,  auch  ' 
«iitimmt,   ja   aui-h   wenn   manches    auf  die 
geschnittene  anderwärts  nicht  völlig  paßt. 

Laisan  ts  Ziel  ist:  de  faire  penetrer  dans  l'esprit  de  l'enfant  rinyl 
fois  pIns  de  choses  qu'on  ne  le  fait,  en  matiere  mathematique ;  cela  en 
''»musant,  an  lieu  de  le  tortnrer  (S.  V).  Durch  die  Art,  wie  er  den  Stoff 
™rbi¥t«t,  ist  für  „Freudigkeit"  beim  Lernen  gesorgt,  wilhrend  das  „Aus- 
Wroiiiglemen"  und  alles  „Langweilen"  und  „QuHlen"  der  Kinder  vermieden 
^'^-  Der  Stoffumfang  ist  dem  gesteckten  Ziele  entsprechend  auflerordent- 
lifli  groß,  ja  überreich.  Es  werden  behandelt:  der  Zahlbegriff,  einfaches 
Addieren  und  Subtrahieren,  dann  erst  das  Zahlen  schreiben,  die  Beziehung 
*•"  Zahlen  zu  Punkten  einer  Geraden,  algebraische  Zahlen,  Multiplikation, 
Division^  Primzahlen,  Bräche,  einiges  aus  der  Geometrie  der  Ebene  und 
••'ä  Raumes,  Zahlentheoretisehes  wie  Qnadratzahlen,  arithmetische  und  geo- 
•oetiisnlie  Reihen  und  Perinutationen,  Übungen  über  die  Kreislehre  und 
""'perberecbnung,    die  Verwendung   der  graphischen  Darstellung   mit  hÜb- 
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sehen  Aufgaben,  wie  dem  cyclistes  pour  ane  bioyclette  and  la  voiture  in- 
suffisaute,  der  Begriff  der  analytischen  Geometrie  nnd  harmonischer  Be- 
ziehungen, zuletzt  das  geometrisch  scheinbar  beweisbai'e  Paradoxon,  daß  64 
und  65  gleich  seien. 

Um  Laisant  gerecht  zu  werden,  beachte  man  zu  dieser  Überfülle  des 
Stoffes,  was  im  besondern  über  die  Geomeirie  gesagt  wird: 

§  57  nous  n'etudions  rien  du  tont;  noas  apprenons  simplement  ä 
voir  les  figures  et  ä  savoir  comnient  ou  les  nomme,  S,  106;  bref,  sans 
faire  aucune  etude  geometrique  quant  a  present,  il  (das  Kind)  prendra, 
par  l'experience,  la  eonnaissance ,  accompagnee  de  certitude,  de  beaucoup 
de  verites  dont  ies  demonstratio ns  seront  plus  tard  d'autant  plus  faciiement 
assimilables  und  S.  11Ö/6:  tous  ceä  resultats  seront  obtenus  plus  tard.  On 
□e  les  communique  actuellement  ä  l'enfant  que  pour  hii  rendre  possibles 
certains  eiercices  pratiques.  Mais  ne  lui  demandez  pas  de  surcharger  sa 
memoire  de  toutes  ees  formules. 

Im  SchluBabschnitt  berührt  Laisant  noch  zwei  für  den  mathematischen 
Unterricht  wichtige  Punkte.  Einerseits  kämpft  er  gegen  die  Vorstellung, 
Aa.&  fiir  den  Elementarunterricht  eine  besondere  mathematische  Begabung 
in  Frage  komme.  Anderseits  bezeichnet  er  es  als  Mittel  für  die  Prüfung 
der  Brauchbarkeit  einer  Schule:  ä  visiter  le  matÄrie!  d'enseignement  des 
poids  et  mesures,  les  Instruments  d'ai'pentage  etc.  Er  bemerkt:  si  on  voos 
repond  qu'il  n'y  a  rien  de  tout  cela  dans  la  maison,  sauvez-vous,  et  ne 
revenez  jamais.  Gerade  der  letztere  Punkt  verdient  weitestgehende  Beach- 
tung für  unseren  Sextaunterricht.  Möge  es  nicht  mehr  vorkommen,  daß 
mit  Maßen  gerechnet  wird,  die  nicht  anschaulich  durch  Versuche  vorgeführt 
wurden,  möge  es  im  besondern  keine  Seita  geben,  in  der  nicht  Messungen 
mit  dem  Metermaß  wirklich  ausgeführt  wurden,  la  der  ein  Liter  Wasser 
vor  den  Augen  der  Schüler  mit  1  kg  zusammen  auf  den  Schalen  einer 
Tafelwage  stand  I 

Gera.  E.   Kci.lrich. 


U.  Holliger,    Earee  AnleituDg   sur  Berachnang  von  Fläohen  und 
Eörpem  für  Sohole  and  Praxis  mit  81  in  den  Text  gedruckten  geo- 
metrischen Figuren.      53   S.    8°.     Leipzig- Aarau- Stuttgart  1SI06,  Ed.  E. 
Meyer.     JC  0,80. 
Die  Anleitung  will,    ohne   anf  die  Uerleitung  der  Formeln  einzugehen 
(was    in  einigen  wenigen  F&llen  freilich  doch  geschieht),    vornehmlich    denx 
praktischen    Zwecke    dienen,    den    Leser    instand    *u    setzen,    Körper-    und 
FlächenberechnuDgen    auszuführen.      Ein   bedaaerlicher   Mangel    ist   es,    daß 
bei    den  Lösungen  anscheinend  die  Vorschriften  des  elementaren  Abkürzens 
nicht  berücksichtigt  sind.     Es  werden  z.  B.  S.  6  d)  5,42,  S.  7  d)  81,56  und 
S.  52  8,  Zeile  von  unten:  3, 26  angeführt,  während  sich  ungekürzt  5,4289, 
81,56!)  und  3,26ft6   ergibt.    Die  Figuren   wären  bosser  schwarz  auf  weißem 
Grunde  als  umgekehrt  gebdteD  worden.     Einzelne,   so   die  zu  Nr.  28,   sind 
zu   klein.     Manche  Druckfehler,    z.  B.  die  bei  den  Figuren  zu   14,  15  und 
36,  wo  es  statt  52",  45",  48°  heißt  6-20,  4-50,  480  sind  recht  störend. 
Gera.  E.  Kullrich. 
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F.  de  LaflttC.  BoBai  bot  1q  oarrö  magique  de  N  ä  N  nombreB.  IT  u. 
23  8.  8*.  Paris  1906,  Gauthier- Villars.  Fr.  1,Ö0. 
P,  de  Lafitte  wünscht  „d'offrir  au  leckur  un  de  ces  amusants  petita 
problemea  qui  sollicitent  et  Üennent  eu  eveil  la  sagacit«  de  nos  jeunes 
apprentb  mathematiciens".  Es  bandelt  sieb  um  die  Aufstellung  magischer 
Quadrate  und  Würfel  aus  n  —  nicht  n*  oder  «*  —  Zahlen.  Auf  die  Lite- 
ratur wird  nicht  eingegangen,  doch  werden  die  Ausführungen  und  Figuren 
dem  gesteckten  Ziele  gerecht. 
I  IJera.  — E.  Kullrich, 


Hl  9011er.  Die  abgekürzte  DeBimalbruchreobnnng.  Ein  Beitrag.  VI  u. 
m         37   S.    8".    Wien   1906,  Alfred  Holder.     J6  0,90. 

Nach  einleitenden  Bemerkungen,  in  denen  sich  die  liebevolle  und  in- 
time Beschäftigung  mit  dem  abgekürnten  Rechnen  kundtut,  behaiidelt 
MOller  die  Frage,  wann  die  Teilproiiukte  beim  abgekürzten  Multiplizieren, 
je  nachdem  ob  ein,  zwei  oder  mehr  Überstellen  berücksichtigt  werden,  ver- 
sciiieden  ausfallen.  Durch  drei  verschiedene  Methoden  bestimmt  er  die 
„relevanten  Fälle  nt«r  Ordnung",  d,  h.  die,  in  denen,  auch  wenn  die  «te 
Überstelle  benutzt  wird,  die  Fehlergrenze  eine  halbe  Einheit  übersteigt. 
Der  Gesamtüberblick  ISBt  die  mathematische  Wahrscheinlichkeit,  daQ  hei 
dem  üblichen  Verfahren  eine  falsche  Schätitung  der  Fehlergrenze  eintritt, 
auch  wenn  es  sich  um  mehr  Teilprodukte  oder  um  unvollständige  Dezimal- 
brnohe  handelt,  sehr  gering  erscheinen.  Die  beiden  letzten  Seiten  sind  der 
Division  gewidmet. 

Das  Studium  der  kleineu  Schrift  kann  namentlich  auch  denen,  die  ah- 
gekftrrles  Rechnen  zu  unterrichten  haben,  warm  empfohlen  werden.  Zwar 
vird  von  Möllers  Resultaten  kaum  etwas  in  den  Schulunterricht  einfügbar 
gtin,  doch  bildet  die  Lektüre  der  vorliegenden  Schrift  eine  beherzigenswerte 
Warnung  vor  falscher  Darstellung  des  interessanten  Stoffgebietes. 

Die  Bezeichnung  periodischer  Dezimalbrüche  als  Irrationalzahlen  ist 
wohl  ein   Versehen. 

Gera  E.  Koi.i.bich. 

L.  Krüger.     Zur   Ausgleichung   der   Widersprüche    in    den  Winkel- 
bedingungsgleichungen  trigonometrisober  Netae.     Veröffentlichung 

»des  Königl.  Preußischen  Geodätischen  Institutes.  Neue  Folge  Nr.  2d. 
Leipzig  t90G,  B.  G.  Teubner.  J(  2,80. 
Wenn  ein  trigonometrisches  Netz  aus  Beobachtungen  der  Dreieckswinkel 
hervorgegangen  ist,  so  lassen  sich  ans  den  Normalgleichungen  des  Netzes 
<&  Korrelaten  der  Winkelhedingungsgleichungen  leicht  durch  die  übrigen 
Korrelaten  ausdrücken.  Denn  da  die  Verbesserungen  irgend  einer  Winkel- 
gleiclrnng  in  keiner  anderen  nochmals  auftreten,  so  steht  auch  ihre  Korrelate 
ni  der  entsprecfa enden  Normalgleichung  mit  keiner  anderen  Korrelate  un- 
mittelbar in  Verbindung.  Eliminiert  man  nun  die  Korrelaten  der  Winkel- 
hedingungsgleichungen  aus  den  Normalgleichungen  des  Netzes,  so  braucht 
"IM  eine  wirkliche  Auflösung  nur  für  die  reduzieiten  Normalgleichungen, 
<^  in  den  Beitenbedingungsgleichungen  und  den  Eorizontabschlüssen  ge- 
'^wa,  ausznfflbren.     Zu  diesen   reduzierten  Gleichungen  gelangt  man  auch. 
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indem  man  die  Werte  der  Korrelaten  der  Winkel gleichungen  aua  den  zu- 
gehörigen Normalgleichnngen  in  die  zur  Bestimmung  der  Verbesserungen 
dienenden  KoTrelatengleichungen  einsetzt,  und  dann  erst  mit  diesen  aus  den 
Qbrigen  Bedingungsgleichungeu  die  Norroalgleichungen  bildet.  Diese  Art 
der  Winkel ausgleichung  pflegt  man  als  die  Schleiermachersche  Methode 
zu  bezeichnen.  DaB  man  dabei  auch  noch  vorher  den  Winkel  gleichungen 
durch  eine  unvollständige  Ausgleichung  genügt,  ehe  man  an  die  Aufätellung 
der  Horizontabschlüsse  und  Seitengleichuugea  gebt,  gibt  wohl  eine  kleine 
Rechnungserleicbtening,  ist  aber  sonst  unwesentlich.  Im  Grunde  genommen 
ist  die  Scbleiermachersche  Methode  nichts  anderes  als  die  Vorschrift,  bei 
der  Auflösung  der  Normal  gleichungen  eines  nach  Winkeln  beobachteten 
Dreiecksnetzes  mittels  des  GauÜscben  Algorithmus  die  zu  den  Winkel- 
gleii'hungen  gehörigen  Normal  gleichungen  an  die  Spitze  zu  stellen,  was  — 
da  diese    am  einfachsten  sind  —  eigentlich  selbstverstlLndlich  ist. 

Sind  die  Deohachtungen  l'ör  ein  Dreiecksnetz  derart  erfolgt,  daß  zur 
Ausgleichung  der  Widersprüche  Rieh tungsverbesserun gen  erforderlich  sind, 
SO  werden  die  Winkelbedingungsgleiehungen  durch  gemeinschaftliche  Ver- 
besserungen zusammenhängen.  In  den  aus  ihnen  entstehenden  Normal- 
gleichungen  treten  also  ihre  Korrelaten  nicht  mehr  wie  vorher  einzeln  anf, 
sondern  sie  kommen  stets  in  Verbindung  mit  andern  vor.  Es  wird  daher 
im  allgemeinen  nicht  möglich  sein,  in  einfacherer  Weise  als  durch  den 
GauQschen  Algorithmus  eine  Auflösung  der  Normalgleichungen,  die  aus  den 
Winkelgleichimgen  entspringen,  tu  gehen,  so  daß  man  mit  ihrer  Hilfe  die 
Korrelaten  der  Winkel  gleichungen ,  sei  es  aus  den  Korrelaten  gleichungen 
selbst,  sei  es  aus  den  übrigen  Normatgl eich un gen  des  Netzes,  eliminieren  kann. 

Dennoch  gibt  es  viele  Fälle,  in  denen  sich  einfache  Auflösungen  finden 
lassen,  wenigstens  wird  man  sehr  häufig  die  Darstellung  der  Korrelaten 
der  Winkelgleichungen  auf  die  Auflösung  weniger  Gleichungen  zurückführen 
können.  Dies  geschiebt  im  folgenden  mittels  der  Auflösung  der  zu  den 
Winkelgleiubungen  gehörigen  Normal  gleichungen  eines  Zentralsjstems,  einer 
einfach  zusammenhängenden  Dreieckskette  und  einer  aas  Vierecken  mit  Dia- 
gonalen bestehenden  Kette. 

Eine  solche  Auflösung  der  zu  den  Winkelgleichungen  gehörigen  Nor- 
malgleichungen wird  besonders  dann  vorteilhaft  sein,  wenn  die  Bedingungs- 
gleichungen  des  Drei  eck  snetzes  abwechselnd  nach  zwei  Gruppen,  den  Winkel- 
gleichungen  und  den  umgeformten  Seiten  gleichungen,  ausgeglichen  werden, 
oder  wenn  man  sich  des  Ännäherongs Verfahrens  bedient,  bei  dem  zuerst 
nur  die  Winkelgleicbungen  allein  ausgeglichen  und  darauf  nur  die  Seiten- 
gleichuDgen,  die  man  für  die  Ausgleichung  durch  Gleichsetzung  der  gegen- 
seitigen   ßichtungg Verbesserungen    vereinfacht,   in    Betracht   gezogen    werden. 

Potsdam.  L.  KnünER. 

Bobold.     Der  Bau  des  Fix atera Systems  mit  besonderer  Berüoksich- 
tiguag  der  photometrischen  Besultate.    Mit  19  eingedruckten  Abbil- 
dungen   und    3    Tafeln.     [Die    Wissenschaft,     Heft    11].     XI    u.   2^6   S. 
Braunschweig  1906,  Fried,  Vieweg  &    Sohn. 
Die   astronomischen  Lehrbücher   können  den  interessanten  Fragen  Aber 

die  Größe    und  Struktur  des   sichtbaren  Weltalls   nur  einen  geringen  Baum 
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idmen,  und  die  Literatur  Über  diese  alten  naturwisaensohaftlich  denkenden 
Beobachtern  der  Milchstraße  sich  aufdrangenden  Probleme,  die  man  deshalb 
unter  dem  Namen  des  galaktiacben  Problems  zusammengefaßt  bat,  ist  so 
i«rstreut,  daß  man  nur  mit  Schwierigkeit  sich  über  alle  Einzelheiten  zu 
unterrichten  fähig  war.  Wenn  die  „Enzyklopädie"  soweit  erschienen  sein 
wird,  so  wird  eine  schnellere  Orientierung  über  diese  Literatur  und  die 
B«sultate  der  Forschung  wohl  möglich  sein.  Aber  die  Wege,  auf  denen 
man  zum  Ziele  gelangt,  die  Methoden  der  Beobachtung,  die  sich  an  mehr 
oder  weniger  wahrscheinüche  Hypothesen  knüpfenden  mathematischen 
Theorien  und  die  kritischen  numerischen  Rechnungen,  an  denen  der  Verfasser 
selbst  einen  wesentlicben  Anteil  hat,  ins  einzelne  zu  verfolgen,  dies  kann 
in  einem  enzyklopädischen  Werke  kaum  gelingen,  und  so  erscheint  das  vor- 
liegende Buch  gerade  zur  rechten  Zeit,  um  den  Lesern  alle  diese  Fragen  in 
^ter  Anordnung  und  klarer  Sprache  bis  zu  dem  Abschluü  nu  beantworten,  nu 
welchem  die  Forschnng  jetzt  gelangt,  ist.  Der  Verfasser  ist  sich  selbst  bewußt, 
daß  auf  viele  Einzelfragen  erst  von  der  Zukunft,  der  ein  reicheres  Material 
«a  Gebote  stehen  wird,  Antwort  erwartet  werden  kann.  Immerhin  dürfen 
wir  eine  große  Anzahl  von  Resultaten  als  gesichert  schon  heute  ansehen, 
Dod  dieselben  sind  Ja  auch  bereites  in  manche  populäre  Schrift  übergegangen. 
Eine  solche  soll  das  vorliegende  Buch  nicht  sein;  nur  wer  in  die  Werkstatt  der 
Wissenschaft  nicht  bloß  hineinzusehen,  sondern  tief  einzudringen  vermag,  der 
irird  von  dem  Buche  Gewinn  haben.  Der  Verfasser  lußt  keine  von  den 
Grundlagen  des  theoretischen  Gebäudes,  das  er  entstehen  läßt,  unerürtert. 
In  einem  ersten  Abschnitte  werden  die  Beobachtungsraetboden  tilr  die  Be- 
stimmung des  Ort*s,  der  Helligkeit,  der  Farbe,  des  Spektrums,  der  Ent- 
fernung, der  Eigenhewegung  und  der  Verteilung  der  Fixsterne  behandelt, 
in  einem  zweiten  die  Resultate,  welche  diese  Einzelbeobachtungen  gezeitigt 
li&beD,  genau  auseinandergesetzt,  ehe  in  dem  dritten  das  im  Titel  genannte 
Problem  der  Täumlicbe»  Anordnung  des  Universums  zur  Behandlung  kommt. 
Beigegeben  sind  Tafeln  der  Sterne  mit  bekannt«r  Parallaxe,  derjenigen  mit 
großer  Eigenb^wcgung  und  ein  Literaturverzeichnis,  sowie  ein  ausführliches 
alphabetisches  Register.  Da  der  Verfasser  selbst  dus  Hypothetische  vom 
Erreichten  genau  trennt,  so  haben  wir  in  ihm  einen  durchaus  zuverlässigen 
8tea ermann  durch  den  Ozean  der  Theorien.  Vielleicht  ist  es  nur  das 
Streben  nach  Vollständigkeit,  das  ihn  zur  Aufnahme  von  Bemerkungen,  wie 
der  TOQ  Backhouse  über  die  geradlinige  Anordnung  von  ätemen  in  der 
Milchstraße  veranlaßt  bat.  Es  ist  schon  früher  hervorgehoben  worden,  daß 
«imnal  diese  Linien  nicht  streng  gerade  sind,  daß  es  zweitens  leicht  gelingt, 
beliebige  andere  Figuren,  wie  Blumen,  aus  den  Sternen  der  Milchstraße 
herauszulesen,  und  daß  in  zufUUig  entstandenen  Verteilungen  sehr  vieler 
Punkte,  z.  B.  von  Sandkörnern,  immer  solche  nahezu  geradlinige  Anord- 
anngeD  sich  finden  lassen. 

Charlottenburg.  — H.  Samtek. 

Sörnstein.      Leitfaden    der  Wetterkunde.      Zweite    umgearbeitete   und 
vermehrte  Auflage.     XII  u.  230  S.    u.   32  Tafeln.     Braunschweig  1906, 
Fnedr.  Vieweg  u,  Sohn,     geb.  JC  6,80. 
Das  Lob,    welches    wir   der  ersten   vor  5  Jahren  erschienenen  Auflage 
"'es«'»  Buches  spendeten,  kommt  in  noch  erhöhtem  Maße  der  neuen  Auflage 

'  d>r  M-Ihom.lih   und  Phj.ik.     UL  Horb«.      Xin.  fl 
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zu.  Der  Verfasser  bat  sich  in  allen  Punkten  mit  Erfolg  bemObt,  die  Re- 
sultate der  neuesten  Forscbungen  in  den  alten  llahmen  hineiniaarbeit*n. 
Daliei  ist  der  Umfang  des  Buches  um  drei  Bogen  gewachsen ,  die  Tafeln 
sind  mn  fOul',  darunter  die  große  aus  der  Meteor.  Zscb.  bekannte  Abbildung 
der  Hagelwolke,  vermehrt  worden.  Von  neueren  Forschungsergebnissen 
notieren  wir  die  über  die  Zusauuuensetzung  der  Luft,  die  lonentheorie  der 
atmosphärischen  Elektrizität,  die  Temperaturen  und  Bewegungen  der  höchsten 
Luftschichten,  die  Lenardschen  BeobachtuDgen  über  GröBe  und  Gestalt  der 
Regentropfen  usw.  Wir  hoffen,  daß  das  Buch  sich  zu  manchem  alten  viele 
neue  Freunde  erwerben  wird. 

Charlüttenhurg.  H.  Samtek. 

BemUB.     Der  dfnamologische  Lehrgang.     Versuch    einer  geschiossenen 
Naturkunde.      ( Sammlung    naturwissenschaftlich  -  pädagogischer    Abhand- 
lungen  Bd.  11  Heft  4.)     X    u.    132    S.     Leipzig    1906,    B-  G.   Teubner. 
Geheftet  .H  ■!,— . 
Der  Verfasser  sucht  zu  beweisen,  daB,  wenn  man  einen  streng  logischen 
Aufbau   der  Naturwissenschaften   vor  seinen    Schülern    aufführen    will,    tnaa 
sich   dazu    eines  besonderen  Lehrgangs  bedienen  muS,   dessen    Stufen  er  als 
Dynfiraologie,  Meteorologie,  Biologie,  Technologie  bezeichnet.    Trotzdem   wir 
viele    gute    Lebrproben    in    dem   Werke   finden,    müssen   wir   doch   betonen, 
daß  uns  eine  solche  streng  logische  Konstruktion  des  Schulunterrichts  weder 
möglich  noch  nötig  scheint,  und  daß  gegen  den  üblichen  Lehrplan  schwere 
Bedenken  nicht  vorliegen. 

I.Tiarlottenburg.  H.  Samteb. 

H.  T.  Rohr.     Die  optiaoheD  Instrumente.     130  S. 

Franz.  Der  Hond.  132  S.  und  2  Doppel  tafeln.  (Aus  Natur  und  Geistes- 
welt. Bd.  88  und  90.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.  Gebunden  j© 
JC  1,25). 
Ob  das  Programm  der  schönen  und  preiswerten  Sammlung,  in  er- 
schöpfender und  allgemein  verständlicher  Behandlung  vrichtige  Gebiete  des 
Wissens  zu  bieten,  in  den  vorliegenden  Bündchen  gerade  genau  verwirklicht 
ist,  dies  bezweifeln  wir.  Doch  sind  in  dem  zweiten  ßändchen  die  wohl 
nur  einem  genügend  mathematisch  vorgebildeten  Leserkreise  verständticben 
Gebiete  über  die  Bewegungen  des  Mondes  so  herausgehoben,  daß  sie  über- 
schlagen werden  können,  ohne  daß  das  Verständnis  der  übrigen  litte.  In 
bezug  auf  Vollständigkeit  und  Verständlichkeit  und  Lebhaftigkeit  lUßt  das. 
Buch  vom  Monde  im  übrigen  nichts  zu  wünschen.  Durch  genaue  Be- 
schreibung der  Flut|)hBnomene,  die  ja  nur  zum  Teil  des  Mondes  Werk  sind, 
wird  das  zu  behandelnde  Gebiet  in  durchaus  erwünschter  Weise  erläutert. 
Die  beigegebenen  Mondlandschatten  sind  hübsch  ausgeführt  und  die  Übersichts- 
karte wird  allen  Dilettanten  genügen. 

Ob  es  mdglich  ist,  den  spröden  Stofl'  einer  Theorie  der  optischen 
Instrumente  einem  nicht  eindringend  vorgebildeten  Publikum  klar  und  an- 
schaulich zu  machen,  wissen  wir  nicht,  jedenfalls  können  wir  die  vorliegende 
Behandlung  nicht  als  ausreichend  ansehen.  Der  Verfasser  hat  ein  bedeutendes 
Werk  über  das   photographische  Objektiv  veröffentlicht;  aber  es  ist  etw^^^ 
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anderes  ein  wissenschaftliches  Buch  zu  schreiben  und  wissenschaftliche 
Gebiete  Laien  zugänglich  zu  machen.  Durch  Weglassung  mancher  Einzel- 
heiten und  größere  Ausführlichkeit  bei  den  Hauptsachen  wäre  die  ganz 
gewiß  nicht  leichte  Materie  vielleicht  der  Auffassung  auch  schwächer  Vor- 
gebildeter nahe  zu  bringen  gewesen,  bei  der  schweren  Schreibweise  des 
Verfassers  ist  es  auch  wissenschaftlich  Gebildeten  kaum  möglich,  ihm  in 
aUen  Ausführungen  zu  folgen. 

Charlottenburg.  H.  Samter. 

Astronomiaoher  Kalender  für  1906.  Berechnet  für  den  Meridian  und  die 
Polhöhe  von  Wien.  Herausgegeben  von  der  k.  k.  Sternwarte.  Der  ganzen 
Reihe  68.  Jahrgang,  der  neuen  Folge  25.  Jahrgang.  143  S.,  dazu  Tagebuch 
und  Notizblatter.    Wien,  Karl  Gerolds  Sohn.    Jl  2,40. 

Das  Buch  enthält  alle  für  den  astronomischen  Liebhaber  interessanten 
Daten,  wie  Stemzeit  im  mittleren  imd  Zeitgleichung  im  wahren  Mittag, 
die  Finsternisse,  Verfinsterungen  der  Jupitermonde,  ein  Fixstemverzeichnis, 
ein  Verzeichnis  der  Veränderlichen,  von  Doppelstemen,  Nebelflecken  und 
Sternhaufen,  die  Koordinaten  der  Hauptplaneten,  der  Sonne  und  des  Mondes 
in  hinreichender  Ausführlichkeit.  Beigegeben  ist  eine  hinreichend  ausführliche 
populäre  Abhandlung  von  Dr.  Holetschek  über  den  gegenwärtigen  Stand 
unserer  Kenntnisse  der  veränderlichen  Sterne,  die  auch  die  sämtlichen  Hypo- 
Üiesen  für  die  verschiedenen  Typen  recht  klar  darstellt.  Wir  können  den 
Kalender  allen  Interessenten,  auch  den  Lehrern  höherer  Schulen  angelegent- 
lichst empfehlen. 

Charlottenburg.  H.  Samter. 

Bottger.  Beiträge  snr  G^Böhichte  und  Methode  des  ohemisohen 
Unterrichts  in  der  Volksschule.  VI  und  78  S.  Leipzig  1906, 
B.  G.  Teubner.     Jt  1,40. 

Diese  von  genauer  Kenntnis  der  Literatur  zeugende  Arbeit  eines  eifrig 
fOr  die  EinfEQurung  und  Ausgestaltung  des  chemischen  Unterrichts  in  der 
Volksschule  —  leider  eines  Stiefkindes  der  Pädagogik  —  tätigen  Schul- 
mannes wird  nicht  bloß  für  Volksschullehrer  lesenswert  sein,  sondern  auch 
nonchem  an  höheren  Schulen  wirkenden  wichtige  Fingerzeige  geben;  denn 
besonders  auf  der  Unterstufe  sollte  sich  die  Methodik  in  beiden  Kategorien 
von  BUdungsanstalten  nicht  unterscheiden. 

Gharlottenburg.  H.  Samtbr. 

'^Uaire  du  Bureau  des  Longitudes.   VI  -|-  950.  Paris  1908,  Gauthier- 
Villars.    Fr.  1,50. 

^ie  in  jedem  Jahre  hat  das  Bureau  des  Longitudes  auch  ftir  das  Jahr 

1908    sein  Annuaire  herausgegeben.     Dieser  Band  enthält  auBer  den  astro- 

öoini3^jjgjj  Daten  zahlreiche  Tabellen  aus  der  Physik,  Chemie  und  Technik. 

^^ohnngt  ist  diesmal  u.  a.  die  Abhandlung:   La  distance  des  astres  et  en 

P*^cytilier  des  etoiles  fixes  von  Herrn  G.  Bigourdan. 

Berlin.  E.  Jaiinke. 

6* 
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t  Aufgaben  und  Lehrsätze.    Lösungen. 
A.  Aufgaben  und  Lehrsfttae. 

191.  Über  den  Seiten  a,  h,  c  eines  Dreieckes  ABC  sind  drei  gleich- 
seitige Dreiecke  errichtet,  und  zwar  so,  daß  das  gleichseitige  Dreieck  BCA^ 
auf  derselben  Seite  der  Geraden  a  liegt  wie  ABC  usw.  Es  sind  die  Seiten 
Oj,  \,  Cj,  und  Winkel  «j,  (J^,  y,,  des  neuen  A  A^B^^C^  durch  die  des  gegebenen 
auszudrücken.  Der  Prozeß  ist  fortzusetzen;  über  n^,  \.  Cj,  sind  wieder  drei 
gleichseitige  Dreiecke  mit  den  Spitzen  A^,  Ba,  Cj  zu  errichten,  und  das 
A  AjB^Cf  ist  nun  zu  untersuchen.  U.  a.  f.  Unter  welchen  Bedingungen 
hat  der  Prozeß  nach  einer  endlichen  Än/ahl  von  Operationen  ein  Ende, 
d.h.  staßt  man  auf  Gebilde  A^B^C^,  die  keine  Dreiecke  mehr  sind,  und 
welcher  Art  sind  dann  diese  Ausartungen  ? 

Statt  der  gleichseitigen  Dreiecke  in  voriger  Aufgabe  sollen  gleich- 
sehen klig-rechtvrinklige  Dreiecke  genommen  werden  («,  b,  c;  a,,  b^,  c^  •  •  • 
sollen  jedesmal  die  Hypotenusen  sein. 

Gremsmühlen.  ^__^^  Otto  Meessner. 


192.  Gegeben  im  R^  ein  Körper  k* -)-.'/  + ■^'' =  "'  ^^^  «"•  zweiter 
!e'  +  y*  -|-  M*  =  b^ ;  beider  Schnitt  ist  zu  untersuchen  and  »nf  die  drei- 
dimensionalen Räume  x  =  0,  y-^O,  b=-0,  «»-0  (die  Koordinate nräumo) 
zu  projizieren. 

Gremsmühlen.  Otto  Meissneb. 

193.  Vom  Nullpunkte  0  eines  rechtwinkligen  kartesischen  Koordinaten- 
systems trägt  mi|.n  auf  den  Axen  nach  beiden  Richtungen  hin  die  Einheits- 
strecke  ab;  die  Endpunkte  mögen  P^,  ^-i>  ^.t  ^^,  heißen.  Aoßerdem 
trSgt  man  auf  der  positiven  Hälfte  der  X-Achse  die  Strecke  a  bis  Pg  ab. 
Über  Pq^-i  ^'*  Durchmesser  errichtet  man  den  Halbkreis,  der  dia  positire 
T-Achse  in  P,  schneidet;  über  PiP_j,  wird  abermals  der  Halbkreis  ge- 
schlagen, sein  Schnittpunkt  mit  der  negativen  Hälfte  der  X-Achse  heiße  P^, 
mit  i'j  P^  verfahrt  man  entsprechend  usw.  Es  ist  dann  also  OPg  =^  a, 
OP^  =  i/o.  OP,  =  yä  etc.  Es  ist  eine  Kurve  mit  möglichst  einfacher 
Gleichimg  anzugeben,  die  durch  die  Paukte  Pg  P,  usw.  geht. 

Gremsmühlen.  Otto  Meissnek. 


ä 
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B.  LSsnngeii. 

Zu  16  (Bd.  I,  S.  370)  (E.  N.  Barisien).  —  La  normale  en  un 
point  M  variable  d'une  eHipse  de  centre  0  rencontre  le  grand  axe  de 
Tellipse  en  N.  Le  point  N  se  projette  en  P  snr  OM;  la  perpendiculaire 
elevee  en  ^  a  NM  rencontre  OM  en  Q.  Montrer  que  chacune  des  droites 
NP  et  NQ  est  normale  k  nne  ellipse  fixe.  Trouver  les  lieox  des  points  P 
et  Q  et  calculer  Taire  de  ces  courbes. 

Die  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  h  sei  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen,  dessen  X-  und  Y-Achse  mit  den  Achsen  der 
Ellipse  zusammenfallen  und  dessen  Ursprung  im  Mittelpunkt  0  derselben 
liegen  möge.  Bezeichnet  man  die  Koordinaten  des  Ellipsenpunktes  M  mit 
(^9  S^i)i  ^®  ^^^  Punktes  N  mit  (x\  0),  so  ist  die  Gleichung  der  Normale 

NM  — ~ — >  =  ^  * ,  woraus  sich  x'  ^—^x^  ergibt  för  c*  =  a*  —  6*.    Herr 

Barisien  behauptet,  daß  die  Gerade  NP  Normale  einer  festen  Ellipse  sei. 
Diese  Behauptung  ist  nicht  richtig. 

Ich  bestunme  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Geraden  NP,  Hat  der 
gesuchte  Ort  auf  den  Geraden  NP  die  Koordinaten  (x,  y),  so  stellt  sich  die 

Gleichung  der  Geraden  NPia  der  Form  dar:  yy^  =*  —  x^lx «  ^i)  >  oder  da 

doch  (^y^i)  der  Ellipse  angehört: 

y^  -i  (ö*  —  4)  ^xl(x  —  ^,  x^y 

oder 

Die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien  folgt  durch  Eli- 
mination von  x^  aus  den  Gleichungen: 

Da  nun  ^  «  2a*6*  (a*  —  ^f)  y;  ä~"  ~  "~  2a*a;J  {a^x  —  e^x^)^  so  nehmen 
jene  Gleichungen,  wenn  noch  ^  -  =  p  gesetzt  wird,  die  Form  an : 

6*y(a' Xf)  n  9  9  9 

Die  Elimination  von  x^  Hefert  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen 
Trajektorien: 

6*[e*  — a*(«+l>y)"l  .  ,  &«* 


und  sie  fOhrt  nicht  zu  einer  Ellipse.     Soll  nämlich   der  gesuchte  Ort  eine 
EUipee  sein,  so  müßte  die  Differentialgleichung  lauten:  x-\-py^  — — — ^^= 

(vgl.  0.  SchlOmilch,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analjsis,  2.  Teü, 
2.  Aufl-,  1874,  Leipzig,  B.  G.  Teubner;  S.  306,  Nr.  31). 

Auch  die  Geraden  NQ  besitzen  nicht  die  von  Herrn  Barisien  behauptete 
Eigenschaft.    Li  diesem  Falle  wird  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen 
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Trajektorien  ir+|)y  = -— ^.-^z^i:  ,  die  ebenfalls  zu  keiner  Ellipsengleichung 
führt.  r    i'  -T 

Die  Gleichung  des  Ortes  P  ist: 

Diese  Kurve  sechsten  Grades  besteht  aus  zwei  symmetrisch  zur  X-  und 

r»  Achse  gelegenen  Blättern.  Aus  der  Polargleichung  r*  =»  — ,-  -^ — , — r-^-i-r^ . 
®      ®  ®  *  a*  6*008*9 +  a*8m*9 

erkennt  man,  daß  der  Nullpunkt,  ein  vierfacher  Punkt  unserer  Kurve,  auch 
Wendepunkt,    und  daß   die   F- Achse  Wendetangente  ist. 
Der  Flächeninhalt  dieser  Kurve  folgt  aus: 


-  -  ^  '^/, 


008*9^9  7r6(a— 6)*(2a  +  6) 


6*co8*qp -(- ö'sin*9  2a* 

Für  a  — 6  ist  JP'^O,  wie  es  sein  muß. 
Die  Ortskurve  des  Punktes  Q  ist: 

Sie  hat  eine  ähnliche  Gestalt  wie  die  des  Punktes  P,  beide  Kurven  be- 

6* 

rühren  sich  in  den  Punkten  a?  =  0,  y  =»  0  und  x  ^  ±  — ,  y«0. 

Ich  will  für  die  Kurven  der  Punkte  P  und  Q  noch  eine  andere  einfache 
Konstruktion  mitteüen.    Für  die  Kurve  P  gilt 

2       b*e*  cos^qp 


r 


a*   6* C08*<p  +  a*8in*9  ' 
woraus  unter  Beachtung  der  Ellipsengleichung 

r^  =  i-= ^ — i — r^— ,—       folgt:       — -  -  =  -  .  —  cos g>. 

r'  e*  r 

Wird =  w,  —  cos©  =«  v  gesetzt,  so  ist:   u  =  —  •  v,  und  hieraus  ergibt 

008  qp'a^°'  a.^  ® 

sich  eine  einfache  Konstruktion.  Ähnliches  gilt  für  die  Ortskurve  des  Punktes  Q. 

Der  Flächeninhalt  der  letzteren  Kurve  ist  gegeben  durch: 


n 


--^":^h 


008*  qp  j  8  ^^* 


*008*<jp  +  a*8in*qp)'     ^        * 


s  ^9  =  8     -ir  •  'i^- 


Der  Flächeninhalt  der  zweiten  Kurve  kann  in  Beziehimg  zu  dem   der 
Ellipse,  ihren  Scheitelkreisen  und  ihrer  Evolute  gebracht  werden    Die  Ellipse 

hat  den  Flächeninhalt  E=^ah%.  ihre  Evolute  den  Flächeninhalt  2)  =  f  ä  — r  * 

»      ah 

Daher  verhält  sich  D :  P  =  a* :  6*,  d.  h.  „der  Flächeninhalt  der  Ellipsenevolute 
verhält  sich  zu  dem  der  Kurve  Q  wie  die  Quadrate  der  beiden  Halbachsen 
der  Ellipse  oder  wie  die  Flächeninhalte  des  Haupt-  und  Nebenscheitelkreises 
der  Ellipse." 

Berlin.  stud.  math.  Werner  Gaedecke 
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Zu  47  (Bd.  m,  S.  78)  (0.  Stolz).  —  Der  Inhalt  eines  Körpers, 
welcher  aus  einer  Begelfläche  durch  zwei  parallele  Ebenen  geschnitten  wird, 
läßt  sich  durch  die  Prismatoidformel  berechnen.  Bezeichnet  man  mit  h  den 
Abstand  jener  beiden  Ebenen,  mit  g  und  G  die  Zahlen  der  in  ihnen  be- 
findlichen Grundflächen  des  Körpers,  endlich  mit  JD  die  Zahl  seines  Mittel- 
schoittes  [d.  i.  des  Schnittes  in  der  durch  den  Mittelpunkt  von  h  parallel 
2n  g  und  G  gelegten  Ebene],  so  ist  der  Inhalt  des  Körpers 

3 


('4^+H- 


Das  vom  Aufgabensteller  bereits  angedeutete  Beweisverfahren  gestaltet 

ikh  —  unter  Beibehaltung  seiner  Bezeichnung  —  im  einzelnen  wie  folgt: 

Der  Inhalt  des  zur  Abszisse  x  gehörigen  Querschnitts   der  Regelfläche 

^stimmt  sich  aus  der  Formel  Q{x)  ^jydz  oder   wenn  man  für  y  und  e 
^ie  Ausdrücke  aus  den  Flächengleichungen  a;  =  aw,  y=F+(3u,  £?  — Z+yw 

^infthrt,    aus  Q{x)  ^J{Y  +  ßu)d{Z  +  yu)  ^j {y  +  ^x)  d  (z  +  ^x). 

Berücksichtigt  man,  daß  x  längs  des  Querschnittes  konstant  ist,  so  geht 
^^   Ausdruck  rechterhand  über  in 

/"^ + '[/^^ +/"(■:)]+ '•/'^  ©  ■ 

l^un  ist,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  /  YdZ  =  g.    Setzt  man  noch 

/«.z+/r.(„')-i..    /^g)-^, 

>vird 

Q{x)^Ax^+Bx  +  g, 

Die  Konstanten  A  und  B  ergeben  sich  aus  den  Bedingungen  Q  ( «  )  ==  -D 

id   Qh  =  G, 

Aus  dem  quadratischen  Ausdrucke  für  Q{x)  folgt  aber  bekanntlich  die 
^*i  Stolz  angegebene  Prismatoidformel. 

Berlin.  stud.  math.  Werner  Gaedecke. 


Zu  54  (Bd.  in,  S.  171)  (E.  Lampe).  —  Der  Ausschlag  a  eines  Pendels 
^ßen  die  Ruhelage  beträgt  179^59'.  Wie  verhält  sich  seine  Schwingimgs- 
^Uer  T  zu  der  Schwingungsdauer  Tq  für  unendlich  kleine  Schwingungen? 
Ptlr  «  ==  180®  ist  bekanntlich  T=  cx)). 

Erste  Lösung.  —  Setzt  man,  wie  üblich. 


|/l  —  Ä;*  sin*  9 

0 


J  yi— Ä:'»8in*9 


"^^  ^K    und     /.    _r^=-_«ü:'. 


2js: 


^orin  ib  =■  sin  -^  und  Ä  =»  cos  -^  bedeutet,  so  besteht  die  Gleichimg  -fp-  =  — . 
^^  hier  k  nahezu  gleich  1  imd  k    sehr  klein  ist,  so  kann  man  die  Entwick- 
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lungen   von  K  und  K'  nach  Potenzen  von  k'  benützen,  welche  (z.  B.  nach 
Schlömilch,  Comp.  d.  höh.  An.  II.    3.  Aufl.  1879,  S.  322)  lauten 

V      2ä:',       4            Vr/1.8.6.    .(2n-l)\^/          11  1\    ,,. 

^=^-V^^»F~2^   l~2.4.6...2n      )   l^~2  +  8 2nj*      ^ 


n  =  l 


*■_![: +_g(L«-.<?^a)%...]. 


Wegen  der  Kleinheit  von  ä'«  sin  30   =  0,0001454  •  •  •  haben  die  Summen  2; auf 

4  f  3t 

die  7.  Dezimalstelle  keinen  Einfluß  mehr,  daher  ist  JBT  «  log  ^^  und  ä  =  y  • 
Also  ist  mit  derselben  Genauigkeit 

^  =  ~   log  ^  -  6,507536. 

Aussig  (Böhmen).  stud.  math.  J.  K&ug. 

Zweite  Lösung.  —  Man  berechne  aus  dem  Ausschlage  er  der  Reihe 
nach  a^,  a^,  c^s)  *  -  *  i^i^^s  der  Gleichungen  (Landen sehe  Substitution): 

sin  —  =  tan*  ^  ,     sin    *  =  tan* -^ ,     sin  ---  =  tan*  -'    •  •  •, 

Z  *  Z  4  £  4 

so  folgt  die  Schwingungsdauer  T,  welche  zu  2  a  gehört,  aus 


T 


_0 

,  a  ,  OL  ,  a,  ,  ff. 

cos'     -  •  C0b'--7-  •  008* -7^  •  008* -p  • 
4  4  4  4 


Für  a  =  179^59'  ergibt  sich  der  von  Herrn  Krug  gefundene  Zahl  wert. 
Berlin.  E.  Lampe. 


Zu  76  (Bd.  rV,  S.  351)  (W.  Fr.  Meyer).  —  Trägt  man  in  jedem 
Punkte  P  einer  ebenen  Kurve  C  an  die  Tangente  eine  Gerade  g  unter 
konstantem  Winkel  y  an,  so  umhüllen  die  Geraden  g  eine  Kxirve  ij  ,  die 
im  Falle,  daß  y  ein  Rechter  ist,  in  'die  Evolute  E  von  C  übergeht. 

„Hält  man  einen  Punkt  P  von  C  fest,  so  liegen  die  Berührungspunkte 
aller  von  P  ausgehenden  Geraden  g  auf  dem  Kreise,  der  über  dem  Krüm- 
mungsradius  von  P  als  Durchmesser  beschrieben  ist.^^ 

Erste  Lösung:  Die  Kurve  C  habe,  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system bezogen,  die  Gleichung  y  =  fi^)-  Um  die  Kurve  E  zu  finden,  gehe 
ich  aus  von  der  Gleichung  der  Geraden  g  : 

wo  a  den  Winkel  bezeichnet,  den  g    mit  der  positiven  X-Achse  bildet,  und 
wo  sich  (ajj,  y^)  auf  die  Kurve  C,  (a:,  g)  auf  die  Kurve  E    beziehen.     Da 

,  -  =  f'  (xj)  der  Richtungskoeffizient  der  Tangente  der  Kurve  C  ist,  so  ist: 
tgy  =  i+f'{xj-  tgä '  ''°™'^  '"'*  ^(""i)  =  ^'  hervorgeht:  tg«  =  i_y>^t^y  • 
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Setzt  man  diesen  Wert  in  (l)  ein,  so  ergibt  sich: 

^(«,  yi  ^i)  =  (y  -  yi)  (1  —  yi  tgy)  -  (x  -  x^)  {y[  +  tgy)  =  o. 

Durch  Differentiation  nach  x^  erhält  man,  da  ^i  =  /'(^i): 

^-|^^^  =  -  (y-yi)yrtgy  -  (1  ~yitgy)yi- (^ 

voraus:  {x-x;)y:' 


b 


um  nun  den  geometrischen  Ort  der  Berührungspunkte  aller  Kurven 
-£y  mit  den  durch  P^(arj,yJ  gehenden  Greraden  g  zu  finden,  hat  man 
^,  ^j  als  konstant,  tg^^  dagegen  als  variabel  zu  betrachten.  Die  Sub- 
stitution des  obigen  Wertes  von  tgy  verwandelt  Gleichung  (l)  weiter  in: 

y_iiyi  _  ya(y~yi)yr-a+y(')]-(^-^)yi" 
«-^1       yfyr(«~a^)  +  (y-y,)yr-(i  +  yiÖ' 

oder 

(y  -  Vi^yi  -Qf-yt)  (1  +yi»)  +  (^ - a;,)* y,"  +  (a;  -  a^)  vi (i  +  yi'»)  =  o. 

Und  diese  Gleichung  Iftßt  sich  leicht  auf  die  Form 

{X  -  D»  +  (y  -  vT  -  (ff 

ringen,  wo 

Vi  »      5  —  a^i  2yj"         '      V  —  VlT      2y{' 

^®n  Krümmungsradius  der  Kurve  (7,  bezw.  die  Koordinaten  des  Halbierungs- 
P^nktes  von  q  bezeichnen.  Der  gesuchte  Ort  ist  also  in  der  Tat  ein  Kreis, 
*^^  den  Krümmungsradius  von  P  zum  Durchmesser  hat. 

Berlin.  stud.  math.  Werner  Gaedecke. 

Zweite  Lösung:  Von  zwei  festen  Punkten  M^  und  M^  mögen  zwei 
St^rahlen  ausgehen,  die  sich  in  S  schneiden.  Drehen  sich  nun  M^S  und  M^S 
^^t  gleichen  und  gleichsinnigen  Geschwindigkeiten  um  M^  und  Jtfj,  so  durch- 
l&nft  ihr  Schnittpunkt  den  Umkreis  von  M^M^S. 

Es  seien  P  und  Q  zwei  unendlich  nahe  Punkte  auf  der  gegebenen 
'^Urve  C;  dann  schneiden  sich  die  Normalen  von  F  und  Q  im  Zentrum  Z 
^^8  Krümmungskreises.  Ein  Punkt  der  gesuchten  Umhüllungslinie  E^  ist 
^^^  Schnittpunkt  S  zweier  Geraden,  die  mit  den  Tangenten  in  P  und  §,  also 
*^ch  mit  den  Normalen  in  P  und  Q  denselben  Winkel  bilden.  Daher  liegt 
.  auf  dem  Umkreise  von  PQZ;  dieser  Kreis  berührt  natürlich  die  Tangente 
^  -f*,  ist  also  der  Kreis  über  dem  Krümmungsradius  von  P  als  Durchmesser. 

Berlin,  12.  Febr.  1908.  E.  Lampe. 

Zu  156  (Bd.  X.  S.  328)  (0.  Meißner)  —  Gegeben  ist  ein  Dreieck 
"^  -ö  C  mit  den  Seiten  a,  &,  c,  den  Winkeln  a,  j8,  y  und  dem  Flächeninhalt  J. 
besucht  werden  alle  eingeschriebenen,  gleichwendig  und  ungleichwendig 
**^lichen  Dreiecke  Ä'B'C  vom  Flächeninhalte  i. 
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a)  Ich  beschrfinke  mich  zunächst  auf  den  Pull,  daB  ABC  ungleichseitig 
ist  und  benötea  folgende  bekanote  Siltze  (Emmerioh,  die  Brocardachen 
Gebilde.     §  38,  9.  Anni.,  g  61,  5.  usw.): 

I.  Es  gibt  sechs  Punkte  in  der  Ebene,  deren  Fußpunktdreiecke  AiBöCÖ 
dem  Urdreiecke  ABC  gleichwendig  ähnlich  sind,  und  zwar 

1.  .den  Ümkreismittelpunkt  0\  die  Ecken  Aö,  Bö,  Co  des  zugehörigen  Pufi- 
pUEktdreieckes  liegen  bezüglich  auf  a,  6,  c,  und  der  Fla  eben  Inhalt  ist  ((,(0)  —  j  ■ 

2,  und  b,  die  beiden  Brocardscben  Punkte  D  und  E\  die  Ecken 
A,'\,  S<h  Co  der  zugehörigen  FuBpunktdreiecke  liegen  bezüglich  Bof  c,  a,  b  und 
A,  c,  a,  und  die  Fl  Beben  in  halte  sind  („(D)  =  'o(-E)  =  "^  sin'u»,  wobei  w  der 
Brocardsche  Winkel  des  Urdreiecks  ist, 

4.,  5.  und  6.  die  Zentren  der  drei  Apollonischen  Kreise  1,',M' 
und  N  ;  die  Ecken  A^  Bo,  Co  der  zugehörigen  FuBpunktdreiecke  liegen  be- 
züglich auf  o,  c,  b;  c,  b,  ii  und  b,  a,  c,  und  die  Flächeninhalte  sind") 

■.'^■)=^-i:^'^,  .w-^-S^j-ü^. '.(^)-^-ii^- 

n.  Es  gibt  femer  fünf  Punkte  in  der  Ebene,  deren  FuBpuiiktdr«iecke 
AiBid  dem   Urdreiecke  ABC  ungleich  wendig  ähnlich  sind,  nKmlich: 

7.,  8.  und  9.  die  Ecken  des  zweiten  Brocardscben  Dreiecks  L,  M 
und  N;  die  Ecken  Ao,  Bo,  Cq  der  zugehörigen  FuBpunktdreiecke  liegen 
bezüglich  auf  a,  c,  b;  c,  6,  a  und  b,  a,  v,  und  die  Flächeninhalte  sind 

»„(/.)  =  -  sin*A,  io(jlf)  =■  -  sin*f4,  (^{jV)  =  ^  sin*v, 

wobei  i,  (i  und  v  die  Winkel  zwischen  den  Seiten  und  ihren  zugeordneten 
Schwerlinien  im  Urdreiecke  sind. 

10.  und  11.  die  durch  Inversion  am  Umkreise  aus  den  Brocardachen 
Punkten  D  und  E  entstandenen  Punkte  D'  und  A";  die  Ecken  A^,  Bi,  Ci 
der  zugehörigen  Fußpunktdreiecke  liegen  bezüglich  auf  c,  a,  b  und  6,  c,  a, 
und  die  Flücheninhalte  sind  h{^')  =  h(^')=  ^i^ZT^' 

h)  Es  werde  allgemein  irgend  einer  dieser  elf  Punkte  mit  P  beKeichnet 
Die  Lote  PA^,  PBä  und  PCi  mögen  nun  um  P  im  positiven  oder  negativen 
Sinne  um  den  Winkel  8^  gedreht  und  gleichzeitig  im  Verhältnisse  1  :  cos  fl 
verlängert  werden,  dann  bleil)en  die  Endpunkte  auf  den  Seiten  des  Cr- 
dreieckes  und  bilden  ein  eiageachriebenes  Dreieck  A'B'C'  ~  AÖBiCg  "^  ABC 


hin  > 

mit  dem  Flächeninhalt  co»'e''  *'*'■  ~'   ^^^  ***'^-     1**  daher  '^iit(P)  ge- 
geben, so  lassen  sich  aus  jeder  der  elf  Gleickongen 

1)  Hat  ein   Punkt  P  von  den  Seiten  o,  b,  v  die  Abstände  3 
Fllcheninhalt  «eineB  Fußpunktilreiecks  bekaDnUich: 


m 


Die  »enkrechtcQ  Abstände  x,  y,  t  (Komialkoordin&ten;  der  im  Texte  anffcgebeneii     ^ 

Punkte   eind   bekannt  (Emmerich,   I.  c.   Anhang.),   daher  konnte   i,    Oberall  u ■ 

gegeben  werden. 
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entweder  zwei  reelle  (spitze)  Winkel  ^  ö,  oder  nur  ein  Wert  ö  =  0,  oder 
^ein  reeller  Winkel  0  finden.  Die  Anzahl  der  reellen  Lösungen  f&r  0 
^us  diesen  elf  Gleichnngen  (m),  welche  ^22  ist,  stimmt  denmach  mit  der 

Anzahl   der    eingeschriebenen,    gleich  wendig  und   ungleichwendig   lÜiinlichen 

^iecke  A'B'C  vom  Flacheninhalte  %  überein. 

c)  1b\,  ABC  gleichschenklig,  etwa  &»c,  so  fällt  vom  zweiten  Bro Card- 
uben Dreiecke  die  Ecke  L  nach  0,  die  Ecke  M  nach  D  und  die  Ecke 
^  nach  E^  desgleichen  tällt  L'  ins  Unendliche,  M'  auf  D'  und  N'  auf  ^'; 
^  gibt  hier  also  nur  5  Punkte,  nämlich  0,  D,  E^  D\  E\  deren  Fnßpunkt- 
Mecke  mit  dem  Urdreiecke  ähnlich  sind  (ein  Unterschied  zwischen  gleich- 
wendig  und  angleichwendig  ähnlich  besteht  hier  nicht),  und  daher  nur  ftLnf 
Gleichungen  (m)  für  0  mit  höchstens  zehn  reellen  Lösungen. 

d)  Ist  ABC  gleichseitig,  so  fallen  von  den  vorigen  fünf  Punkten  D 
und  E  nach  0  und  D'  und  E'  ins  Unendliche,  weshalb  also  hier  nur  eine 
OJeichung  (nt)  mit  höchstens  zwei  reellen  Lösungen  fdr  0  auftritt. 

e)  Aus  diesen  Betrachtungen  ist  ersichtlich,  daß  die  Aufgabe  insofern 

ixikorrekt  gestellt  ist,  als  nicht  „drei  evidente^  Lösungen  vorkommen;  denn 

^ie  Anzahl    z   der   Lösungen    genügt   beim    ungleichseitigen    Dreiecke    der 

Ungleichung  0^j?^22,  beim  gleichschenkligen  Dreiecke  der  Ungleichung 

^^jp^IO    und   beim  gleichseitigen  Dreiecke  der  Ungleichung  0^j?^2. 

I^e  Lösung  auf  Seite  107  in  Bd.  XU  berücksichtigt  nur  den  Brocardschen 

'T^kt  D,  dessen  Fußpunktdreieck  tß  —  J'sin*»  ist;  daher  werden  bloß  zwei, 

^uie,  oder  keine  Lösung  gefanden,  jenachdem 

J^J  oder  -j^ sin»«. 

^ese  Lösung  ist  denmach  unvollständig. 

Aussig  (Böhmen).  stud.  math.  Josef  Kruo. 

Zu  178  (Bd.  XI,  132)  (G.  Kober).  —  Eine  Antwort  auf  die  erste  Frage 
ist  auch  von  Herrn  stud.  Arthur  Wieferich  (Münster)  eingelaufen.    Red. 


Zu  180.    (Bd.  Xn,  S.  91)  (6.  Kober).  —  Die  Gleichung  einer  kubischen 
*^*Jubel  Pj  sei  y  =  Oq  +  a^  X  +  Oj  aj*  +  Oj  a;*.  Diese  Gleichimg  kann  man  schreiben 

^^  =»  Oj  +  OjX  +  fljX ,  und  daraus  erkennt  man,  daß  Pj  das  Erzeugnis 

^«8  Strahlenbüschels 

(!)  ?^-^«  =  X 

X 

lind  der  Parallelstrahleninvolution 

(D)  Oj  +  a^x  +  c^i^  =  A 

^  Der  Scheitel  des  Büschels  (I)  ist  der  Punkt  A  (siehe  Fig.),  in  dem  Pj 
^e  2f- Achse  schneidet;  seine  Koordinaten  sind  0,  a^.  Die  Strahlen  der  Invo- 
lution (n)  treffen  die  Parabel  y  =  «i  +  OjX  +  ajic*,  die  mit  P  bezeichnet 
Verden  möge,  in  den  Punkten,  in  denen  sie  auch  von  den  Strahlen  des  Büschels 
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desBBn  Scheitel  der  anendlich  entfeiiite  Punkt  der  x-Ächae  ist,  geschnitten 
wird,  und  diese  Schnittpunkte  werden  also  von  den  Strahlen  der  Involution 
aof  die  i- Achse  und  auf  jede  zu  ihr  parallele  Gerade  projiziert,  Die  Parabel 
P  schneidet  die  y-Achse  in  dem  Punkte  B,  dessen  Ordinatd  Oj  ist;  ihr  Scheitel 
C  hat    die    Koordinaten 


-"l 


Der  Schnittpunkt  der 
Parabelacbse  mit  der  Kurve  P,  sei  D. 
In  den  Strahle  nbflscheln  (UI) 
und  (I)  entsprechen  einander  die 
Sij-alilen  y  =  a,  und  '■'-'^^  =a^; 
ersterer  ist  die  Parallele  durch  B 
zur  X-Achse,  letzterer  die  Tan- 
gente von  Pj  in  A.  Femer 
entsprechen     sieb     die    Strahlen 

*  In. 


X  10,  ' 

ersterer  ist  die  Parallele  durch  C  zur  ar- Achse,  letzterer  die  Tangente  von  P,  in  D. 
Das  Erzeugnis  der  beiden  projekti  vi  sehen  Strahl  enbüscbel  (Hl)  aud  (!) 
ist  die  Hyperbel  y  (j'  —  l)  =  —  a„;  sie  heiße  H.  Sie  geht  durch  A  und  hat 
die  Asymptoten  a;  =  1  und  j  =  0.  Für  die  Schnittpunkte  von  II  und  P  gilt 
die  Gleichung 

Diese  Gleichung  genügt  auch  den  drei  Schnittpunkten  der  Kurven  P,  und  P. 
"  mach  schneidet  die  Hyperbel  H  tlie  Kurve  Pj  außer  in  A  noch  in  den 
drei  Punkten  E,  F,  ß,  in  denen  Pj  von  P  getroffen  wird.  Punkt  A  ist  immer 
reell;  dagegen  können  zwei  der  Punkte  £,  F,  G  imagin&r  sein. 

Anmerkung:  Die  Figur  entspricht  der  Gleichung  y—  »  +  fj^  — f  a;*4- ^a^- 
Prenzlau.  W.  Steqbhakn. 


2.  Anfiragen  and  Antworten, 

(Tacat.) 


Kleinere  Notizen. 
Das  re^elmäfifge  TlemnildrrlBlg-Eck. 
1.  Aus  Fig.  1  läßt  sich  die  Gleichung  ablesen: 
2  8inV'''  +  2Bin','«+  2ain^«+23in|<»-I-|-2 
ni_« 
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oder  auch  folgende: 

(n)     2cosa  +  2co83aH-2cos5a  +  2cos7a  —  l  +  2co8  2a+2co8  4a 

+  2  cos  6  er  +  2  cos  8  a. 

Allgemein  kann  man  für  einen  Winkel  a  =     -  -j—r  (n  eine  ganze  Zahl 

^1)   sich  folgende  Konstruktion  (s.  Fig.  2  a  und  2  b)   ausgeführt  denken. 

Vom  Scheitel  aus  sei  auf  dem 
einen  Schenkel  eine  beliebige 
Strecke  =  1  abgeschnitten,  um 
den  Endpunkt  des  Abschnitts 
ein  Bogen  mit  dem  Halbmesser 
1  beschrieben,  um  den  Schnitt- 
punkt dieses  Bogens  mit  dem 
andern  Schenkel  sei  wieder  ein 
Bogen  mit  dem  Halbmesser  1 
geschlagen,  und  das  Verfahren 
sei  fortgesetzt,  bis  die  ganze 
Figur  ein  gleichschenkliges 
ßaW  IM  Dreieck  mit  dem  Basiswinkel 

2 na  werde.  Von  den  2«  Teil- 
dreiecken   liegen   n    mit   den 


.-;;« 


\a 


'«MC 


4^: 


Fig.  1. 


yi'mr^ 


a 


finita 


Fig.  la. 


Fig.  2  b. 


^Basiswinkeln  a^  3a,  •  -  '  (2n  —  l)a  dem  einen  Schenkel,  n  andere  mit  den 
Basiswinkeln  2a,  4a,**-2na  dem  andern  Schenkel  an.  Das  letzte  Teildreieck 
^  stets   dem   ganzen  Dreiecke   ähnlich.     Für  den  einfachsten  Fall,  f)  ^  1, 

«  =  -r- ,  ergibt  sich  die  altbekannte  Figur  zur  Herleitung  der  Konstruktion 

«ines  Winkels  von  36*. 
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Aus  Pig.  2  a  und  2  b  lassen  sich  für  a  =   - — ^-  die  allgemeinen  Formeln 
ablesen: 

2  sm  — - —  a  —  2sin-      — a  +  '--  +  2  8in-|a  —  2  8in-2-=l 
oder 

2  cos  a  —  2  cos  2a  +  •  •  •  +  2  cos  (2w  —  l)  a  —  2  cos  2na  =  1. 

Die  letztere  Formel  läßt  sich  auch  schreiben 

2  cos  a  +  2  cos  3a  +  •  •  •  +  2  cos  (2«  —  l)  a 

+  2  cos  (2n  +  1)  a  H h  2  cos  (4«  —  l)  a  -=  1. 

2,  In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  die  Gleichung  (IE)  schreiben: 
2  cos  a  +  2  cos  3a  +  2  cos  5a  +  2  cos  7a  +  2  cos  9a  +  2  cos  11  a 
+  2  cos  13a  +  2  cos  15a  =  1. 

Nun  kommt  es  nach  6auß^)  an  auf  den  Ausdruck 

cos  a  +  cos  9a  +  cos  13 a  +  cos  15a  =  sin  Y  a  —  sin  y  a  -—  sin  y  a  —  sin  ^} a. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (I) 

sinya  +  sinya  +  8in|a  —  sinja  —  ic,, 
sin  ya  +  sin  ja  +  sin  ya  —  sin  ya  —»  x^j 

so  ist  0?^  —  ^  ~  i*  Führt  man  die  Multiplikation  x^x^  aus  und  wendet  auf 
die  Teilprodukte  die  Formel  sin  j3  sin  y  =  y  [cos  {ß  —  y)  —  cos  (ß  +  y)]  an, 
so  findet  man 

x^x^  =»  2  cos  a  —  2  cos  2of  +  2  cos  3a  —  2  cos  4a  +  2  cos  5a  —  2  cos  6a 

+  2  cos  7a  —  2  cos  8a, 

also  nach  Formel  (II):  x^x^  =  1. 

Setzt  man  weiter  sin  y  a  +  sin  y  a  =»  y^,  sin  y  a  —  sin  y  a  =  y^ ,  so  ist 

^1  -  y«  =  ^1 » 

^1^2  "  i  (^s  "  —  ^^8  2"  +  ^^s  ^"  ~"  cos  4a 
+  cos  5a  —  cos  6a  +  cos  7a  —  cos  8a)  =  j. 

Ebenso  ergibt  sich  für  sin  y  a  +  sin  y  a  =»  jJ^,     sin  y  a  —  sin  y  a  ==  j?j 

Endlich  findet  man 

sin  ^g*  a  sin  y  a  =»  y  (cos  6  a  —  cos  7  a)  =  y  (sin  y  a  —  sin  y  a)  =  y  y^. 

Für  die  Sehnen  der  doppelten  Winkel  aber  ergeben  sich  die  Gleichungen 
chord  IIa  +  chord  7a  —  (chord  5a  —  chord  3a)  =»  2x^  «  aj, 
chord  l3a  +  chord  a  —  (chord  15a  —  chord  9a)  =■  2a;j  «  o^, 

(m)  a^  — aj  =  l;         a^o,  =  4, 

1)  Disquisitiones  arithmeticae,  art.  364. 
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ferner 

chord  11  tt  +  chord  7«  —  2y,  =  b^,  chord  5«  —  chord  3«  =  2yj  —  &,, 

(IV)  6, -6j  =  a,;  Äi&, -1. 

chord  13«  +  chord  a  —  2«j  —  q,  chord  15«  —  chord  9o  -=  2ä,  —  Cj 

(V)  c,  — c,  — 0,,  <i<i  — 1, 
endlich 

(VI)  chord  13k  chord  a  —  6,. 

Es  kann  nnnmehr  chord  a  —  chord  ^^,  die  Seite  des  in  einen  gegebenen 
Kreis  beschriebenen  regelmäBigen  Vielecks  von  34  Seiten,  durch  Konstruktion 
gefanden  werden  (s.  Fig.  3). 

Han  ziehe  einen  DnrchmeBser  JOj£,  mache  ÄO^A.  AB  nnd  —  y^^I' 
beschreibe  um  0,  mit  O^A  einen  Kreis,  ziehe  and  TSrlängere  BO^.    Man  be- 


schreibe um  BC  nnd  um  BD  als  Durchmesser  Kreise,  mache  BE  _L  CB  und 
"  B0^,  siehe  und  verlängere  EO,  und  EO^.  Dann  verlängere  man  BE 
om  EQ^  •—  EG,  beschreibe  um  B  nnd  um  O,  mit  y  EJ  Bogen,  die  sich  in 
0^  schneiden,  schlage  am  0^  mit  ^EJ  einen  Kreis  und  ziehe  in  diesem  den 
dwth  E  gehenden  Durehmesser.  Dann  ist  BC  —  a^,  BD  —  Oj,  ES  —  6j, 
£C-i„  £J  — c,,  EJ"— c,,  EÄ"— chord  13«,  EL  aber  =  chord  k  die 
^ite  des  in  den  gegebenen  Kreis  einbeschriebenen  regelmäßigen  Vienind- 
^ifiig-Ecks. 
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3.  Es  besteht  zwischen  der  Beschreibung  des  regebnäßigen  VierunddreiBig 
Ecks  und  der  des  regelmäßigen  Siebzehn-Ecks  in  einen  gegebenen  Kreis  die 
selbe  Beziehung,  die  für  die  regelmäßigen  Figuren  von  10  und  von  5,  von 
und  von  3  Seiten  gilt:  das  regelmäßige  Vieleck  mit  der  doppelten  Seitenzal 
läßt  sich  leichter  einbeschreiben,  als  das  mit  der  einfachen  Seitenzahl,  un 
letzteres  konstruiert  man  am  einfachsten  mit  Hilfe  des  ersteren.  Diese  B( 
Ziehung  findet  bei  der  Berechnung  der  Seiten  aus  dem  Halbmesser  des  gc 
gebenen  Kreises  darin  ihren  Ausdruck,  daß  für  die  Seite  des  Vielecks  mit  de 
einfachen  Seitenzahl  eine  Quadratwurzelziehung  mehr  erforderlich  ist,  de 
Wurzelexponent  des  algebraischen  Ausdrucks  die  zweifache  Höhe  hat. 

4.  Leitet  man  zu  den  Gleichungen  (LH) — (VI)  noch  folgende  ab: 

chord  15a  •  chord  9a  —  chord  IIa  +  chord  7a  =  ft^ 
chord  IIa  •  chord  7a  =  chord  13a  +  chord  a  ■=  q 
chord    5a  •  chord  3a  =*  chord  15a  —  chord  9a  =  c^, 

so  ist  die  Berechnung  der  acht  Sehnen  zurückgeführt  auf  die  Lösungen  qua 
dratischer  Gleichungen. 
Es  ergibt  sich 

l/i'f  +  1  1/17  —  1 

\-\W^  +  1  +K34  +  2  1/17)  ,   6j  =  i(-)/r7-.l+V'34  +  2)/i7) 

Cj  -  j  (vT7  -  1  +K34  -  2  1/17")  ;    c,  =  1  (-  yil  +  1  +y34-2>/l7i 
Bei  der  weiteren  Berechnung  ist  zu  beachten:  es  ist 

YviVz^  +  2  i/T?  =  4/34  -  2  yT7  +  V34  +  2  yT? 

VT7  1^34  -  2  >/l7  -  4  V34  +  2  1/17  —  1^34  -  2  ")/l7, 
entsprechend  den  Formeln 

ya«  +  l   /2(a«+  i)  +  2)7^^^  ==  a  V 2  (a«  +  1)  -  2  j/ä^TlL 

+  V2  (a*  +  1)  +  2  /o^^ 
■|/a*~+~l  V2  (a«  +  1)  -  2  y^+l  =  a  K2  (a«  +  1)  +  2  V?+T 

-  VT(a«  +  1)  -  2  ya"«"+ i 
für  a  ==  4,  oder  den  allgemeineren  Formeln: 

V^a«  +~6«  y^ia^  +  &^  +  2^1/^^+^  =  a  V 2  (a«  +  6«)  -  2  &  V^M^ &■ 

+  6  K2  (a*  +  6«)  +  26  y^M^* 

/a«  +  6>  1/2  (a^  +  6*)  -  26V^"+T«  =-  a  1^2  (a«  +  6«)  +  2  6  )/ i^^ 

-  h  V2  (a*  +  6«)  -  261^+^6« 
für  a  «  4,  6  =  1. 
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Anderes  Beispiel  für  die  allgemeineren  Formeln: 

Vis  V26  +  4  Vis  =  3  1^26  -  4  1/13  +  2  1^26  +  4  YlS 
yiS  V2ß  -  4  1/13  -  3  1^26  +  4  }/l3  -  2  VTö  -  4  /l3 
5.  int  Berücksichtigung  dieser  Formeln  findet  man 
/chord      a  -       |  (vT7  -  1  +  VsA  —  2  l/l?) 


/  oliord  13a 


I 


liord  15« 


^=sliord    9a  —  — 


-  T  ^17  +  3  yr?  —  2  y^4  +  2  i/i?  -  /si  —  2  /i? 

I  (|/i7  —  1+^34-2  1/17) 
+  i  V^17  +  3  yil  —  2  y34  +  2  l/l7  — 1^34  —  2  Yl7 

(-  i/i7  +  1  +  y34  -  2  yT?) 

VT7  +  3  VT7  +  2  /34  +  2  yi 7  +  ya4  -  2  yi7 

(-  yi7  + 1  +  y34  -  2  yr?) 


+  i 


¥ 


+  1 1^17  +  3  yi7  +  2  1^34  +  2  yi7  +  ^34  —  2  yTz 


I 


<^hord     7  a 


f  ^hord  IIa  -       |  (yi7  +  1  +  y34  +  2  yw) 


+  i  ML7  —  3  yi7  -  2  1^34  —  2  yT?  +  y^4  +  2  Vff 

(yi7  + 1  +  y34  +  2  yr?) 

—  I  Vl7 --  3  yi7  -  2  V^—  2  yi7  +  V^  +  2  yi7 


^hord    5«-       I  (— yi7  -  1 +1^34  + 2yi7 


+  \  Vn  -  3  yr7  +  2  K34  -  2  yi7  ~  yii  +  2  yi  7 

^hord    3a  —  -  I  (—  yi7  —  1  +  V34  +  2  }/l7) 

+  \  Vi7  — 3  yi7  +  2  y34  -  2  yi7  —  y^T+Tyn. 

annt  ist  außerdem  chord  17  a  gleich  dem  Durchmesser  2. 

6.  Zur  Berechnung  der  übrigen  Diagonalen  des  regelmäßigen  Vierund- 
iff-Ecks  aus  dem  Halbmesser  des  umbeschriebenen  Kreises  leite  ich  aus 


'ArchtT  d«r  MAihematik  nnd  Physik.    lU.  Beihe.    XTn. 


y\ ri^^J ^y^^i^  gin  (|.  _  ^^]  ab  chord /3=y2-chord(jr~2|3) 
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chord  -ia  =  ys  —  chorf  13k 
chord  60  =  V^-  chord  5a, 


■^  ys  -  chord  a. 


=  V2  + 


chord  3 
chord  1 


chonl  12ti  —  )/2  +  chord  7« 


chord  IGa  =  ^2  +  chord  15«. 


Besoodere  Aufmerksamkeit  verdient  chord  2«  -=  chord  ^  jr  als  Seite  de* 

einbeschriebenen  regelm&Qigcn  Siebzehnecks.    Fär  dieselbe  ergibt  sich 


"|/i  (l7->'l7-V^4-2V'l7)  -|  V^17  + 31/17 -2V'34  + 21/17 -1/34- 2V^ 

Die  vorstehenden  acht  Di&gonalen  des  regelmimigen  VierunddreiBig-Eckg 
sind  die  Seit»  und  die  Diagonalen  des  regelmäßigen  Biebzehn-Ecks;  die  alge- 
braischen Ausdrücke  für  dit^selben  sind  Irrati onalitSten  vom  16ten  Grade. 
Die  Ausdrücke  für  die  übrigen  Diagonalen  (art.  5),  abgesehen  vom  Dureh- 
messer, enthalten  als  höchste  Irrationalitätpn  solche  vom  H  ten  Grade. 

1.  In  Klügeis  mathematischem  Wört«rbuch,  ö.  Band  (bearbeitet  von 
Grunert),  S.  811,  werden  die  Gleichungen  in — AT  (art..  -1)  abgeleitet  und 
auf  dieselben  eine  Konfliniktion  gngrüudet.  Die  oben  von  mir  gegebene  Kon- 
stniküon  scheint  mir  in  Ausführung  und  Beweis  einfacher  zu  sein. 

A.  a.  0.  ist  chord  ,*  n  =  2  sin       aus  2I/ 1— cos*  -  abgeleitet  und  gleich 


i^y34  —  21/17  — 2VM  — 2  vT?- 4K17  + 3 1/17 —1/170  + 381/17 

Tert  stimmt  mit  dem  von  mir  gefundenen  (b.  o.)  tlberein; 
1^170  -f-  38  yT?  =  2  1^34  +  2  l/l7  +  Y^T—  2  ^17 


geümden. 

Der  Wert  stimmt  mit  dem  von  mir  gefundenen  (b.  o.)  tlberein;  denn  es  ist 


In  ähnlicher  Weise  lUBt  sich  2  ^34  -  2  V^17  -  ^34  +  2  ^17  lu 
K170  —  38yi7  zusammenziehen.  Will  man  alle  Sehnen  berechnen,  so  bringt 
diese  Zusammenziehung  keine  Erleichterung. 

uB  gibt  a.  a.  0.  art.  365  für  cos  ,'jP,  wo  V  den  Kreisumfang  bezeichnet, 


den  Wert  a 


ifi (—  1  +1/17  + 1^34- 2 yi?)  +  ^^17  +  3 Yii -Vsi  —  2Yii -iVai  +2  ■ 

Es  ist  aber  cos  ,',  P  —  cos  y-,  ^  —  ^  chord  l'da.     Die  Ergebnisse  stimmen  also 
iiberein. 

Kassel.  Kakl  Hunrath. 
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Der  Fondamentalsatz  der  Algebra. 

Einer  der  einfachsten  von  den  vielen  Beweisen  für  den  Fundamentalsatz 
der  Algebra  scheint  mir  derjenige  zu  sein,  der  sich  auf  den  bekannten  funktionen- 
theoretischen Satz  stützt,  daß  eine  rationale  Funktion  jeden  beliebigen  Wert 
ebenso  ofk  annimmt,  als  sie  unendlich  wird.  Ist  also  w  speziell  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  z  vom  Grade  n,  also 

(Ij  w  =  a.is"  +  o«-i^*"^  H h  Oq > 


so  folgt,  daß,  wenn  z  alle  Werte  der  komplexen  Z-£bene  durchläuft,  to  alle 
Werte  der  komplexen  TF-Ebene  annimmt  und  zwar  jeden  n-mal,  also  auch 
den  Wert  Null.  Man  kann  nun  auf  elementarem  Weg  ohne  funktionentheore- 
tiiche  Hil&mittel  beweisen,  daß,  wenn  z  alle  Werte  der  Z-Ebene  durchläuft, 
t^  jeden  Wert,  im  besonderen  auch  den  Wert  Null,  mindestens  einmal  annimmt. 

^e  Gleichung  tr  ==  0  hat  also  mindestens  eine  Wurzel.    In  bekannter  Weise 

folgt  dann,  daß  die  Gleichung  w  ^^^  0  genau  n  Wurzeln  hat.   Dies  zu  beweisen, 

ist  der  Zweck  der  folgenden  Zeilen. 

Beweis,   Dem  beliebigen  komplexen  Wert  Zq  entspreche  nach  (l)  der  Wert 

^Of  ^ir  setzen  nun 

(2)  ^  =  ^0  +  ^1 »     w^Wq  +  u'i 

^^<i  erhalten  aus  (l)  durch  Ordnen  nach  Potenzen  von  z^  eine  Gleichung  von 
^er   Form 

wobei  die  ganze  positive  Zahl  fi  den  Ungleichungen 

C[^<^'ügt  und  die  h^  konstante  endliche  komplexe  Größen  sind.  Das  von  z^  freie 
Glied  ist  in  (3)  verschwunden,  da  nach  (2)  für  Tj  ==  0  auch  a\  =»  0  sein  muß. 
'^^H  (3)  folgt  nun  nach  dem  bekannten  Satz  über  den  absoluten  Betrag  einer 

Suoame 

(^>  I  tri  I  ^  I  «^oV  I  +  l^^i  +  ^2^?  +  •  •  •  +  ^-^^i"-^  I  •  kl''  I- 

^^  die  Koefüzienten  h^  alle  endlich  sind,  so  existiert  eine  positive  Zahl  m 
^ei^art,  daß  für  alle  t  =  1,  2, .  •  •  n  —  ^ 

i«^-     Aus  (6)  folgt  jetzt 


&  J  <  w  •  I  6( 


(7) 


+  1^11-"-'} 


m 


+  • 

^ir  setzen  von  nun  an  fest,  daß  stets 

(8) 

Bt,  dann  folgt  aus  (7) 

*i^i  +  6,4  +  •  •  •  ^-,. ''-"  l<  (»•  +  1) 


•{1  + 

1-1«. 


+  1^^. 


n-n 


^  W+1 


(9) 


U-I^ii"-"} 


<l6o   -11 -1^1  !"-"}<  1^0 i- 
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Aus  dieser  Gleichung  und  ans  (5)  ergibt  sich 

(10)  i  «•,  1  <  |26.«f 

für  alle  s,,  die  der  Unglaicbung  (8)  genügen.    Die  Ungleichung  (10)  drückt 
nichts  anderes  aus  als  die  bekannte  Tatsache,  daB  die  Funktion  ip(z)  in  (l) 
in  der  Umgebung  jedes  Punktes  der  Z-Ebene  eine  stelige  Funktion  von  t  ist. 
Aus  (3)  ergibt  sich  weiter 

I  «1 1  ^  I  h^'i  ■  - 1  ^■^i  +  hi^^i  +  ■■•  K-^-^i"-" .  •  I  -;'        ^ 


(11) 


id  mit  Hilfe  von  (9) 

[|'''.l>lMt 
l|"'.l>|6ol 


Wir  beschreiben  nun  in  der  Z-Ebene  i 
dem  Radius  |  2  —  /g  I  ^'  '  ^i '  ^  ~ 


1  Punkt  Za 


nen  Kreis  mit 
den  Punkt  ir. 


_,  jnd  in  der  H'-Ebene 
zwei  Kreise  mit  den  Badien  |  ^g  |  -  |^i  1"  ^'t'"-  \  ^\^i  ;  alsdann  folgt  aus  (10) 
und  (11),  daß  die  Bilder  der  Periphoriepunkte  des  Kreises  in  der  Z-Ebene 
in  das  durch  die  zwei  Kreise  der  ir-Ebene  begrenzte  Ringgebiet  fallen.  Es 
konnte  nun  immerhin  der  FaU  sein,  daß  die  Punkte  der  Kreisperipherie  in 
der  Z-Ebeue  Q\ir  gewisse  Bt'iirke  des  Ringgebiets  als  Bilder  ergeben.  Wir 
könneii  aber  im  Folgenden  zeigen,  dafi,  wenn  c,  die  Peripherie  jenes  Kreises 
durchlauft,  also  sein  Argument  um  2n  wächst,  das  Argument  von  «■,  ebenfalls 
mindestens  um  3]t  gewachsen  ist.  Zu  diesem  Beweise  bi'auchen  wir  folgenden 
HÜfHsatz:  l^eien  Tj,  c^,-  ■  ■  c„  beliebige  kompleie  Größen  derart,  daß 


^:.! 


=  C<1 


ist,  so  ist  der  absolute  Betrag  des  Arguments  von  1  +  c 
wobei 


ist. 

In  der  Tat.  stellt  man  in  der  Ebene  die  Summe  1  -)-  c,  -|-  Cj  -i-  ■  ■  ■  r„  in 
der  ablieben  Weise  durch  einen  Punkt  Ä  dar,  so  sieht  man,  daß  A  nicht 
außerhalb  des  um  den  Punkt  X  mit  dem  Radius  V  beschriebenen  Kreisbogens 
fallen  kann;  zieht  man  an  diesen  Kreis  vom  Nullpimkt  aus  die  in  der  positiven 
Halbebene  liegende  Tangente,  so  bildet  diese  mit  der  Achse  der  reellen  Zahlen 
einen  Winkel  £,  der  (12)  genügt  und  offenbar  nie  kleiner  als  die  absolut  ge- 
nommene Amplitude  von  A  sein  kann.     Damit  ist  der  Hilfssatit  bewiesen. 

Aus  (3)  suhließen  wir  nun 


(13)  Arg«,  =  ArgMf  +  Ai-g|H-  ,; 
Nacli  dem  Hitfssatz  ist  aber 

(14)  A,g|l+'L,^^.^,.+  . 


i  +  i 


;+■  ■^'- 
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wo  ^  eine  positive  oder  negative  Zahl  vom  absoluten  Betrage  nicht  größer  als 
1  ist,  und 

(15)  8in.=.j*'-.,i  +  ,^«-.f    +...    ^-^z,'-"' 

ist.   Wir  zeigen  sogleich  noch,  daß  sin  e  <  1  ist.    Aus  (6)  ergibt  sich  nämlich 

sine  <m  |jej  .  {1  +  IfJ  +  Jr^l^H- ...  |irj--^-^}  =m.  Uli  .  ^^^^--''- 

und  nach  (8)  sin  e  <  d  (w  +  1)  •  |  ^'j  |  •  { 1  —  |  fj  |*~^ )   oder 

(16)  suiB<{m+l)'\zil 

womit  gezeigt  ist,  daß  in  der  Tat  sin  e  <  t  ist.   Aus  (13)  und  (14)  folgt  jetzt 
(17)  Arg  iv^  —  Arg  6o  +  |»  Arg  z^  +  e^. 

Aus  (16)  ergibt  sich,  daß  durch  hinreichend  kleine  Wahl  von  \zi  \  die  Größe 
e  nnd  damit  auch  eO  in  (17)  absolut  kleiner  gemacht  werden  kann  als  eine 
vorgeschriebene  kleine  Oröße  a.  Wir  setzen  voraus,  daß  \zi\  demgemäß  ge- 
prahlt sei,  und  lassen  nun  in  der  Z-Ebene  den  Punkt  z^  um  den  Punkt  Zq  den 
Kreis  mit  dem  Radius  \Zi  \  durchlaufen,  also  sein  Argument  stetig  von  0  bis 
2  TT  wachsen.  Aus  (17)  und  dem  oben  Gesagten  folgt  dann,  daß  der  Bildpunkt 
Uf^  jenes  Ringgebiet  in  einer  stetigen  Kurve  durchzieht,  die  sich  ^-mal  [^^  1, 
vgl.  (4)]  um  den  Punkt  Wq  herumwindet.  Ist  der  Punkt  z^  an  seine  Ausgangs- 
stelle  gerückt,  so  muß  auch  ir^  wegen  der  eindeutigen  Abbildung  auf  seinem 
nrsprünglichen  Platz  wieder  angelangt  sein.  Die  Kurve  in  der  IF- Ebene  ist 
sdso  geschlossen.  Jetzt  lasse  man  ^^  |  stetig  gegen  Null  konvergieren,  dann 
zieht  sich  das  Ringgebiet  nach  (10)  und  (11)  immer  weiter  zum  Punkt  Wq 
zusammen,  die  Kurve  in  jenem  Ringgebiet  wird  dabei  wegen  der  stetigen  Ab- 
l>ildung  allmählich  über  alle  Punkte  eines  um  den  Punkt  iCq  mit  hinreichend 
kleinem  Radius  beschriebenen  Kreises  wegfegen:  Es  folgt  der 

Satz:  Um  jeden  Punkt  der  W-Ebene,  der  Büdpunki  eines  Punktes  der  Z-Ebene 
ist,  laß  sicli  ein  Kreis  mit  endlichem  Radius  beschreiben,  so  daß  alle  Punkte 
^seiner  Fläche  Bilder  von  Punkten  der  Z-Ebene  sind. 

Wir  nehmen  nun  irgend  einen  Punkt  Pq  (ir  =  tr^)  der  TV- Ebene,  von 
^em  man  weiß,  daß  er  Bildpunkt  eines  Punktes  der  Z-Ebene  ist,  und  ziehen 
^urch  Pq  einen  Halbstrahl  g.  Wir  beschreiben  um  Pq  den  dem  Satz  entsprechen- 
den Kreis  —  wir  nennen  ihn  kurz  den  „Kreis  von  Pq"  —  der  g  in  Pj  schneiden 
möge;  um  P^  zeichnen  wir  den  „Kreis  von  P^",  der  die  //  in  P,  (jenseits  von 
-PqPi)  schneidet  usw.    Es  folgt  dann,  daß,  wenn  man  so  bis  zu  einem  Punkt 
JP^  vorgedrungen  ist,  alle  Punkte  von  g  zwischen  Pq  und  P^  Bilder  von  ge- 
wissen Punkten  der  Z-Ebene  sind«    Es  wäre  nun  denkbar,  daß  bei  der  Fort- 
setzung dieser  Konstruktion  die  Radien  der  Kreise  inmier  kleiner  >vürden,  so 
daß  erst  nach  unendlich  vielen  Schritten  ein  Punkt  P^  von  g  erreicht  würde, 
über  den  hinaus  also  die  Konstruktion  nicht  fortgesetzt  werden  könnte.   Dann 
müßte  aber  der  Punkt  P^  Uäufungspunkt  der  Menge  PoPiPj  •  •  *  sein  und 
zwar  der  einzige,  da  sonst  der  Prozeß  schon  vor  P,^,  sein  Ende  gefunden  hätte. 
Die  Punkte  PqPiPj  •  •  -  mögen  die  Bilder  der  Punktmenge  %QiQf  •  •  •  der 
Z-Ebene  sein,  letztere  Menge  ist  un^^ndlich,  da  höchstens  n  vervrhie^lenen  Punkten 


r 


I 


1 

L 
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dar  Menge  Q  eio  und  derselbe  Punkt  der  Menge  P  entspricht  (eine  Gleiebuog 
nten  Grades  bat  bdchstens  h  Wurzeln!).  Die  Menge  Q  hat  also  mindestenit 
einen  Häufungspunkt  Q^^.  Es  läßt  sich  nun  leicht  zeigen,  daQ  das  Bild  von 
§y,  notwendig  P,^  ist.  Denn  würde  dem  Punkt,  l^^  der  if-Ebene  P^.,  in  der 
Tl'-Ebene  nicht  entsprechen,  so  möge  P'  das  Bild  von  <2„  sein,  wobei  P'  mit 
einem  Punkte  P^  /.usammen  fallen  kann  oder  nicht.  Jetzt  läQt  sich  uni  /' 
ein  Kreis  k  mit  hinreichend  kleinem  Radius  beschreiben,  daß  alle  Punkte  der 
Menge  P  (außer  P'  selbst)  auüerbalb  /.'  Hegen.  Wegen  der  stetigen  Abbildung 
gibt  es  dann  um  Q^  einen  Kreis  l,  so  daß  alle  Punkte  innerhalb  /  ihre  Bilder 
innerhalb  k  haben.  Da  nun  Q,^  Häufungspunkt  der  Menge  Q  ist,  so  liegen 
innerhalb  /  aufler  f^„,  unendlich  viele  Punkte  (^^,  von  ihnen  fallen  die  Bilder 
von  höchstens  «  —  1  mit  P'  (talls  P'  ein  Punkt  der  Menge  P  ist)  zusammen, 
die  anderen  müßten  zu  Bildern  andere  Punkte  der  Menge  P  als  P'  haben,  ihre 
Bilder  raüßton  also  auBerhalb  /.-  fallen,  was  ein  Widerspruch  ist,  also  ist  P,„ 
das  Bild  von  Q^.^)  Nach  dem  obigen  Satz  gibt  es  aber  nun  um  P^  einpn 
Kreis  mit  endlichem  Radius,  so  daß  alle  Punkte  desselben  Bilder  vnn  Punkten 
der  Z-Ebene  sind.  Die  Zahl  der  Punkte  der  Menge  P  außerhalb  dieses  Kreises 
ist  eine  endliche,  die  zugehörigen  Kreise  zusammen  mit  dem  um  P^  sind  daher 
auch  in  endlicher  Zahl.  Man  kommt  also  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Schritteu 
über  den  Punkt  P^  hinaus.  Damit  ist  zugleich  gezeigt,  daß  alle  Punkte  von  ;; 
Bilder  von  gewissen  Punkten  der  Z-Ebene  sind.  Endlich  lasse  man  g  um  Pf, 
in  der  IT-Ebene  rotieren,  so  folgt  der  Satz: 

Alle  Punkte  der  IV'-Ebene  sind  ausnahmslos  Bilder  von  Punkten  der 
Z-Ebene  oder  die  Funktion  tc  («)  nimmt  jeden  Wert  also  auch  den  Wert.  Null 
mindestens  einmal  an,  w.  z.  b.  w. 

In  der  üblichen  Weise  folgt  daraus,  daß  jede  lilciebung  n  ten  Grades  n 
Wurzeln  hat. 

Heilhronn  a.  N,,  den  31.  Mars  1907.  K.  Kom.mbrki.i.. 


Abnicklung  eines  ilotatiousclDpitoiüK  auf  die  UotatiunMÜttclie  einer  Sfniislinie. 

Jede  Rotationsfläche  ist  nach  einem  bekannten  Satz  einer  stetigen  Ver- 
biegung  laHg,  bei  der  sie  stets  Rotationsfläche  bleibt,  und  bei  der  die  Meridiane 
und  Parallelkreise  in  ihrer  Eigenschaft  als  solche  erhalten  bleiben.  Alle  auf 
einer  vorgelegten  Rotationsfläche 

J  - /-(p)  cos  «,     .v  =  /-(r)sinw,     ^  =  <p{v) 

1)  Diea  entspricht  der  bekannten  l'ataacbe,  daB  das  endlichdeutige  Btetij^ 
Bild  einer  nbgeschlosaetien  Menge  wieder  eine  abgeachlosaene  Menge  ist.  Über- 
haupt läßt  sich  der  Beweingang  mengeutheoretisch  Kurz  ao  akizziereu:  Die  Punkt- 
menge  P  iat  in  sich  dicht,  weil  in  der  Nachbarschaft  jedes  ihrer  Punkte  Bildpunkte 
liegen.  Die  Menge  P  ist  abgeachloaaen,  weil  sie  jeden  ihrer  GrenniunVtc  enthält, 
sie  ist  also  perfekt.  Da  weitei  die  Menee  im  Sinne  Cautora  in  itich  zuaamniQD- 
hängend  ist,  no  int  die  Menge  das  zweidimenHionale  Kontinutmi.  Die  Menge  er- 
füllt also  entweder  die  ganze  W-Ebene  oder  gewisse  Teile  derselben.  In  letzterem 
Falle  hätt«  die  Menge,  ftinktionentheoretisch  geaprocben.  eine  natürliche  Grenic. 
Da   aber  rings  um  einen  Punkt  dieser  Grenze  Punkte  der  Menge  liegen,   ao  sieht 

daB  eben  eine  solche  Grenze  nicht  existieren  kann.  Die  Punktmenge  besteht 
ans  allen  Punkten  der  H'-Ebene.  
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abwickell>aren  Rotationsflächen  sind  durch  folgende  Gleichungen  gegeben: 


• 


x  =  cr(t;)co8*,     jf  =.  c/'(t;)sin  J ,     z  ~Jy,p'\v)  +  (1  -  c»)  ^  (f)  dv. 

0 

I^bei  ist   c    eine  willkürliche  Konstante.     Das  gemeinsame    Linienelement 
«Her  dieser  Pl&chen  ist 

Wendet  man  diese  Formeln  auf  das  Rotationsellipsoid 

(1)  o;  =»  a  cos  v  cos  u,     3^  *»  a  cos  t;  sin  m,     2?  »  &  sin  t; 

^  80  sind  a)le  auf  ihm  abwickelbaren  Rotationsflächen  gegeben  durch 

(2)  o:  »  ca  cos  t;  cos      ,     y  =«  ca  cos  t;  sin  — , 


• 
••  j  Yb^  cos*  t;  +  (1  —  c*)  a*  sin*  v  dv. 


z  = 

^    ist  bemerkenswert,  daß  sich   das   bei  e  auftretende  elliptische  Integral 

zweit^cr  Gattung  für  einen  Wert  der  Konstanten  c  reduzieren  läßt.   Setzt  man 

^j 5s 

nämlich  (l  —  c^)  a^  ^  6*,  c*  = ,     ,   so   wird  z  «=•  bv.    Nur   wenn   das 

SUij>«oid  abgeplattet  ist,  wird  c  reell  und  zwar  gleich  der  nmnerischen  Ex- 
WDtr-izität  €  der  Meridianellipse.  Die  dem  Wert  c  =  €  entsprechende  Fläche 
^  ^ie  Rotationsfläche  einer  Sinusweüe  um  ihre  Achse;  ihre  Gleichungen  sind 

(3)  or  «  ea  cos  1?  cos  -  ,     «  =  c a  cos  t;  sin     ,     z  =>  hv. 

^iö  Oleichung  der  Meridiankurve  ist  r  =  £«  cos  v,  z  ^  bv  oder  in  expliziter 
Forxfci 

r  ^  BG  cos  y   • 

Die  Spitzen  dieser  spindelförmigen  Rotationsfläche  gehen  aus  den  Polen 

^**      üllipsoids  hervor,   wie  sich  durch  Einsetzen  von  v  =  ±  «   in  die  Glei- 

cnixxÄgen  beider  Flächen  ergibt. 

Wenn  sich  das  Rotationsellipsoid  einer  Kugel  nähert,  konvergiert  €  gegen 
^  ^  gegen  a.  Demgemäß  nimmt  die  Amplitude  der  Sinus  welle  gegen  0  ab, 
^Uurend  sich  ihre  Phase  der  Länge  eines  Meridians  nähert.  Das  entspricht 
^^>^  bekannten  Satz,  daß  sich  die  spindelförmigen  Rotationsflächen  konstanter 
^f^nunung  der  Rotationsfläche  einer  Sinus  welle  um  so  mehr  nähern,  je  mehr 
^^    Dicke  der  Spindel  im  Verhältnis  zu  ihrer  Länge  abnimmt. 

Es  sei  noch  auf  eine  geometrische  Erzeugung  der  allgemeinen  spindel- 
^^^^«ligen  Rotationsflächen  (2)  hingewiesen^),  welche,  wie  sich  durch  Normierung 
^ea  elHptischen  Integrals  sofort  ergibt,  den  Werten  c*  <  1  entsprechen.   Schneidet 

1)  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Scheffers;  Archiv  (3)  6,  pag.  849. 
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man  einen  elliptischen  Zylinder  -j  +  0,  =  1  durch  Kwei  Ebenen,  von  denen 
die  eine  »iif  der  Richtung  der  Erzeugenden  senkrecht  steht,  während  die  iweile 
mit  der  ersten  den  Winkel  l  einschließt  und  durch  die  Achse  a  ihrer  Scbnitt- 
eUipse  geht,  so  geht  die  Schniltellipse  der  zweiten  Ebene  bei  der  Abwicklung 
des  Zylinders  in  die  Meridiankurve  einer  Botationsfiäche  (2)  über.  Beseich- 
net  man  nämlich  mit  ^  ='  a  sin  v,  rj  ^^  ß  cos  v  die  Koordinaten  und  mit 
ds  =  y^i,'  cos*  /'  4'  ß*  sin'  v  dv  das  Bogcnelement  der  ersten  Schnittellipse  auf 
dem  Zylinder,  so  sind  ^^^ 


I  =  ^  cos  0 


=./>.-■ 


['  +  |3*sin'crfp 


die  Koordinaten  der  zweiten   Schnittkiirve  in  der  Abwicklung.     Das  sind  i 
der  Tat  die  Gleichungen  der  Meridiankurven  der  Flächen  (2),  wenn  man 

.'  -  S>,     (i'  -  (1  -  <,■')  »',     ,)  tg  i  -  ™ 

setzt,  und  diese  letzteren  Gleichungen  sind  reell  auflösbar,  solange  1  ^  t'*> 
ist,  d.  h.  bei  allen  Flächen  (2)  70m  spindelförmigen  Typus. 

Kaiserslautern.  il.  LAtiALi.T.i 


Kine  elenentare  Herlultnngr  fnr  das  Keplersehe  Oeselz  von  der  Geet 
der  Balin. 

Das  Keplersche  Gesetz  TOn  der  Gleichheit  der  Flächen,  sowie  die  Gleichung 
t^r  lebendigen  Kraft  gestatten  elementare  Beweise,  die  hinlänglich  bekannt 
ind.  Die  Kombination  dieser  beiden  Gesetze  liefert  für  die  Bahn  des  Planeten 
ilie  Gleichung 

in  der  r  den  Badiusvektor,  p  das  Lot 
von  der  Sonne  auf  die  Bahntangent«, 
a  und  b  je  eine  Konstante  bedeutet. 
Will  man  die  Gestalt  der  Bahn  kennen 
lernen,  so  erscheint  es  zweckmäBig,  (If 
als  Ausgangspunkt  xu  wählen. 

Sei  demnach  eine  Kurve  C  vor- 
gelegt, die  (1)  befriedigt.  P  sei  ein  be- 
liebiger Punkt  von  C,  PF  eine  Tan- 
gente an  C,  OP  sei  der  Radiusvektor 
r  und  OF  das  Lot  p.  Zu  C  konstruiere 
man  die  Inverse  F,  deren  Radiusvektor 
V  ^'s>  '■  9  den  Wert    _  besitzt.    Man  denke  sich 

eine  in  0  befestigte  starre  Gerade  G  und 
Uise  sie  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  1  um  0  rotieren.  liire  Durchschnitts- 
punkte  mit  C  bez.  F  mögen  sich  zur  Zeit  (  in  P  bez.  /J,  nur  Zeit  t  +  t  iit  P' 
bez.    17'   betinden.     Man    wSble  1:  so  klein,   daß   die  Kurvenstfloke  Pf  ond 
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nW  als  geradlinig  angesehen  werden  können.  Jene  Schnittpunkte  beschreiben 
infolge  der  Rotation  von  G  gewisse  Bewegungen  auf  (r,  deren  Geschwindig- 
keiten mit  V  bez.  (p  bezeichnet  werden  mögen.  Man  zeichne  die  Kreisbogen 
HF  und  KJI  mit  den  Radien  OP'  bez.  OTI  und  hat  dann  drei  ähnliche 
Dreiecke:  OFP,  PHP\  Klin'.    Aus  ihnen  ergibt  sich 

p  KTi ' 

Da  nun  Ell  und  KJI'  bez.  die  Werte  ^e  und  tpe  haben,  so  folgt  aus  dieser 
Oleichimg 

l^  =  9*  +  9», 
^  h.  wegen  (l) 

oder 

V«  +  (e  -  a)»  =  k\ 

^^  k^  eine  Konstante  ist.    Denkt  man  sich  auf  G  im  Abstände  0  ==  q  —  a 

▼on  O  einen  Punkt  S,  so  vollführt  auch  dieser  bei  der  Drehung  von  G  auf 

^  ^me  Bewegung  mit  der  Ge- 

•^wiiidigkeit  tp,  und  es  gilt 

TO"  diese  Bewegung  die  Glei- 
chung 

(2)  <y«  +  9»  =  Ä^ 

^i«  zeigt,  daß  die  van  S  auf 
^  Oiusgefükrte  Bewegung  eine 
'^^^'numische  mit  der  Phase 
*  +  const.  ist. 

In  der  Tat  Über  einer 
Sti-ecke  AB^  20Ä^2k  als 
*-Hurchmesser  beschreibe  man 
€>ixien  Kreis  JT,  wähle  auf  AB 
^«n  Punke  /S  so,  daß  er  zur 
2*eit  t  von  0  um  a  absteht, 
^Uid    lasse    ihn    auf   AB    die 

^^irch  (2)  gekennzeichnete  Be- 

^«gung  ausfahren.  Gleichzeitig  p^^  2 

'^erfolge  man  die  Bewegung  des 

^Adius  OTy  dessen  Projektion  06'  ist.   Zur  Zeit  t  +  e  mögen  sich  Ä  und  T  in 

S'  bez.  r  befinden.    Da  nun  der  Winkel,  den  88'  mit  TT'  büdet,  gleich  dem 
Kinkel  Ora  ist,  so  folgt 


^eor  wegen  (2) 


d.h. 


88':  Tr^ST:k^yk^-0^:k 


etp         <p 
Tf~'  k  ' 

TT'^ke. 
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Mithin  bewegt  sich  T  auf  K  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  ib,  und  der 
Badius  OT  dreht  sich  mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  1.    Bildet 

OT  zur  Zeit  0  mit  OA  den  Winkel  er, 
so  bildet  es  demnach  zur  Zeit  t  mit 
OA  den  Winkel  a  -f-  ^i  und  man  hat 


folglich 


<y  =  A-  cos  (a  +  ^), 


womit     die     obige    Behauptung    be- 
wiesen ist. 

Ans  der  letzten  Gleichung  folgt  nun 

^  -*  o  +  A'  cos  (a  +  0> 


r  s=»  — .- 


Pig.  3. 


a-\-k  COB  (a  +  0  ' 

d.  h.  C  ist  ein  Kegelschnitt. 

Zusatz.  —  Will  man  nur  zeigen, 
daß  stets  ein  Kegelschnitt  existiert,  der 
(l)  befriegt,    so    f&hrt   folgende   Be- 
trachtung kürzer  zum  Ziele. 
Sei  iCQ  die  Direktrix,  0  der  Brennpunkt,  P  ein  Punkt,  PQ  eine  Tangente 
eines  gewissen  Kegelschnitts,  dessen  numerische  Exzentrizität  e  und  Parameter 
2m  noch  näher  zu  bestimmen  sind. 
Sei  femer 


OK  ==  n 


tn 

t 


OP^r.       OF^p, 


OF±QP,        OH±PH. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  POQ  ergibt  sich  ohne  weiteres 


P' 


r,+ 


OQ 


i  * 


Die  Ähnlichkeit  der  AA  OKQ  und  OHP  gestattet,   OQ  durch  OK  —  n, 
OP^  r  und  OH  = n  auszudrücken.    Es  ergibt  sich 


1          «*— 1         2 
OQ^          m^'       '    mr 

1 

und  folglich 

1         2         fi«  —  1 
p*       wir   '       w' 

Bestimmt  man 

€  und 

m 

aus 
2        ^              e»-l 

> 

m 


2a, 


w 


=  6, 


so  ist  der  (1)  befriedigende  Kegelschnitt  gefunden. 
Biedenkopf. 


H.  DÖRRIE. 
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Über  die  Zahlen  der  Form  a^*'^—  1,  wenn  p  eine  PrimKahl. 

h  Ist  p  eine  Pnmjsahl  und  a  eine  ganze  Zaiil  kleiner  als  p,  so  ist  a^~^—l 

durch  y  ö/i«c  Rest  teilbar  für  p  =  113,  a  =  68.  —  Infolge  einer  Anfrage: 

JKann  a^"^  —  1,  wenn  p  eine  Primzahl  und  a  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  p 

istj  durch  p^  ohne  Best  teilbar  sein?*^  hat  Jacobi  die  Primzahlen  bis  i?  =  37 

hierauf  untersuchen  lassen.    Es  sind  6  solcher  Werte  gefunden.    Später  hat 

noch  Desmarest  die  interessante  Lösung  gefunden  |7  »  487,  a  »  10. 

Die  Ja  CO  bische  Untersuchung  ist  von  mir  fortgesetzt,  um  zu  erforschen,  ob 
es  auch  Werte  von  o**"  ^—  1,  a  <|?  gibt,  welche  durch  p^  ohne  Rest  teilbar  sind. 
Es  wurden  alle  Primzahlen  bis  307,  außerdem  331,  353,  487,  673  unter- 
sucht; femer  sämtliche  Primzahlen  zwischen  307  und  751 ,  aber  nur  fEb"  a 

und  p  —  Oj  wenn  a  K.yp  ist- 
in diesen  Grenzen  sind  nur  die  oben  angegebenen  Werte  gefunden.    Es 
ist  nämlich 

flP-i-.  1  =  Sp^  (moäp*)  förp  —  113,  a  =  68. 

Wird   in   der  erwähnten   Frage   die  beschränkende  Bedingung  gestellt, 

daß    a  <  Yp  ist  —  alsdann  entspricht  auch  ä'  der  Frage  — ,  so  sind  in  den 
ang'e^ebenen  Grenzen  folgende  5  Werte  gefunden  worden 

l?=     ll;a  — 3,  9 

p  =.  331;  a  —  18,  324  und  71 

1?  =  353;  a  =  14,  196 

|)  —  487;  a  =  10,  100,  aber  auch  175  und  307 

l?«673;  a  =  22,484. 

2.  Bickmore  hat  in  den  Nouvelles  annales  (3)  16,  222—227  (1896)  in 
^ö*"  A^bhandlung:  „Sur  les  fractions  decimales  periodiques"  die  reduzierten  Werte 
von  iQp-i _  1  angegeben  für  ^  =  1  bis  100.  In  der  Tabelle  sind  drei  Druck- 
fehlej.  vorgekommen;  f ür  p  «=29,  33  und  64  müssen  die  Faktoren  sein  bez. 

43037,  1  344628  210313  298373 

5040  068544  932211  078070  661761. 

^^^"»i^r  ist  der  große  Faktor  für  ;?  =»  99  nicht  durch  1001001  (der  reduzierte 
^^*^   von  10*-  1)  dividiert.    Ich  selbst  habe  für  i?  «  35  und  p  =  84  bez. 
^<5ti    Qjg  Primfaktoren  gefunden 

123551  und  226549. 

Die  Zerlegung  für  i?  =  1 7  in  2  Prirafaktoren 

2  071723  und  5363  222357 

ist. 

^^•^t  später  gefunden  worden. 

Jon        Literatur:   1)  Jacobis  gesammelte  Werke  Bd.  6,  S.  238—239  und  Grelles 
^;^^Äal  (8),  301—802.     2)  Desmarest,  Theorie  des  nombres,  Paris  1862.     8)  Er- 
^^xing  zum  F ermatschen  und  WilBonschen  Satze.    Von  W.  Fr.  Meyer-Königs- 
im  Archiv  der  Mathematik  (3)  2,  141—146,  1902. 

Salensee.  H.  Hsbtzer. 
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Über  eine  für  die  Drelecksgeumetrle  wichtig  GlelehiuiK  sechsten  Qrmdes. 

Das  Problem  der  Winkelhalbiereoden,  welehcB  von  F.  Bützberger  in 
Angrifi'  genommen  und  von  W.  Heymaun  und  A.  Korselt  bezüglich  der 
Lösbarkeit  geprüft  wurilu,  ist  von  mir')  in  dem  Sinne  erledigt  worden,  daß 
die  Gleic-bung  zehnten  Grades,  durch  welche  die  Seiten  einea  Dreieckes  aus 
den  WinkclaymmetraleD  desselben  bestimmt  sind,  aufgestellt  und  die  mit 
dem  Problem  zusammenhängenden  Kurven  4.  Ordnung,  weiche  eine  Übersicht 
fiber  die  möglichen  LilBungen  desselben  gewähren,  untersucht  wurden.  Dabei 
ergab  sich,  daß  die  Geometrie  der  Punktsysteme  auf  den  erwähnten  Kurven 
voll)itfindig  von  eiuer  Gleichung  sechsten  Grades  beherrscht  ist. 

Der  Zweck  der  vorliegenden  FJtudie  ist  nun,  dieselbe  auficulosen  und 
damit  eine  endgültige  Erledigung  des  Problemes  der  Winke Ihaibierenden  her- 
beizuführen. 

Seien  Xf,  tr^  (i  —  1,  2,  3)  die  Seiten,  bez.  die  Winkelsymmetralen  eines 
schiefwinkligen  Dreieckes;  dann  bestehen  bekanntlich  folgende  Relationen: 
(1)  j-jWf  (fc— 3-()*  — fc-x,i,j-j{fc  — 2a:,),     (i  =  1,2,3) 

wenn  k  =  Xj  -\-  x^  -\-  x^  gesetzt  wird.    Durch  EinfQhrung  der  durch: 

Xi  =  k-  Uf  (i  =  1,  2,  3)  definierten  Größen  «;  und  durch  darauf  folgende  1 

Vision  der  ersten  zwei  Gleichungen  von  (l)  ergibt  sich,  I --I  =p  gesetzt,  die 
nachstehende  Gleichung: 

p  ■ «,  ■  (1  -  2«,)  (1  -  ii,y  = «,  (1  -  2«,)  (1  - »,)», 

welche,  wenn  u^  und  Mj  als  rechtwinklige  Koordinaten  gedeutet  werden,  eine 
Kurve  -1.  Ordnung  dai-stellt,  deren  Plückersche  Charaktere  (nach  der  Bezeich- 
nung von  Salmon)  sind: 

fi  =  4,     ä^l.     X  =  0;     V  =  10,     t  =  16,     i=18;     /J  =  2. 

Von  dem  Doppelpunkt  (1,  1)  ans  können  an  die  Kurve  sechs  Tangenten 
gezogen  werden,  deren  Richtungskoeftizlenten  durch  die  folgende  Gleichung 
sechsten  Grades  bestimmt  sind: 


ide^^ 


ip)£*—4x  +  1  —0. 

welcher  die  früher  angegebene  Bedeutung  > 
aufzusuchen  haben.  ^^^H 

a  der  Form:  ^^^^| 


80  daÖ  wir  erhalten: 


(2)  pV  -  4j)V  +  (V  —  4:p)a*  +  «jji»  +  (4 

Diese  Gleichung  ist  es  nun 
zukommt,  und  deren  Wurzeln  wi 

Wir  schi^iben  zunächst  (2) 

(3)  ipx^  -  2px»  -■2x+  1)'  ~  4p:r'  = 
und  fuhren  dazm  für  den  Klammerausdruck  die  Größe  y  ein, 

(4)  y'  —  4pz'. 

Eliminieren  wir  nun  p  aus  (3)  und  y  -—  pj:*  —  2pj;' 
die  so  erhaltene  Gleichung 

(5)  2(y  +  2^)»  =  x(y  +  2)» 
in  Verbindung  mit  (4)  die  Wurzeln  x. 

1)  Siehe  Programm  der  Bealachute  Eger,  Jahrg.  1909,  1903  und  1904. 


1904.  J 


i 
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Wir  können  nämlich  auf  Grund  der  Transformationsformeln 

y  +  2x  _  2  (4  -  ^) 

^"^    y  +  2    '  2/~     1,-1 

für  (4)  und  (5)  schreiben 

(6)  2t^»  =  ^ 

(7)  ri^  —  V^  —  ^ari  +  o  =-  0, 
wenn  a  = -pr^r  iresetzt  wird. 

Wird  aus  (6)  und  (7)  ij  eliminiert  [und  die  Eliminationsgleichong  rational 
gemacht],  so  erkennt  man,  daß  Gleichung  (2)  durch  die  beiden  folgenden  ersetzt 
Tv-earden  kann : 

ip^  -  (ys^  +  2p)  x^  +  {2  +  ys^)  a:  -  1  -  0, 
\px^  -  (VSp  +  2p)  x^  +  (2  -VSp)  j;  -  1  =  0. 
Ihre  Diskriminanten  sind 


(^) 


Dl  =  -  I-  (8  }/2^  +  13p  +  8p}/2^, 


8 


U,  =  +  y  (8  V^  -  ISp  +  Sp  y2p)  ; 


sie  belehren  uns,  daß  die  erste  von  den  kubischen  Gleichungen  (8)  irreduzibel, 
die  zweite  reduzibel  ist. 

Ss  macht  nunmehr  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Diskriminante  der 
Gleichung  (2)  zu  berechnen.  Nach  einem  bekannten  Satze  erhalten  wir  hierfiir, 
^©on  die  Resultante  der  Gleichungen  (8)  mit  R  bezeichnet  wird: 

oder  ^    * 

J)  • 2^^p^  {p  —  1)*  (I28i)«  +  Slp  +  128), 

Welcher  Ausdruck  in  der  fitlher  zitierten  Abhandliing  auf  einem  ganz  anderen 
^R©  gefunden  wurde. 

£s  mag  noch  einer  interessanten  Eigenschaft  der  Gleichung  (2)  Er- 
^^hnimg  getan  werden. 

Es  ist  nämlich,   wie  der  Bau  dieser  Gleichung  zeigt,  wenn  x^*^  (p  {p) 

^^Jie    ihrer  Wurzeln  ist,  auch  — — --  eine  Wurzel  von  (2)  und  zwar  entweder 

n?) 

^^©der  x^  oder  a:^  ==  i(;  (jp) ,    so   daß   in   diesem   Falle   auch   umgekehrt   die 
'^^lation  X,.  ==  — -—  zu  gelten  hat. 

Näheren  Aufschluß  über  die  angedeutete  Beziehung  der  Wurzeln  geben 
^ö8  die  Gleichungen  (8).  Bezeichnen  wir  die  kubische  Variante  von  einer 
^«rselben  mit  -4,  die  kubische  Retro Variante  mit  J5,  so  daß  also 

27  'Ä^±2p  ySp  -  15p^  T  QpW^P  -  16l?^ 

27  .  5  =-  16  ±  6]/8p  +  15p  =F  2pySp 
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ist,  so  lassen  sich  die  Wurzeln  wie  folgt  darstellen 

^  8p  ^p"  2  ^    V     21     "^  p   ^  2"'"2r2 


8p  1>^            2          2r27'p^            2'2r27 

WO  Dj,,  durch  (9)  bestimmt  and  J=   — ^ — ^—  ist    Auf  gleiche  Weiae 
erhalten  wir 

X,  ~      8  '       1      »  r   27       ^      2 ''" «  r    »7 


8 


-  (^1  +  y^). 


Setzen  wir  nun  1/p  für  |?  in  ^  J9  und  D^,  2  ®^  (^^  durch  einen  Strich  oben 
an  den  betreffenden  Buchstaben  angedeutet  werden  mag),  so  ist 

und  daher  geht   —  durch  die  angegebene  Substitution  in  X|,   —  in  2;^  ud 
in  x^  über.  Das  soeben  gefundene  Resultat  setzt  uns  in  den  Stand,  die 


^s 


der  Gleichung  (2)  für  Werte  von        sofort  anschreiben  zu  können,  wenn  si< 

für  Werte  voni?  bekannt  sind;  ^ine  weitere  Vereinfachung  in  der  Bestimmuni 
der  Wurzeln  scheint  es  jedoch  nicht  zu  gewähren. 

Kger.  Josef  Schmidt  sen. 


Der  Schwerpunkt  des  Parabelbogens. 

Jeder  Parabelbogen    26,    dessen    Sehne    25    auf  der  Achse    senkrech. 
steht,  hat,  wenn  p  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel  und  r  deij 

der  Endpunkte  ist,  in  der  Entfernung  a=    -(,    "~p)   ^^^  Scheitel  sein 

Schwerpunkt. 

Holzminden.  G.  Kobeb. 

Diese  elegante  Formel  folgt  aus  dem  bekannten  Ausdruck  für  di 
Schwerpunkt  des  Parabelbogen s,  wenn  man  an  Stelle  der  Koordinaten  d 
Endpunktes  den  Krümmungsradius  und  die  Bogenlänge  einführt 

BerÜTi.  E.  Lampe. 
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über  die  Verteilung  der  reellen  Wurzeln  dreier  rational 

abhängigen  algebraischen  Gleichungen. 

Von  V.  Eberhard  in  Halle  a.  S. 

In  meinem  Referat:  ^^in  Beitrag  zur  Theorie  der  Oleichungen^'^) 
h&be  ich  das  Problem  der  Trennung  der  reellen  Wurzeln  einer  allge- 
meinen Gleichung  n-ten  Grades  auf  die  Bestimmimg  der  entsprechen- 
den. Wurzeln  zweier  Gleichungen  (n  —  l)-ten  Grades  zurückgeführt.  Nach- 
dem, ich  dort  unter  I  die  Notwendigkeit  eines  solchen  Zusammenhanges 
naolige wiesen,  habe  ich  mich  bei  seiner  Ableitung  in  11^  auf  den  spe- 
ziellen Fall  einer  Gleichung  mit  n  reellen  Wurzeln  beschränkt  und  für 
den  allgemeinen  Fall  in  IQ  mein  damaliges  recht  kompliziertes  Beweis- 
Verfahren  nur  angedeutet.     Bei  dem  Bestreben,  einen  einfacheren  all- 
gemeinen  Beweis  zu   finden,    erkannte    ich  jenen   Zusammenhang  als 
speziellen  FaU  eines  aUgemeinen  Gesetzes  über  die  Verteilung  der  reellen 
Wnjzeln  dreier  algebraischen  Gleichungen 

/i(*)=0,  /iW-O,  /•,(;.)-0, 

zwischen  deren  linken  Seiten  eine  ganze   rationale  Identität  statt  hat: 

*^ie  folgenden  Ausführungen  geben  in  den  Nrn.  1 — 3  die  Ableitung 
^i^aes  Theorems  und  in  Nr.  4-  seine  Auswertung  für  die  früher  be- 
Widelte  Aufgabe. 

1.  Ein  fundamentales  Positionsgesetz.  —  Zwischen  drei  ganzen  ratio- 
^^^l«!  Funktionen  /i(j?),  /i(^),  /iW  der  Grade  N^,  N^,  N^  mit  resp.  den 
'^eHen  Nullstellen 

fh<^<"'<^a^   ßl<ßt<''<ßb7   Yi<Y%<"'<Yc 

'^^d  drei  positiv  definiten  analogen  Funktionen  gi{z),  g%{e),  g^ijs)  be- 
ttele die  Identität: 


1)  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Band  XI.  1902, 
^efi4. 
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Dann  gilt  rücksichtlich  der  Verteilung  aller  a  +  b  +  c  Werte  «,  ß,  y 
im  reellen  Zahlgebiet  das  Fandamentalgesetz : 

I.  Ordnet  man  sämtliche  reellen  Wurzeln  der  Gleichungen 

/iW  =  o,  AW-O, /i(*)-0 

der  Größe  nach  zu  einer  einzigen  aufsteigenden  Folge 
(a,  =  0,  1,  2, .  .  .,  a;       \  -  0,  1,  2,  •   •,  6;       c,  =  0,  1,  2,   ..,  c; 

1  ^  «A  +  &*  +  C*  ^  ö  +  &  +  C); 

so  wird  irgend  ein  Paar  aufeinanderfolgender  gleichnamiger 
Wurzeln 

«<<«<+!  oder  ßjt<ßi+i  oder  y,<y,+x 

entweder  durch  je  eine  gerade  oder  durch  je  eine  ungerade 
Anzahl  von  Wurzeln  der  beiden  anderen  Gleichungen  ge- 
trennt. 

Beweis.  Aus  den  gemachten  Voraussetzungen  folgt,  daß  die  Vor- 
zeichen der  drei  Funktionen  fi(/)f  f%{ss)j  fz(/)  ^^  eua  beliebiges  0  in 
einer  der  Beziehungen  stehen: 

(1)  a)       sgn/i=      8gn/i  =  -8gn/i, 

^)       sgn  A  -==  ~  8gn  A  «      sgn  /i, 

c)  -  sgn  /;  -       sgn  /i  «       sgn  /;, 

also  allgemein 

sgn/;  sgn^  sgn/i  =-1, 

welche  an  den  Nullstellen  a,  ß,  y  ^e  Formen  annehmen: 

(2)  a)  /;(«)  =  0,  sgn  /i(a)  =  -  sgn  /;(«), 

b)  /;(^)  =  0,  sgn  /i(i8)  -  -  sgn  f,{ß), 

c)  /i(y)  =  0,  sgn  f^(y)  =  -  sgn  /i(y). 

Wenn  daher  das  Wurzelpaar  «^  <  j?  <  Oj  —  es  genügt  dieses  eine 
zu  betrachten  —  getrennt  ist  durch  die  Größenfolgen: 

ßi<ß%<"<ßp  ^d  ri<h<"'<fq7 

so  bestimmen  sich  gemäß  den  für  das  Argument  j?  »  o^  gültigen  Re- 
lationen 

fiM  ==  0,  sgn  /i(ai)  =  -  sgn  f^{a^) 
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die  Vorzeichen  von  f^ijs)  und  f^{0)  an   der  Stelle  j?  =- a,  durch  resp.: 
sgn  A  W  -  (-  1)'  •  sgn  A («i) ,  sgn  f,{a,)  =  (-  1)^+ ^  sgn  /i(«,) . 
Es  gilt  aber  wegen  /i  («j)  -=  0  wiederum : 

oder 

(-  l)''+i  sgn  /i(«,)  =  (-  l)«+i  sgn  f,{a,) . 

Die  beiden  in  Frage  stehenden  Anzahlen 

j>  =  0,1,2,..-       und      3-0,1,2,... 

genügen  mithin  der  Gleichung 

(_i),-p=  +  i, 

d.  h.  ihre  Differenz  q—p  ist  stets  eine  gerade  Zahl.     q.  e.  d.      * 

Zusatz  1:  Besteht  die  Gleichheit  der  Vorzeichen  von 
h{^)f  9t{^)}  9b(^)  nur  in  einzelnen  Teilen  des  reellen  Zahlge- 
biets, so  behält  der  Satz  für  jeden  dieser  Teile  seine  Rich- 
tigkeit. 

Zusatz  2:  Er  besteht  ferner  gegenüber  allen  Folgen, 
welche  aus  der  gegebenen  A  durch  Löschung  eines  Paares  und 
folglich  beliebig  vieler  Paare  benachbarter  gleichnamiger 
Wurzeln  hervorgehen. 

2.  Folgerungen.  —  Das  gewonnene  allgemeine  Grundgesetz  ge- 
stattet wichtige,  die  Komposition  der  Wurzelfolge  A=^{cc,ß,y)^f,^ 
aufdeckende  Eonsequenzen.  —  Um  diese  präziser  aussprechen  zu  können, 
fähre  ich  einige  abkürzende  Bezeichnungen  ein.  Es  soll  jede  in  Ä  vor- 
handene ununterbrochene  Aufeinanderfolge  gleichnamiger  Wurzeln 

(a)^^  oder  (/J),^  oder  (y)^^. 

a)  bei  gerader  Anzahl  solcher  eine  paare, 

b)  bei  ungerader  Anzahl  eine  unpaare 

Stammfolge  oder  Stammgruppe, 

ein  aus  m  sich  aneinanderreihenden  Stammgruppen  zweier  oder  aUer 
drei  Kategorien  zusammengesetzter  Bestandteil 

^^'^^'   ■   W^.     W^i     (y)^2     (^K  (y)^.     W^, 

n  +  »"i  H H  ^^  =  ^;        5i  +  s,  H —  +  5^  =  s, 

8* 
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aber  eine  m-teilige  Elementarfolge  genannt  werden.    Man  schlieBt 
ohne  Mühe  nacheinander  die  Sätze: 

1.  Eine  paare  Stammgruppe  {cc)^^,  kann  sowohl  zwischen  zwei 
gleichnamigen  als  zwischen  zwei  ungleichnamigen,  —  eine  unpaare 
Stammgruppe  («),„. +i  aber  nur  zwischen  zwei  ungleichnamigen  Stamm- 
folgen stehen, 

a)  {ß)ö^  <  («)2a'  <  (ß\"  bezw.  (ß\,  <  («),,,  <  (y)^, 

2.  Eine  Elementarfolge  zweier  unpaaren  Stammgruppen  (ß^b'^i 
<  {y\c'+i  s^li*  allemal  zwischen  den  gleichnamigen  Gruppen  (a)^,  und 
(a)^,,  die  analoge  dreiteilige  Folge  (cc\a'+i  <{ß\b'^i  <(r)9c'-i-i  ^^ 
zwischen  den  anderen  {y\,  <  •  •  •  <  (cc)^„ . 

3.  Setzt  sich  die  Elementarfolge 

aus   durchgängig    unpaaren    Stammgruppen   zusammen,    so    treten 
alle  gleichnamigen  Gruppen  in  periodischer  Anordnung  auf: 

4.  Zwei  aufeinanderfolgende  gleichnamige  Wurzeln  oder  deren 
Gruppen 

sind  allemal  durch  eine  Elementarfolge  der  Typen  getrennt: 

«i  <  (ß)ö'  <  (r\  c,  <  (ß)2ö,  <  (y\  c.<{ß\^<"'<  (ß\ö,  <  {y)c  <  ^i^if 

aj  l>  =  0  mod.  2,  g  =  0  mod.  2, 

fe'==0,  2,  4,...,j>,  c'==0,  2,  4,...,g; 

«j)  ^  =  1  mod.  2,  g  =  1  mod.  2, 

6'=1,  3,    ..,i),  c'-l,  3,.   .,  q. 

jp  =  0  mod.  2,  g  =  0  mod.  2; 
bi)  6'  =  6"  =  0  mod.  2,     bj)  6'  =  6"  =  l  mod.  2. 

Ich  definiere  eine  elementare  Wurzelfolge 

I.  als  neutral  oder  indifferent, 
II.  als  konstituierend  oder  determinierend. 
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wenn   aie  dnrch   sukzessive  Löschung  aUer  ursprünglich  vorhandenen 
oder  nachträglich  entstehenden  paaren  Stammgruppen 

I.  völlig  zum  Verschwinden  gebracht, 
U.  in   eine   irreduktible   Folge   unpaarer   Stammgruppen 
verwandelt  wird; 

und  ich  unterscheide  als  Grundformen 

L  Der  neutralen: 
1.  Die  paare  Folge 
[«,a,AAy,y]^...<(«),^<(/J),,^<(y),^<(«)3^<(^),^<(^^^ 

2.  Die  gemischte  Folge 

[«,  ßf  r^  y,  ß,  «] 

IL  Der  konstituierenden: 
1.  Die  vollständige  Folge 

{<^ß,r]»  =  <<ß[<r't<<<ßt<r^<'-<«ßL<r:n- 

2.  Die  unTollstandigeii  Folgen: 

»)  {«,/'»y}«.<a«+i </*«+!  'uid  ßo<ri><  [«,  ß,r)my 

b)   {«, /J,  ?')«<<C+,  and  y«  <  {«, /J,  y}m- 

GemaB  der  Tölligen  Gleichberechtignng  der  Buchstaben  a,  ß,  y 
sondern  sich  die  sechs  Typen  einer  irrednktiblen  Grundform  11  in  drei 
Paare  inyerser  Folgen, 

1.  die  Tollständigen  in  die  Paare: 
{«,  ß>  y}«.  MT-  {r,  ß,  «},., 

{ß,  r,  «}».  üiT.  {«,  r,  ß]n,> 
{r,  «,  ß}m  üiT-  iß,  «>  y)«.; 

2.  die  unTollständigen  in  die  anderen: 
»•   {«>  ßf  y}«.  <  <  <  ß'i  inT.  ß';  <  «;'  <{y,  ß,  a}^ 
{ß,  r,«]^<  ßi  <  Y'i  inv.  Yt  <  ft'  <  W,  Y,  ß]n,, 

\y,  a»  ß)m,< Vi < «1  inv-  «j  < r'i <{/*»«»  y)«,; 
b-  {«.  /*>  y)«,<«r  in^-  «»  <  {y>  /*>  «}%* 

{y,  «» /»Im,  <yr  inv-  ri<{ß>  «.  y}«,- 


/ 


l 
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Man  erkennt  unmittelbar,   daß  die  Zusammen ziehung  eines  PaarflSS 
iDverser  Folgen  in  eine  einzige 

1.  bei  Gleichheit  der  Indicea,  w,  =  Mj,  zu  einer  gemischt  neu- 
tralen Elementarfolge 

I«.  ß,  y}«<  \y,  ß,  «)«  =  K  ß.  Y\  Y,  ß,  «]. 

{«,  ß,Y}..<<<ßi<ßi<<<  l}',^,«l„  =  [--'^,^>^.«---]. 

!«,  ß,  yl™<«i'<<<  {j',  ß,  «L^l-"?'.  «;  «,  y-]- 

2.  bei  ungleichen  Indices  aber,  »i,  >  n,  oder  m,  <  «„  stets  wieder 
KU  einer  vollständigen  determinierenden  Grundform  führt 

I«.  ß,  3'L,-„,    oder    Ij-,  ß,  «|,,_„^. 

Zugleich  zeigen  die  identischen  Umformungen 

{ß,y,<']^  =  ß.r,{'',ß>y]«-i,<'i  U-r,^)„  =  «,    {y,ß,<^]^ 
{y,'',ß\«-y,{'^.ß,y\.-^,«,ß-.  {ß,«,y]„-ß,«,{y,ß,'')r. 

daß  alle  aufgestellten  Grundformen  —  vollständige  wie  unvollständige  — •% 
mittels   eines   einzigen  Paares  inverser   \tt,  ß,  y]^  und   {y,  ß,  «]„ 
deren  Nebenformen   sich  zusammen  fassend   darstellen  lassen  durch   i 
Schemata: 

ß7y')<  l«,(S,rL<«7/3  ind  ß~a<  \r,  ß,  u]„<y~ß. 

3.  Die  Reduktion  der  Wurzelfolge  A  auf  ihre  irrcduktible  Grund- 
form. —  Nunmehr  gehe  ich  dazu  über,  den  invarianten  Charakter  der 
durch  die  Gleichungen  fi(g)  =  0,  f^^z)  =  0,  f^{z)  =  0  definierten  Wurzel- 
folge A  =  (a,  ßy  y)a,h.e  ^-  ^■-  ''^^^  irreduktible,  im  engeren  Sinne  de- 
terminierende Grundfolge  abzuleiten. 

Zu  dem  Ende  streiche  ich  in  A  alle  vorhandenen  paaren  Stai 
gruppen  (a)^,,  ,  {ß)i^.,  (;')»;  und  reduziere  A  dadurch  auf  niue 
erst  durch  Lücken  unterbrochene  Sukzession  konstituierender  For 
-^j  =  C|  <  Cj  <  C,  <  -  ■  -  <  t'^ .  Indem  man  diese  durch  die  inversen 
Grundfolgen  ausdrückt  {«,  ß,  y]  und  {j',  ß,  ß|,  erhält  man  für  die 
zusammengesetzte  Elementarreihe  V^  <  C,  wegen  des  sie  beberrschen- 
deu  Fundamentalgesetzes 


1)   Dorctt  den   Bogen   wird   die    Vertauaclibarkeit   der   unter   ihm   at«hend«a 
venchifldeaen  Buchstabeii  angedeutet. 


i  de- 
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I.  &Ils  C^  und  0|  gleichartig  sind  — 

fe)  ß7Y<  {<^.ß,Y}\n,<a"ß<%' <  {^> ß^y}n^<<'Tß^ß7y 

<  {y;A«}n,+«,+i<y;/*; 

II.  falls  C^  und  C^  ungleichartig  sind  — 

ß7y<  {^.ß,y]n^<a%<ß%<{y^ß^^)n,<yTßy 

Xche  durch  Streichung  der  neutralen  Zwischenfolge  f     ä'ä  ^^  1 
a)  für  Wi  >  n^ ,      b)  für  mj^'^  n^^       c)  für  m^  <  n^ 
zusammenzieht  in  resp: 

>X]xd  unter  Benutzung  des  Symbols   {a,  ß,  y}_„=  {y,  /S,  a}^  einheit- 

^cli  geschrieben  werden  kann  /J,y  <  {a,  /J,  y}mi^n^  <  y^/J- 

Hiemach  wird  die  Zusammenziehung  jeder  Gruppe  in  Ä^  aufein- 
anderfolgender —  vollständiger  wie  unvollständiger  —  gleichartiger 
E^oxistituenten  in  eine  Elementarfolge  zu  einer  der  Anordnungen  führen: 

1.  ^-Äy<{«,Ay}.;<[^?,ft„]<{y,Aa}„:<[i;:^.^,j 

2.    J,  =  ...<{«,  /J,  y)„.^  <  [«'  J^  ^^  „]  <  {y,  A  a}.,^  <  yr^, 

welche  nach  Loschung  der  neutralen  Zwischenfolgen  unter  Anwendung 
eiAer  früheren  Formel  die  irreduktible  Form  annehmen: 

A,  =  ß7Y<  {«,  A  y]^<y7ß> 

Der  ganzzahlige  Index  q  ist  aus  der  Reihe  Ä^  leicht  abzulesen.  —  Be- 
i^ichnet  nämlich  /i  die  Anzahl  der  in  letzterer  benachbarten  unvoll- 
fl^^Aodigen  Folgen  erster  Art 

V  die  Anzahl  benachbarter  unvollständiger  Folgen  zweiter  Art 
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SO  berechnet  sich 

Unabhängig  von  der  Aufeinanderfolge  der  ausgeführten 
Löschungen  definiert  diese  Zahl  die  Charakteristik  der  ur- 
sprünglichen Wurzelfolge 

Die  noch  vorhandene  Mehrdeutigkeit  des  reduzierten  Systems 

hängt  davon  ab,  wie  viele  und  welche  der  drei  Funktionen  fi{z\  f$(j^\ 
f^{z)  geraden  oder  ungeraden  Grades  sind.  —  Indem  man  diesen  um- 
stand gebührend  in  Rücksicht  zieht,  kann  man  die  gewonnenen  Ergeb- 
nisse zu  dem  Satze  zusammenfassen: 

II.  Löscht  man  in  der  aus  den  reellen  Wurzeln 

der  drei  Gleichungen  /i  (^er)  =  0,  f^  (jgr)  =  0,  f^  (e)  «=  0  gebildeten  auf- 
steigenden Größenfolge  Ä  =  (a,  ß,  y)  a,b,e  successive  alle  ursprünglich 
vorhandenen  und  nachträglich  auftretenden  Paare  benachbarter 
gleichnamiger  Wurzeln  a,a,  ß,  ß,  y^y,  so  gelangt  man  zu  einer 
ganz   bestimmten,   der  reduzierten  oder  determinierenden  Folge 

und  zwar  gemäß  den  vier  unterschiedlichen  Annahmen 

2.  N,  =  2iV;  +  1,  JV,  =  22r,  +  1,  -N«  =  2N',  +  1, 

3.  N,  ^  2N,  +  l,N,^2N^  N,  =  2iV; 

4.  N,  ^2N\,         N,  =  2N,  +  1,  i^s  =  2 JV;  +  1 
in  einer  der  typischen  Formen: 

4- Ay,  {«,Äy}»m;       {«»Ay)im+i>«; 

—  m  =  0, 1,  2, . . . 
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Der  Satz  gewinnt  besonderes  Interesse  durch  seine  Umkehrung: 
nL  Ordnet  man  die  reellen  Wurzeln 

ßi<ß%<"<ßb  ^^^  yi  <  yi  <  •  •  •  <  yc 

zweier  Gleichungen 

/i  (d)  -  0  und  /i  (0)  «  0 

der  nach  dem  Modul  2  kongruenten  QnAe 

N^  und  N^ 

der  Qroße  nach  in  eine  einzige  aufsteigende  Folge 

(A  y)»:«  ^'■■<(ß\<  (y)o,  <  (.ß\^,  <  (y)c,+i  <  ••• 

und  bringt  diese  in  bekannter  Weise  auf  ihre  reduzierte  Form 

a)    ^1  <  n  <  ft  <  y,  <  •  •  •  <  /3'm  <  y  m 

oder 

b)  /i  <  ft  <  y«  <  ft  <•••</-  <  ß^^n , 

80  besitzt  die  dritte  Gleichung  f^(js)^0 

1.  far  N^  =  N^,  JVg  mod.  2 

gleichfalls    mindestens    m    reelle    Wurzeln    ccj  <«',<•••  <  a„,, 
und  zwar  in  einer  der  Anordnungen: 

a)  {a,AyL;  {Aa,y}m^  {Ay,«}m; 

b)  {a,y,/J)«.,  {y,«,^}«,  {y,Ä«}m; 

2.  far  JV;  +  1  =  -Rr,,  iV,  mod.  2 

mindestens    entweder    1»  —  1     oder    1»  +  1     reelle    Wurzeln 
«j  <  i4<  •••  <««»+i;  ^iid  zwar  in  einer  der  Anordnungen: 

a)  {Äy.«}«-i>Ay  <xJ«^  {a;fty}m;a; 

b)  {y,fta}«_i,y,/J  oder  {a,/S,y}^,a. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  dem  Fundamentalgesetz. 

4.  Die  Trennung  der  reellen  Wurzeln  der  allgemeinen  Gleichung 
n^  Grades,  —  Das  Theorem  IQ  f&hrt  naturgemäß  zu  der  Frage :  Exi- 
stieren im  Balionalitatsbereich  einer  Gleichung  n**"  Grades 

f{g)  -  a^ir«  -  a,^*- ^  +  . . .  t  a.  «  0 

mit  den  reeUen  Wurzeln 

solche  Paare  Ton  Okiehungen  {n  —  1)**"  oder  niederen  Grades 

/;  {z)  -  0  und  ^  (z)  -  0 
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mit  resp.  den  reellen  Wurzeln 

«i<«j<--<S  uiid  ft</3,<...</Jj, 

daß  die  durch  letztere  bestimmte  determinierende  Folge  sämtliche  reellen 
Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung  gegeneinander  isoliert? 

Die  fiir  eine  Bejahung  der  Frage  erforderliche  Eigenschaft  des 
gesuchten  Gleichungspaares  läßt  sich  offenbar  in  die  Bestimmungen 
zerlegen: 

1.  daß  je  zwei  benachbarte  reelle  Wurzeln  tOk^^h-^i  C^  ="  1; ^^ 3,  •  •  •, 
m  —  1)  durch  eine  ungerade  Zahl  reeller  Wurzeln  a  oder  ß  getrennt  sind^ 

2.  daß  eine  Identität  der  oben  charakterisierten  Art  vorhanden  ist 

Der  ersten  Forderung  genügt  nach  einem  bekannten  Satz  von  Rolle 
die  aus  der  gegebenen  durch  einmalige  Differentiation  nach  z  abge- 
leitete Gleichung  (n  —  1)^^  Grades 

df{z) 


dz 


na^g""-^  -  (n  -  1)  ai i^»*-*  H +  a„_i  =  A,o W  =  0. 


Die  Ausführung  der  Division 


=  ^  -r 


liefert 

f,  (z)  =  -  a,z--^  +  2a,;er«-^  -  Saj^"-»  +  •  •  •  ±  na,  =  /i,!  (a), 

und    man    erhält    zwischen    den    ganzen   rationalen   Funktionen   f  (jb)^ 
/i,  0  W;  /o,  1  W  die  Identität 

Innerhalb  jedes  der  Intervalle 

0  <  ;er  <  +  cx)  und  0  >  j?  >  —  cx) 

zeigt  diese  aber  die  im  Fundamentaltheoreme  I  vorausgesetzte  Eonstanz 
der  Vorzeichen  der  drei  Hilfsfunktionen 

9o w,  jTj  =  ir,  g^  =  1, 

und  es  gelten  daher  fQr  das  eine  wie  für  das  andere  Gebiet  auch  alle 
seine  Konsequenzen^  d.  h.  es  bestehen  die  Sätze: 

1.  Je  zwei  benachbarte  positive  oder  negative  Wurzeln  der 
Gleichung  f(e)  »  0  schließen  eine  ungerade  Zahl  entsprechen- 
der Wurzeln  der  anderen  /oi(^)  =  0  ein,  und 

2.  die  determinierenden  Folgen  der  positiven  und  der  nega- 
tiven Wurzeln  der  Gleichungen  (n  —  l)****  Grades  f^  ^  (jer)  =  0  und 
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f^^^g^=,0  schränken  resp.  sämtliche  positiven  und  sämtliche 
negativen  Wurzeln  der  Gleichung  n***^  Grades  f(0)  «=  0  auf  be- 
stimmte außer  einander  liegende  Intervalle  ein. 

Die  Richtigkeit  des  ersten  Satzes  läßt  sich  auch  direkt  leicht  nach- 
weisen. —  Zwei  benachbarte  Wurzeln  gleichen  Vorzeichens  m^ä  <^  ^a+i 
der  Gleichung 

f(jB)  =  a^g"*  —  Ojj?"-^  +  a^j?""* ±  a^  =  0 

bestinimen  nämlich  ein  Paar  analoger  Wurzeln  — ; <  — -  der  anderen 

^'Y  (j)  =  ao  -  a^/  +  a,/« ±  aj-  -F{/)  =  0, 

und  diese  schließen  ihrerseits  eine  ungerade  Zahl  reeller  Wurzeln 
~)  -7  TTp  dör  a^s  letzterer  abgeleiteten  Gleichung  ein: 

JP'  (jer')  -  —  aj  +  2a,/  —  Sag /'+•••  ±  na^z''-^  =  0. 
Es  liegen  mithin  die  X  Wurzeln 

der  Gleichmig  (n  —  1)*~  Grades 

'"■'■^  (7)  -  -«1-^-'  +  2«,^-*  -  •••  ±  »«,  -^,t  W  =  0 

wie  behauptet  zwischen  den  Wurzeln  m;^  und  w^j^+i. 

Im  besonderen  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  im  negativen  und  im 
positiven  Zahlgebiet  vorhandenen  kleinsten  und  größten  Wurzeln 
^i<Wfi<0  <iWft^i  <w^    der    Gleichung   f(g)^0    und     die    ent- 

«prechenden  Wurzeln  —  <  —  <0<  —  < der  anderen  F(/)  =  0, 

^  das  Intervall 


1  m 


eine  ungerade  Zahl  reeller  Wurzeln  von  F  {z)  =  0,  und  also  das  korre- 
spondierende 

«?i  >  —  00,  +(X>>W^ 

ebensoviele  reelle  Wurzeln  der  Gleichung  /J,^  ^  (jer)  =»  0  enthält,  während 
^  hitervall  ^  '    ^ 

—  >  —  CX),   +  CX)  > 

^tweder  auch  nicht  eine  oder  eine  gerade  Zahl  von  Wurzeln  der 
Gleichung  F  (/)  =  0  und  folglich  das  korrespondierende  m;^,  <  0  <  w^^^^ 
ebensoviele  der  anderen  /J,^  ^  (^xr)  «=  0  aufweist. 
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Ans  letzterem  Grunde  gilt  die  den  Funktionen  f{8)  und  f^^  (ji) 
an  der  iStelle  ir »  0  zukommende  Gleichheit  der  Vorzeichen 

sgn/'CO)  =  8gn/i^i  (0)  =  Bgna„ 

auch  innerhalb  des  ganzen  Bereiches 

t<^,  +  l*l<0<u^^+i-|*| 
lim  *  =  0, 

und   man   hat   für   ein  genügend  kleines  positives  b  übereinstimmend 
die  Beziehung: 

sgn/'CM^^+i  +  f)-  8gn/;,o  K+i  +  «)  =  -  sgn/ö.i  K+i  +  «) 
und 

sgn/"(i<;^  -  a)  =  sgn  (w;^  -  €)f,^^  {w^  —  b) ^g^fo,i  (tv^  —  «)• 

Hierdurch  werden  aber  die  Annahmen^  daß  den  Wurzeln  w^^i  und  Wf^ 
in  den  Intervallen 

zwei  solche  a[  und  'a^  der  Gleichung  f^  ^(e)  =  0  benachbart  seien,  illu- 
sorisch.    Denn  diese  würden  an  den  Stellen 

j?  «-^  «j  +  *    iiiid    0  ^'a^  —  B 
die  mit  der  Identität 

unvereinbaren  Zeichenreihen  bedingen 

8gaf(a[  +  b) 8gn/;^o  («1  +  «)  =  -  sgn/i.!  «  +  «) 

und 

sgxif{\  -b) sgn  {\  -  b)  /;^o  C«!  -«)=--  8gn/i.i  ('«i  —  ^)- 

Damit  ist  die  Reihenfolge  der  Wurzeln  a,  ß  nicht  nur  zwischen 
den  Wurzelpaaren 

^^+1  <  %-^i  und  w^  >  m;^.i, 

sondern  auch  zwischen  allen  weiteren  Paaren  benachbarter  Wurzeln 

w^<z  <  w^^i  und  tv^>  z>  w^_^ 

^B^-)-l,  ^  +  2,...,  m  ^Bs^, /*- 1,....,  2 

definitiv  festgestellt^  und  zwar  in  den  typischen  Formen 

Was  schließlich  die  Anordnimgen  der  Wurzeln  a,  ß  in  den  noch  übrigen 
zwei  Intervallen  anlangt 

1.  w^<0<  w^^^  und  2.  u\  >  —  oo,  +  oo  >  w;^, 
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so    sind  diese  durch  den  ersten  Hauptsatz  typisch  bestimmt  und  gemäß 
den   unterschiedlichen  Fällen 

1.  sgna„_i  =  ±  sgna„  und  2.  sgnai  «  ±  sgna^ 
dax^stellt  durch: 

la)  Bgaa^_i  »  ^ff^^n  ^^)  sgua^  =^  sgnaQ 

«^^  <  a  <[•••]<  a  <  0  <  a  <  a  <[•••]<  a  <  %+i; 

t^i>ß>l"'\>ß>ß>-<x>,      +oo>ß>["]>ß>  w„,, 

Ib)  sgna^.i  =  -  8gna„  2b)  sgnai  =  —  sgnao 

Nunmehr  kann  man  zusammenfassend  als  Spezialfall  der  Theo- 
i^me  II  und  III  die  bereits  a.  a.  0.  ohne  Beweis  aufgestellten  jetzt 
^^oHlbegrOndeten  Sätze  formulieren: 

Theorem  IV:  Besitzt  eine  Gleichung  n^^  Grades  f(js)  =  0 

1-    tw  reelle  und  durchweg  positive  oder  negative  Wurzeln 

^'    M  negative  und  w  —  ft  positive  Wurzeln 

So     ordnen  sich  diese  mit  den  reellen  Wurzeln  der  beiden  abgeleiteten 
Gleichungen  f^^  (/)  «  0  und  /o,i  (^)  «=  0,  nämlich  mit  respektive 

«u  ««»•••;  «p  ^^^  ßv  ßif  •  •  >  ß^ 
^*Öewia/  zu  einer  Folge  des  Typus: 

^  -  «>,  ft  <  ßy<  [•  •]<'  A  <  «^l   <  ^  <[••]<  Ä  <  ««^2  <  ^ 

[•••]  <  <^i  <  ^m  <ft  <  [••]  <  ft  < +~rÄ, 

1)  Die  veränderten  Indizierungen  der  cc  und  ß  dienen  lediglich  dazu ,  das 
VerteÜTmgBgeeetz  der  Wurzeln  sförker  hervorzuheben. 
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wo  jede   eingefdammerte   Reihe    [■■■,  i 
Folge  von  Wurzeln  k,  ß  darstellt. 

Und  umgekehrt: 
V.  Ordnet  man  die  reellen  Wurzeln 
«1,  «j.  ■■■,  ßp  und 

der  beiden  abgeleiteten  Gleichungen  (m  —  1)"°  Grades  /*,_oC 
fu  1  l'^)  ^  0  der  Grröße  nach  in  eine  einzige  aufsteigende  Fol 
man  ia  dieser  sukzessive  alie  ursprünglich  vorhandenen  um 
lieh  hervortretenden  Paare  ienachhmier ,  gleichnamiger  Ji 
resultiert  schließlich  ttotwendig  eine  der  Anordnungen: 

1.  —  Bei  nur  positiven  oder  negativen  Wurzeln 

la)  —  bei  geradem  n  —  Ib]   —  bei  ungerade) 

2.  —  Bei  positiven  und  negativen  Wurzeln  — 
—  (X>,ß^  <^<ßi<^<ßt<-    ■<  «^_i  <ßf.<^ 

<  ^^..1  <  St,  <  ■  ■  ■  <  ß„^,  «-r<  -i^,  Pi-  , 
Dann  aber  besitzt  die  Stammgleichung  »s'™  Grades 

/■(.)-o 

1.  genau  m  redte  «nti  positive  oder  negative  Wurzän 
0  $  ""i  'S  Ä  $  "1  $  «i  $  3,  $«.$"".$?.$■$  "—1 

1  a)  aiteh  nicht  eine  1  b)  eine  einEige 

reelle  Wurael; 

2.  ijenau  ft  negative  und  m  —  ft  po.^tife   Wnredn 

-  oo,  ft  <  »i  <  S,  <  ^  <  IC,  <  S,  <     ■  <  3,,  <  « .,  < 

<o;i<„<«„„  <()~t,<i„+,  <«•,*.  <ß,ti  <■■■<«, 

<3,._,  <  <i._,  <  !«■  <  +  00,  ft. 
Halle,  de»  20.  Okiober  1005. 
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Znr  Geometrie  auf  der  Engel. 

Von  R.  Heqer  in  Dresden. 

I. 

Wie  LexelP)  gezeigt  hat^  werden  die  Hauptkreise  eines  Punktes  P 
einer  Kugel  von  einem  Nebenkreise  K  so  geschnitten^  daß  die  Produkte 
der  Tangenten  der  halben  Bogen^  die  auf  einem  Hauptkreise  von  P  bis 
a^i  f  reichen,  einander  gleich  sind.  Bei  Gudermann^)  tritt  derselbe 
Satz  in  zwei  bemerkenswerten  anderen  Formen  auf;  wenn  ein  Haupt- 
kreis von  P  den  K  m  A  und  B  schneidet,  so  wird  gezeigt,  daß 

coa  \  {PA  +  PB)     ,  Bin  PA  -  ain  PB 

coB^iPA  —  PB)'  ^®^^'        coB*\ AB 

von    bestandiger  Größe   sind.     Zwischen  den  drei  bestandigen  Größen 
findet  der  Zusammenhang  statt 

cos  i  (PA  +  PB)       1  — tan^PJ..tan|PJ 
cobI{PA—PB)  "  l  +  tKulPA'iAnlPB' 

ain  PA   Bin  PB  _  .  ^coB^i  (PA  + PB)  _      4t»n^P^  .  tan^P^ 


coB*\  AB  coB*  ^  (P J.  —  PJ5)       (1  +  tan  I PJ.  •  tan  i  P-B)« 

Sind  Ä'  und  B'  die  Gegenpunkte  von  Ä  und  B,  also  die  Schnitt- 
P^ixkte  des  Hauptkreises  PA  mit  dem  Gegenkreise  K'  des  K,  so  ist 

tan  I  PA' .  tan|  PB'  =      ,     ,p.V     ,  ^^ , 

*  *  tan  ^  PA '  tan  \  PB ' 

coB^jPA'  +  PB')  cos  I  {PA  +  PB) 

cos  i  {PA'  —  PB')  "        C08 1  {PA  —  PB)  ' 

sin  PA   sin  PB  sin  P^^  •  sin  P^^ 

coB^  AB        ^  coB^^A'B 

Im  Hinblick  auf  die  ebene  Geometrie  wird  das  Produkt 
^^*i  1  PA  '  tan  \  PB  als  die  sphärische  Potenz  von  P  für  -K^  bezeichnet*)-, 
^^8e  Bezeichnung  ist  aber  nicht  unter  allen  Umstanden  zweckmäßig. 
^^tin  wenn  man  bei  geometrischen  Untersuchungen  auf  der  Kugel  jede 
^^S^r  mit  ihrer  Gegenfigur  zusammen  als  eine  Figureneinheit  auffaßt, 
^^  wird  man  den  Namen  Potenz  nur  für  eine  Größe  wählen^  die  für 

1)  Lexell,  Acta  Petrop.  1782,  I,  S.  66;  vergl.  auch  Baltzer,  Elem.  d.  Math., 
^-  Bd.,  6.  Aufl.,  Leipzig  1888,  S.  827. 

2)  Gudermann,  Nied.  Sphärik,  Münster  1836,  §  266. 
8)  Baltzer,  a.  a.  0. 
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K  und  K'  in  gleicher  Weise  gilt.  Es  empfiehlt  sich  alsdann^  den 
zweiten  Gudermannschen  Quotienten 

Bin  PA   Bin  PB 
co%*^AB 

mit  dem  Namen  ^^Potenz^'  zu  bezeichnen;  man  könnte  übrigens  diesen 
Namen  auch  fiir  jede  andere  symmetrische  Funktion  von  tan  jPJ.  •  tan^  PB 
und  dem  reziproken  Produkte  verwenden;  die  von  Gudermann  an- 
gegebene hat  aber  vor  anderen  eine  einfache  geometrische  Deutung 
voraus. 

Als  Potenz  eines  Punktes  P  für  einen  Nebenkreis  K  verstehen 
wir  also  das  Produkt  der  Sinus  der  auf  einem  Hauptkreise  des  P  an 
den  K  reichenden  Bogen,  geteilt  durch  den  Quadratcosinus  des  halben, 
innerhalb  des  K  auf  dem  Hauptkreise  enthaltenen  Bogens.  Die  Potenz 
ist  dieselbe  für  die  Gegenkreise  K  und  K\ 

Wenn  ein  Bogen  auf  einem  Hauptkreise  des  P  bis  an  K^  der 
andere  bis  an  K'  gerechnet  wird,  und  zwar  so,  daß  die  Punkte  auf  K 
und  K'  nicht  Gegenpunkte  sind,  so  ist  das  Verhältnis  der  Tangenten 
der  Hälften  dieser  Bogen  von  beständiger  Größe,  Ersetzt  man  in  der 
Potenz  B  durch  B\  so  erhält  man 

Bin  PA  '  sin  (180  ^  —  PB)  _  sin  P^  -  ain  PJg' 
coB^i  {180^  — AB')        ~       sm^ji  AB' 

Einem  Nebenkreise  als  Punktgebilde  entspricht  der  Kreis  als  Ort 
der  Hauptkreise,  die  mit  einem  gegebenen  Hauptkreise  einen  bestimmten 
Winkel  bilden.  Ist  P  ein  Punkt  eines  Hauptkreises  H,  sind  femer  A 
und  B  die  Hauptkreise,  die  P  mit  einem  Kreise  ft  gemein  hat,  und 
wird  der  von  A  und  B  begrenzte  Kugelwinkel,  der  $  nidit  enthält, 
von  H  in  die  Teile  HA  und  HB  zerlegt,  so  gilt  der  Satz,  daB 

tan  I  jGr-4  .  tan  I  HB, 
und  damit  zugleich 

coB  ^  {HA  +  HB)  .       Bin  HA  »  sin  HB 

coB^  {HA  — HB)'      ^^^^®  COB«  ^^5 

für  alle  Punkte  des  H  von  bestöndiger  Größe  sind.^)  Wir  wollen 
die  letzte  Zahl  als  die  sphärische  Potenz  des  Hauptkreises  H  für  den 


1)  Gadermann,  Niedere  Sphärik  §  296  und  27.    Auf  S.  228  mu6  die  dritte 
Zeile  von  unten  lauten 

Binu_    8in^(/?  +  «)    __d  8i5i*  _  BJnj^^^^+_0        ,    .,. 
"sinr""    Bin^(/J-a)  sinr       8in|(^'-a')'  ' 

femer  ist  in  §  297,  Formel  2  „sin*  ^(ß  —  ay*'  statt  der  ersten  Potenz  zu  setzen. 
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Kreis  Ä  bezeichnen;  die  Potenzen  von  H  für  die  Gegenkreise  Ä  und 
S,'  sind  gleich. 

Wird  der  Eoordinatenbestimnmng  für  Punkte  und  Hauptkreise  auf 
der  Eugel  ein  dreirechtwinkliges  Dreieck  XYZ  zugrunde  gelegt^  und 
gelten  als  Koordinaten  x,  y,  b  eines  Punktes  P  die  Sinus  der  sphärischen 
Abstände  des  P  von  den  Seiten  YZj  ZX,  XF,  und  als  Koordinaten 
eines  T  die  seines  Poles,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  der  die 
Mitte  ahc  und  den  sphärischen  Halbmesser  r  hat, 

Tc  ^  ax  +  iy  +  cz  —  r'  =  0.^) 

Der  Gegenkreis  hat  die  Gleichung 

Ä'  =  ax  +  6y  +  cjer  +  r'  =  0. 

Ist  l  der  sphärische  Abstand  eines  beliebigen  Kugelpunktes  P  von 
der  Mitte  M  des  Kj  sind  femer,  wie  oben,  A  und  B  die  Schnittpunkte 
irgend  eines  Hauptkreises  des  P  mit  dem  £,  so  ist  (Baltzer,  a.  a.  0. 

S.  327)  ^'_r 

tan  I  P^  .  tan  I  P5  =  V^  • 

Da  nun 

r  =  ax  +  6y  +  cz, 
80  hat  man  , 

tan|P^.tan|P5 p. 

Die  Potenz  p  von  P  für  jBT  und  K'  ist  daher 

A^kk' (ax  +  hy  +  czY  —  r'* 

P—        {k'-kj 


1«  f.'* 


Der  Ort  der  Punkte  gleicher  Potenzen  für  die  Kreise  K  und  K^ 
^^    daher  die  Gleichung 

{ax  +  hy  +  czy  —  r^        iflx^  +  ^i  y  +  c^^y  —  r^^ 
odex" 

p-^  (aa:  +  6y  +  cir)*  —  ^  (aja;  +  \y  +  Ci;er)«  =  0. 

Paßt  man  die  Gleichungen 

Ä  =  0,  i'  -  0 
^  ^ie  eine  homogene  Gleichung  zusammen 
_  K={ax  +  }>y  +  czy  -  r'*  (a:^  +  y*  +  ^*)  =  0, 

1)  Hauptkreiabogen  und  Winkel  Bphäriecber  Figuren  sollen  mit  deutschen 
"^^«^«taben,  ihre  trigonometrischen  Funktionen  mit  lateinischen  bezeichnet  und 
duroH  Akzente  unterschieden  werdisn: 

sin  r  =  r,  cos  r  =  r\  tan  r  =  r". 
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80  erhält  man  für  den  Ort  der  Punkte  gleicher  Potenzen 

L  =  --ri  K—  -71  -K^i  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Hauptkreise  dar,  die  auf  dem  Haupt- 
kreise  der  Mitten  von  K  und  K^  senkrecht  stehen  und  mit  den  beiden 
zu  K  und  K^  parallelen  Hauptkreisen 

ax  +  hy  +  cz  ^0     und     a^x  ^l^y  +  c^z  ^0 

in  Harmonie  sind. 

Für  je  zwei  der  drei  Kreispaare  (oder  kürzer  Kreise) 

ü:,  =  0,    ü:,  =  o,    ^8  =  0 

sind  die  Gleichungen  der  Orter  gleicher  Punktpotenzen 

=  -7Y  -K'i  —  -TT  -K'f  =  0, 

1      ^  1 


is 


woraus  folgt 


^1  =  pr  -K",  —  ^  ^Lj  =  0, 


Dies  ergibt:  Die  drei  Paare  von  potenzhaUenden  Hauptkreisen  für 
je  zwei  von  drei  Kreisen  schneiden  sich  viermal  zu  je  dreien  in  einem 
Punkte'^  diese  vier  PunJcte  hohen  für  die  drei  Kreise  gleiche  Potenzen. 

Sind  femer  abc  die  Koordinaten  eines  Grundkreises  H,  uvw  die 
eines  veränderlichen  Hauptkreises  T,  so  ist  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Hauptkreise^  die  mit  H  einen  gegebenen  Winkel  r  bilden, 

=  {au  +  bv  +  cwY  —  r'*  =  0. 


Die  Koordinaten  eines  Hauptkreises,  der  für  die  Kreise 

Ä  =  0     und     «1  =  0 

gleiche  Potenzen  hat,  erfüllen  die  Gleichung 

Der  Ort  der  Hauptkreise  gleicJier  Potenzen  für  zwei  Kreise  besteht 
also  aus  zwei  Punkten. 

Diese  Punkte,   in  denen  sich  die  beiden  äußeren  und  die  beiden 
inneren  gemeinsamen  Tangenten  von  Ä  und  Ä^  schneiden,  werden  von 
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Gudermann  (a.  a.  0.  §  319)  im  Hinblicke  auf  die  ebene  Geometrie  als 
Syinmetralpunkte  bezeichnet. 

Wir  ziehen  die  Bezeichnung  jjßotemhaltende  Punktet'  oder  kürzer 
,yPotenepunkt&^  vor. 

Die  Gleichungen  für  die  Potenzpunkte  je  zweier  der  drei  Kreise  ^^^ 


^8  ^8 


2f  =  pr  ^8  "  pr  ^1  =^  ^' 

Aus  der  Identität 

Si  +  »2  +  Sj  =  0 

folgt:  Die  dret  Po^j?j!nmX;^9aare  je  zweier  von  drei  Kreisen  liegen  vier- 
^/mI  jsu  je  dreien  auf  einem  Hauptkreise;  diese  drei  Haupthreise  haben 
gleiche  Potenzen  für  die  drei  Kreise, 

Diese  vier  potenzhaltenden  Hauptkreise  bezeichnet  Gudermann 
(a.  a.  0.  §  322)  als  Symmeiralen, 

Aus  der  Potenzeigenschaft  der  Schnittpunkte  fi  der  inneren  und 
der  äußeren  Tangenten  zweier  Kreise  ergeben  sich  einige  Sätze  als  un- 
^tielbare,  keines  Beweises  mehr  bedürftige  Folgerungen.  Z.  B.  Jeder 
Hauptkreis  T  eines  der  Punkte  S  schneidet  Ä  und  Ä^  unter  gleichen 
Winkeln.  Wenn  ein  Kreis  91  die  Kreise  Ä  und  Ä^  berührt,  so  geht  der 
Hauptkreis  der  Berührungspunkte  durch  einen  der  Punkte  S. 

Diese  beiden  Sätze  entsprechen  dual  den  beiden  folgenden:  Von 
jedem  Punkte  eines  der  Hauptkreise  von  L  aus  reichen  an  die  Kreise  K 
^^d  K^  gleich  lange  Tangenten.  Wenn  ein  Bjreis  R  die  Kreise  K  und 
^1  berührt,  so  schneiden  sich  die  gemeinsamen  Tangenten  auf  einem 
Hauptkreise  von  L. 

Einige  Sätze,   für  die  Gudermann  Beweise  beibringt,   bedürfen 

i^ach  der  hier  gegebenen  Darstellung  keines  Beweises.     Bezeichnet  man 

*^ei  Kreise  als  reziprok,  wenn  die  Punkte  des  einen  die  Poje  der  den 

äderen  umhüllenden  Hauptkreise  sind,  so  folgt  (Gudermann  a.  a.  0. 

§  ^23):  Die  Potenzpunkte  zweier  Kreise  sind  die  Pole  der  Potenzhaupt- 

wiae  der  beiden  reziproken  Kreise.   Ebenso  folgt  (Gudermann  a.  a.  0. 

1^24):  Die  vier  Punkte  gleicher  Potenz  für  drei  Kreise  sind  die  Pole 

icr  Hauptkreise  gleicher  Potenz  für  die  reziproken  Kreise. 

Die  Zusammenfassung  von  Kreis  und  Gegenkreis  zu  einer  Einheit 

^nd  die  Ausdehnung  des  Potenzbegrififs  auf  Hauptkreise  rückt  die  Be- 

9* 
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riihrungsaufgaben  auf  der  Kiigel  in  eiue  andere  Beleuchtung;  einige 
darauf  bezügliche  Bemertungen  dilrften  auch  an  dieser  Stelle  nicht 
üherflÜBsig  sein. 

Sind  zwei  Gegenpunktpaare  und  ein  Haiiptkreia  T  gegeben,  und 
liegen  zwei  Punkte  Ä  und  B,  die  nicht  Gegenpunkte  sind,  auf  derselben 
Seite  von  T,  so  enthält  ein  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmter 
Kreis  A  und  B,  der  Gegenkreis  Ä'  und  £';  und  wenn  zwei  Hsupt- 
ki-eise  T  und  ü  und  ein  Punkt  A  gegeben  sind,  ao  kann  eine  Lösung 
nur  in  dem  Kugelwinkei  TV  liegen,  der  A  enthält.  In  jedem  Falle 
kennt  man  eine  Symmetrieachse  der  Losung:  das  sphärische  Mittellot 
von  AB,  bez.  die  Mittellinie  des  Kugelwinkels  TU,  und  damit  kennt 
man  noch  einen  Hiiuptkreis  U,  bez.  noch  einen  Punkt  B,  nämlich  die 
symmetrisch  entsprechenden  zu  T  bez.  A.  Für  die  nun  entstandene 
Aufgabe:  Einen  Kreis  zu  zeichnen,  der  zwei  Punkte  A  und  B  enthält 
und  zwei  liauptkreise  T  und  U  berührt,  wenn  A  und  B  mit  T  und  Ü 
gegen  denselben  Hauptkreis  S  symmetrisch  liegen,  gibt  es  zwei  Lösunga- 
wege,  die  einander  dual  entsprechen. 


Bestimme  den  Schnittpunkt  C 
von  AB  und  T.  Zeichne  einen 
beliebigen  Kreis  K  durch  A  und  B. 
Zeichne  von  C  aus  eine  sphärische 
Tangente  CD  an  K.  Mache  auf 
T  die  Bogen  CE^  -  CE^  =  CD. 
£,  und  £j  sind  die  Punkte,  in 
denen  T  von  Jen  Lösungen  be- 
rührt wird. 


Bestimme  den  Hauptkreis  T 
er  Punkte  TU  und  A.  Zeichne 
inen  beliebigen  Kreis  K,  der  T 
und  ?' berührt.  Zeichne  im  Schnitt 
von  V  und  K  eine  sphärische 
Tangente  an  K.  Zeichne  in  A  die 
Hauptkreise  W^  und  W^,  die  mit 
V  denselben  Winkel  bilden,  unter 
dem  K  und  V  einander  schneiden. 
W,  und  ll'ä  sind  die  Hauptkreise, 
die  die  Lösungen   in  A  berühren. 

Derselbe  Dualismus  gilt  natürlich  auch  in  der  Ebene.  Der  Um- 
stand, daß  die  für  den  Unterricht  bestimmten  Darstellungen  der  Plani- 
metrie sieh  meist  durch  AuBachluB  trigonometrischer  Hilfsmittel  ganz 
ohne  Not  beschränken,  bedingt  es,  daß  der  Begriff  der  Potenz  einer 
Geraden  für  einen  Kreis  (öudermann  a.  a,  0.  §  297,  2.  Anmerkung) 
dort  noch  keinen  Eingang  gefunden  hat,  und  daher  die  rechts  stehende 
Lösungsweise  unter  einem  ganz  anderen  Gesichtspunkte,  nämlich  als 
Anwendung  der  Methode  der  ähnlichen  Abbildung,  behandelt  zu  werden 
pflegt. 

Die  beiden  Aufgaben:  Einen  Kiels  zu  zeichnen,  der  durch  einen 
Kreis  K  und  außerdem  durch  eivei  Punkte  A  und  B,  oder  durch  xwei 
Hauptkreise  T  und  U  bestimmt  ist,  entsprechen  einander  ebeufalls  dual, 
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und  lassen  unter  Verwendung  der  Punkt-  und  Hauptkreispotenzen  dual 
entsprechende  Lösungen  zu. 

Zeichne:  Einen  Kreis  R  durch 
Ä  und  B]  einen  Kreis  S  durch  Ä 
und  B';  den  vollständigen  Ort  L 
der  Punkte  gleicher  Potenzen  für 
R  und  JTZ';  denselben  Ort  iV  für 
S  und  KK'\  femer  Hauptkreise 
durch  die  Schnittpunkte  des  Haupt- 
kreises AB  mit  den  Hauptkreis- 
paaren L  und  jV^  die  den  in  Frage 
kommenden  der  Kreise  K  und  K' 
berühren. 

Die  acht  Berührungspunkte 
sind  die  Punkte,  in  denen  K  und 
K'  von  den  acht  Lösungen  der 
Aufgabe  berührt  werden. 


Zeichne:  Zwei  Kreise  R  und 
Sy  die  zwei  von  T  und  J7  begrenzten 
Nebenwinkeln  eingeschrieben  sind; 
den  vollständigen  Ort  L  der  Haupt- 
kreise gleicher  Potenzen  für  R  und 
KK']  denselben  Ort  N  für  S  und 
KK']  femer  die  Hauptkreise  des 
Punktes  T  ü  nach  den  Punktpaaren 
L  und  N. 

Die  Schnittpunkte  dieser  vier 
Hauptkreise  mit  dem  in  Frage 
kommenden  der  Kreise  K  und  K' 
sind  die  Punkte,  in  denen  diese 
Kreise  von  den  acht  Lösungen  der 
Aufgabe  berührt  werden. 


(Fortsetzung  folgt.) 


Ober  ßternförinige  Polygone,  welche  mit  der  Teilung  der 
elliptisclien  Funktionen  im  Zusammenhange  stehen. 

Von  P.  Kokott  in  Neisse. 

Von   der   Peripherie   des   kleineren   zweier   konzentrischen  Kreise 
ixiache   man   einen  Schritt   gleich  a  nach    dem  größeren^  von  da  aus 
Zurück  zum  kleineren  u.  s.  f.;  es  entsteht  eine  sternförmige  Figur ^  die 
sich  bei  günstiger  Wahl  der  Größen  ü,  r  und  a  schließen  wird,  und 
Ä'war  ist  es  oflfenbar,    daß,  wenn   die  Figur  sich  einmal  schließt,   sie 
immer  geschlossen  ist,  von  welcher  Stelle  man  auch  ausgeht.    Läßt  man 
jetzt  die  Bedingung  fallen,  daß  die  Kreise  konzentrisch  sind,  so  entsteht 
eine  Figur,  welche  ähnliche  Eigenschaften  in  bezug  auf  die  elliptischen 
I'unktionen  besitzt,  wie  sie  der  regelmäßige  Stern  in  bezug  auf  die  trigo- 
nometrischen Funktionen  hat. 

Herr  Arnold  Emch  gibt  in  einer  Arbeit,  die  von  der  üniversity 
of  Colorado  im  Dezember  1902  herausgegeben  ist,  für  den  Fall  eines 
Drei-  und  Viersternes  die  Lösung,  wenn  a  gleich  dem  Radius  des 
kleineren  Kreises  gleich  ist. 

Im  folgenden  wiU  ich  das  Problem  in  anderer  Weise  lösen  und  die 
Schließxmgsbedingungen  bis  zum  Sechs-  und  Achtstem  entwickeln;  es 
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wird  sich  aus  der  Behandlnng  auch  der  algehraische  ZuBammenhang 
der  Figuren  mit  den  Poncelet sehen  Polygonen  ergeben,  auf  den  auch 
Herr  Emch  in  geometrischem  Sinne  aufmerksam  gemacht  hat. 

Drückt  man  Ä^M^  ia  doppelter  Weise  aus  den  Dreiecken  A^M^M 
und  M^A^Bi  nach  dem  Eosinussatze  aus,  so  erhalt  man 

21ia  cos  /J  -  ü*  +  a»  —  r*  -  e«  +  2rß  cos  a. 
Ebenso 

2  üa  cos  /J'  -  B*  +  a*  —  r*  -  6«  +  2 rc  cos  a'    («'  bestimmt  A^). 


Daraus  folgt  Ba  (cos  ß'  —  cos  ß)  «=*  re  (cos  a'  —  cos  a)  oder 
Ba  sin 


^  -^  sm  '^      - 


2 


re  sm  — ^ —  sm 


2 


2 


Nun   ist   aber   aus  den  gleichschenkligen  Dreiecken  MA^A^  und 
B^A^A^   erkennbar,   daß  a  sin  ^  J"  ^  =°  r  sin  ^  ^       ist,   also   ist   auch 


B  sin 


ß'-ß 


e  sm 


a  -\-  a 


2  —       2 

Multipliziert   man   die  beiden  ersten  Glei- 


2  2     • 

chungen,  so  entsteht 

4  JB*  a*  cos  ßcosß'  ^G  +  HS  +  KP. 

Hierin    sind    Cr,  H  und  K  Konstanten,    P  =  cos  a   cos  a    und 
5  =  cos  a'  +  cos  a.     Drückt  man  noch  2  cos  /J  cos  /J'  —  cos  {ß'  +  /J)  + 
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C08  (/)' — ß)   durch   oos  (a' — a)  und  co8{a+a)  aus,   und  setzt  man 
sin  a  sma  ^  P^,  so  erhalt  man 

(1)  ÄP  +  BP'+CS^D, 

Die  Gleichung  (1)  stellt  die  Abhängigkeit  des  Winkels  a'  von  a 
^ar  und  kann  mit  den  elliptischen  Funktionen  in  Zusammenhang  ge- 
bracht werden,  wenn  es  gelingt,  den  Koeffizienten  von  S  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  dies  immer 
xnoglich  ist.     Setzt  man  nämlich 

yc\\  i  —  COB  W  /  1  —  COB  Op' 

<2)  cos  a  =-  , ■^,  cos  a  =  -. >--^, 

^  /  l  C08  q>  —  1 '  I  COB  9  —  1 ' 

80  geht  die  Gleichung  (1)  über  in 

n{Ä  -  2  CX  -  Dl')  +  n'B{\  -  A«)  +  E{CX^  -  U  -  D)  A  +  ^  =• 

D  +  2CX-AXK 

Hierin  ist  il  =-  cos  y  cos  q>',  11'  =^  sin 9  sin 9'  und  27  =-  cos  q>  +  cos y '. 
Über  die  noch  unbestimmte  Große  X  verfdgen  wir  so,  daß 

(3)  X»-^^X  +  l-0 
ist.    Wir  erhalten  dann 

(4)  cos  q>  cos  9  +  A_Q^  sm  9  sm  9  =   .  __;^,  • 


(5) 


Setzt  man  jetzt 

-.--^  =  A  (O,  X),      ^-X  cos  CD 


J 


so  entspricht  (4)  genau  der  Formel 

cn  ti  cn  v  +  sn  t*  sn  t?  dn  (w  —  v)  =»  cn  (m  —  v) , 

Und  wir  sehen  daraus,  daß  die  Differenz  der  Argumente,  durch  welche 
9>  und  if'  und  damit  auch  a  und  a  bestimmt  sind,  konstant  ist.  Wir 
bezeichnen  diese  Eonstante  mit  h.     Aus  der  Gleichung  (2)  folgt 

Die  Transformation  ist  also  in  allen  Teilen  reell,  wenn  A  <  1  ist. 
Die  Gleichung  (3)  zeigt,  daß  eine  Wurzel  X  immer  kleiner  als  Eins  ist; 
Herbei  muß  vorausgesetzt  werden,  daß  4C<(J.  — D)^  sei. 

Gtehen  wir  nun  von  irgend  einem   Punkte  A^y  dessen   Argument 
ü  ist,   aus,   so   ist  A^  durch   w  +  A,   A^    durch   «  +  2Ä,   A^^^   durch 
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ti  -f  nh  bestimmt.     Soll  nrin  der  letzte  Punkt  mit  Ä^  zusammenfallen, 

1 

so  muß  nh  =  4K  sein,  wo  K  ^  f    ,        ^ ist.    Daraus  folirt,  daß  es 

u 
gleichgültig  ist,  an  welcher  Stelle  man  anfängt,  denn  die  Schließungs- 
bedingung enthält  nur  die  Eonstante  des  Problems. 

Eliminiert  man  in  derselben  Weise  die  Winkel  a,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  für  /J'  und  /J,  welche  dieselbe  Form  wie  (1)  hat.  Die 
Koeffizienten  dieser  Gleichung  unterscheiden  sich  nur  dadurch,  daß  Ra 
durch  re  zu  ersetzen  ist,  während  alles  bis  auf  das  Zeichen  des 
Koeffizienten  von  sin  /)  sin  /3'  unverändert  ist.  Daraus  ergibt  sich,  daß 
für  die  Winkel  ß  die  Beziehung  u+v'^h'  gilt. 

Wir  gehen  nun  daran,  die  Bedingungen  des  Schließens  in  Funktion 
der  Größen  R,  r,  e  und  a  selbst  anzugeben,  und  untersuchen  zuerst  das 
Stemviereck,  das  auf  der  Peripherie  des  kleinen  und  des  großen  Kreises 
je  4  Ecken  besitzt.  Da  ä  dann  den  Wert  K  annimmt  und  cn  jK"  ==  0 
ist,  so  erhalten  wir  entsprechend  den  Gleichungen  (by.—Ck^B. 
Setzt  man  diesen  Wert  in  (3)  ein,  so  entsteht  C  +  -42)  =  0.  Für  das 
Dreieck  ist  die  Gleichung  zu  benützen 

cn--£:+-4-  =  -i 

d  h. 

C'  +  AB^-AD  +  BC^O, 

Für  das  Sechseck  ergibt  die  Elimination  von  X  aus  der  Gleichung  (3) 

in  Verbindung  mit  cn- JE^H —  =  1,  die  mit    .  _J^,  H ^-    =  1 

dn-Z 

identisch  ist,  {AB  +  (?y  =  B^  {{A  -D)^-4(?). 

In  ähnlicher  Weise  hat  man  die  Bedingungen  für  höhere  Vielecke 
zu  bilden.  Betrachtet  man  die  Konstanten  der  Gleichung  (1)  genauer, 
so  sieht  man,  daß  dieselben  eine  sehr  einfache  Gestalt  annehmen,  wenn 
a^r  gesetzt  wird.  Es  wird  nämlich  J.=  2r^\  B  =  2r*;  C  =  —  2re; 
D  =  i?^  —  f?*  —  2r*,  da  durch  den  Faktor  B^  —  e^  gekürzt  werden  kann. 
Man  erhält  dann  für  das  Dreieck  r  =  R,  für  das  Viereck  2r^  =  R^'\-e^y 
für  das  Sechseck  r^  (3r«  -  2?>)  =  e\R^  +  r«),  endlich  für  das  Achteck 
(R^  -  e«)  { ((2r  +  6)»  -  -B*)  •  ((2r  -  e)»  -  Ä*) }  =  (R'  +  e*  -  2ry,  Die 
Größe  e  ist  willkürlich,  jedoch  der  Bedingung  unterworfen,  daß 
2r'-e>R  ist. 

Neisse,  im  September  1907. 
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erzeugen. 

Von  Wolfgang  Vogt  in  Karlsruhe. 

Ein  umfassender  Zyklus  von  Arbeiten  der  Herren  Sturm,  Hirst, 
Schubert^)  beschäftigt  sich  mit  der  Frage  nach  der  Anzahl  projektiv 
l)ezogener  Gebilde  erster,  zweiter  und  dritter  Stufe,  welche  gewisse  vor- 
gegebene Bedingungen  erfüllen.  Die  Bedingungen  zerfallen  in  Lage- 
bedingungen für  die  Träger  und  in  Projektivitätsbedingungen.  Die 
letzteren  bestehen  in  Paaren  konjugierter  Elemente,  das  sind  solche, 
die  mit  entsprechenden  Elementen  der  gesuchten  Projektivität  inzident 
sein  sollen. 

Die  vorliegende  Arbeit  untersucht  Systeme  von  korrelativen  Bündeln, 
welche  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  erzeugen  und  außerdem 
hinzutretende  Bedingungen  befriedigen. 

1.  Wir  schicken  zwei  Hüfsbetracktungen  voraus.  Die  dem  Haupt- 
problem analoge  Frage  für  einstufige  Gebilde,  projektive  Ebenenbüschel, 
lautet:  gegeben  ist  eine  Regelschar  und  eine  Anzahl  von  Paaren  „Ä:on- 
jugierter'^  Punkte,  gesucht  projektive  Ebenenbüschel,  welche  die  Regel- 
schar erzeugen  und  nach  den  konjugierten  Punkten  entsprechende  Ebenen 
senden. 

Ein  Faar  konjugierter  Punkte  A^]  A^  legt  in  der  Leitschar  eine 
Projektivität  „assoziierter^^  Sirahlen  fest,  d.  s.  solche  Strahlen  ö^,  o^, 
welche  als  Achsen  projektiver  Ebenenbüschel  obige  Bedingungen  be- 
friedigen. Den  einzigen  einem  beliebigen  Strahl  o^  der  Leitschar  asso- 
ziierten Strahl  O2  finde  ich,  indem  ich  die  Schnittgrade  der  Ebene  o^Ä^ 
mit  der  Regelschar  mit  Ä2  durch  eine  Ebene  verbinde  und  diese  Ebene 
wieder  mit  der  Leitschar  schneide. 

Für  zwei  Paar  konjugierter  Punkte  A^-^  A^,  B^-^  B^  gibt  es  zwei 
Paare  assoziierter  Strahlen,  Denn  die  durch  A^-^  A^  bzw.  B^]  B^  fest- 
gelegten Projektivitäten  assoziierter  Strahlen  haben  zwei  Paare  gemein. 

Auch  folgende  Betrachtung  wird  nützlich:  Es  liegt  eine  Pläche 
zvceiier  Ordnung  F^j  ein  Punkt  0^  und  eine  Ebene  o,   vor.    Auf  allen 


1)  Sturm,  Math.  Ann.  1,  533;  6,  513;  15,  407.  —  10,  117.  —  12,  254. 
-  Hirst,  Proc.  of  Lond.  Math.  Soc.  5,  40;  8,  262.  —  21,  92.  —  Schubert, 
Kalkül  der  abzählenden  Geometrie,  Lpzg.  1879,  §§  28  bis  32.  —  Vgl.  auch: 
W.  Vogt,  Korrelative  Räume  bei  gegebener  Punktkemfläche,  Diss.,  Breslau,  1906. 
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Strahlen  durch   Oj  ist  eine  Projektivität  beatimrat,  in  der  die  Schnitt- 
punkte mit  i^  Koinzidenzpunkte,  0,  und  der  Schnittpunkt  mit  ra,  ent- 
sprecliende    Punkte   sind.     Der    Ort   der   dem    Oj  =  Oj    entsprechfnden 
Piinl.te   ist  eine  Ebene  m\ ;  denn  auf  jedem  Strahl  durch   0^  =  0",  liegt-^fz^j 
genau  ein  Punkt,   und  0,  =  O'j   ist  selbst  unter  dieseu  Punkten  nichfc; 
enthalten,  weil  auf  keinem  Strahl  Identität  herrscht.     Auf  allen  Strahlet^ 
von  0,^0j  nach  dem  Schiiittetrahl  der  a^  mit  der  Polare  hene  von  0^  =  0^ 

bezüglich  F'  herrscht  Involution,  darum  geht  ö,'   durch  diesen  Strahl __j 

Denke   ich   mir  zwei   Räume   2^^,  I^^   und   lEisse  jedem  Punkte  Ä 
Ton    S^    den    Punkt    von    2.^    entsprechen,    der   ihm    auf   seiner    Vei —   -. 
bindungsgraden   mit  0,  =  (7,   zugeordnet  ist  in  der  eben  besprochene! 
Projektivität,  so  entsteht  eine  ein-eindetUige,  in  beiderlei  Sitnie  guadra 
tische  „zentrale"   Verwandtschaft.^) 

I.  Problemstellung, 
§  1- 

2.  Zwei  korrelative  Bündel  0,,  Oj  mögen  vorliegen;  ich  denke  b 
mir  in  zwei  verschiedenen  Häumen  i',,  21^.  Zwei  Punkte  J,;  A^  axi^ 
zwei  Grade  ti, ;  Oj  in  ^,  und  27,  sollen  ,Jconjiiffiert^'  heißen  in  l>es'«:Kg 
auf  die  korrelativen  Bündel,  wenn  sie  mit  polaren  Elementen  der  beid 
Bündel  inzident  sind,  also  wenn  die  Strahlen  0^A^,  O^A^  resp.  «üa 
Ebenen  0^a^,  O^a^  in  den  Bündeln  konjugiert  sind.  Einem  Punkte  - 
sind  somit  alle  Punkt«  der  dem  Strahle  0,  J,  entsprechenden  Eb^ 
konjugiert,  einem  Strahle  a,  alle  Strahlen  des  Strahlengeh Qsches,  das 
der  Ebene  OjO,  entsprechenden  Strahl  zur  Achse  bot. 

Auf  jeder  Graden  des  Kaumeä  liegt  eine  Projektivität  konjugiei 
Punkte.  Der  Ort  der  Koinzidenzpunkte,  also  der  (hl  der  sidi  set'^'^ 
konjitjiieriai  Punkte  im  Raunte  ist  die  von  den  Jiiindeln  erzeugte  Flcr^^^"^' 
gweiten  Grades  i*'.*) 

0,  und  0,  liegen  auf  der  F*.  Dem  Strahl  0, 0,  entspricht  '" 
dem  einen  und  anderen  Bündel  die  Tangentialebene  an  i*^  in  i\  reep.    ^^v 

3.  Die  Aiisartungen  erster  Stufe*)  der  loirdativen  Bündel  sind  *^« 
planare  und  axiale  Siindelkorrelatio».  Die  planare  besteht  im  wese^^^'" 
liehen   aus  zwei   projektiven   Strahlenbiischeln,   jeder   Strahl    des  eii»-*D 

1)  Zentrale  nnd  windichiefe  RaumTerwandUchafteii,  JftbreBber.  d.  Schlei.  ff~  ** 
f.  Tktorl.  Kultur,  1906. 

8)  In  jedem  Strahl enbaschel  liegt  eine  Projektivität  konjugierter  Stahl  ^f^"' 
Ort  der  sich  aetbat  koaju gierten  Strahlen  üt  ein  Komplex  xweiteo  Qrades. 

8)  Vgl,  .Sturm,  Math.  Ann.  13.  261,  Schubert  a,  a.  Ü.  §  32,  Hii 
gf  Und  Math.  Soc  5,  42, 
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entspricht  allen  Ebeneu  durch  den  entsprechenden  des  anderen.  Die 
Projektivität  konjugierter  Pankte  auf  allen  Strahlen  des  Raumes  ist 
ausgeartet,  die  aingulären  Pnnkte  sind  die  Schnittpunkte  mit  den  sin- 
gtilären  Ebenen  der  Bündel.     Die  erzeugt«  F^  ist  das  Ebenenpaar. 

Die  axiale  BioulelkoiTclation  besteht  aus  zwei  projektiven  Ebenen 
büscheln,  jede  Ebene  des  einen  entspricht  allen  Strahlen  des  Strahlen- 
buschels  in  der  entsprechenden  Ebene.  Die  erzeugte  I'^  ist  das  Er- 
zeugnis der  projektiven  Ebeneubtischel. 

Fallen  die  Achseu  zusammen,  so  besteht  die  erzeugte  i^  aus  den 
Koinzidenzebenen  der  konjektiven  Ebeuenbüschel.  Fallen  die  Achsen 
zusammen  und  wird  die  Projektivität  der  Ebeoenbiischel  Identität,  so 
^^ird  keine  eigentliche  F^  erzeugt,  alle  Punkte  des  Raumes  sind  sich 
Belbst  konjugiert. 

Gibt  es  bei  vorliegenden  korrelativen  Bündeln  0,,  0^  außerhalb  der 
erzeugten  F*  einen  sich  selbst  konjugierten  Punkt,  so  sind  die  Pro- 
jektivitäten  konjugierter  Punkte  auf  allen  Strahlen  durch  ihn  Iden- 
titäten, alle  Punkte  des  Raumes  sind  sich  selbst  konjugiert.  Jeder 
Strahl  jedes  der  beiden  Bündel  liegt  ganz  in  seiner  entsprechenden 
Ebene.  Das  ist  nur  möglich  bei  der  speziellen  axialen  Korrelation 
mit  gemeinsamer  Achse  und  identischen  Ebenenbüscheln.  Ich  kann 
daher  sagen:  sind  bei  voi^egebeuen  korrelativen  Bilndeln  neun  sich 
selbst  konjugierte  Punkte  bekannt,  so  ist  die  durch  diese  bestimmte  F' 
das  Erzeugnis  der  korrelativen  Bündel,  es  sei  denn,  daß  die  spezielle 
axiale  Korrelation  herrscht. 

Sind  10  nicht  in  einer  F*  liegewie  sich  seihst  lionjutfiertc  Fnnlie 
6c*«»»(,  so  herrscht  notwendig  die  spezielle  axiale  BündeUiorrüation. 

4.  Wir  rcoUen  das  Systetn  korrelativer  Bündel  untersuchen,  welcitc 
«*ne  gegebene  F*  zum  Ereeugnis  habe». 

Eine  allgemeine  F^  wird  durch  y  BUtidelkorielationen  ereeugt;  denn 
die  beiden  Scheitel  sind  auf  F^  selbst  willkürlich,  und  nehme  ich  sie 
'»^Bt,  so  gibt  es  noch  oc'  Korrelationen.  Einem  Strahle  «,  von  0, .  der  F^ 
'^och  in  81  schneidet,  entspricht  in  diesen  je  eine  Ebene  des  Ebenen- 
bOBchels  0(?I.  Nehme  ich  eine  voii  ihnen  als  «,  fest,  so  ist  damit  die 
Korrelation  eindeutig  bestimmt.  Einem  weiteren  Strahle  6,  von  0,, 
der  F'  noch  in  59  schneidet,  entspricht  die  Ebene  durch  0^,  i9  und 
•i*^»  von  Ä  verschiedenen  Schnittpunkt  der  Ebene  0^  Oj  6,  mit  dem 
Kegelschnitt  (oji^.') 

Zur  Festlegung  einer   endlichen   Anzahl   von    Bündelkorrelationen 
Werden  wir  noch  5  einfache  Bedingungen  oder  mehrfache  in  äquivalenter 

1}  Bchratai,  Obeifl.  zweiter  Ordunng,  Lpsg.  1S80,  S.  461. 

^ 
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^eits^    luAOiüi&Mi    vuiroefL     Als  solche  werden  wir  die  folgenden  be- 
A«^«^i»     i  ctMttU  'Vir   Ib^r  den  Rahmen  der  von  Sturm  und  Schubert 

>xi  ««MitfMUUitfu  ünch  Schuberts  Beispiel^)  jede  Bedingung  sym- 
v«^dcu  liirvu  ^UMU  Buehätab^iy  eine  Anzahl  von  Bedingungen  durch 
.^   -toA^iOxiäca«   Pi^Hiukt  der  zugehörigen  Buchstaben.     Eine    Summe 

.^  <«4uuu4<ai  ^««Miciinet  die  Bedingung^  daß  einer  oder  ein  anderer 
,«    -^.ojwoxiscjat^ü    Suumanden   erfüllt   sein    soll.     Schließlich    soll   ein 

.**cvJi^.a<*ui  Vub«iruct  der  die  zur  Festlegung  einer  endlichen  Anzahl 
v.^    UuiM.cjLaLV>4'n»4auoutNi  nötige  Dimension  hat^  zugleich  die  Zahl  der 

K  >^  '  't   ^  t»iiwr  Ebene,  einer  Graden  liegen,  oder  ein  gegebener 

H*..^v  Nv-Aü^  >\>    js^  via*  eine  einfache  (jp^),  zweifache  (j)]),  dreifache  Be- 

«#c**%    *'»  '*    ^*>i>^*   ^  beiden  letzten  sich   als   Produkte   der  ersten 

va^^>^^  ü^m^UÄ^?«!  für  0,  sind  p^,  p],  p], 

t^   »«uk    u    UMvr^itt  Falle  die  Scheitel  stets  auf  F^  liegen  müssen, 

^■L  ,L,jM>r>ih    *>    i**^  w^  S*"'  J"*^^*-  ^^  Betracht,  und  pl  und  pl  verlangen, 

u;     ♦    ^•■>4^  '^f  vMü^  vfor  beiden  Schnittpunkte  der  gegebenen  Graden 

'    i^     'higi^v^  ^  hier  übersichtlicher  erscheint,  eine  feste  Lage 

i»     ^  ><A*5%i  MH  tr^  als  Bedingung  einzuführen,  bleibe  ich  doch  bei 

v*v   ^*WV>*i^i  ^^J'^  *^  ^  ^^®  zweifache  Bedingung  sich  als  Potenz 

<v     u-.ttX*»    i^*^iwäi»wt  ßßt,    und   das    zur   Aufstellung   der   Tabelle 

s(M^^   %l>^*^  ./jf^^^Viij^MWflF^n  für  die  Scheitel  nehmen  wir  folgende 
,^^^^^^  i^^t^4^!^  *^^   d*®  Korrelation,   die  aber,    wenn    sie   die 
ii.,jk.Xi^^  A^  j^A^ii^5il%  auch  Lagebedingungen  für  die  Scheitel  abgeben. 
^^,5^^      >*^yMl??W^lU<^W^^^  sind    ein     Paar     konjugierter 

V^.^vt.      H      'i.^  -  f-  ^^  ^'^^  konjugierter  Graden  [q,;  a,]  =  v, 

v^  ^V<fc  W  'Ji^^  Strahle  von  0^  nach  einem  festen  Punkte 

vM^NM^^^^M'^^lNt  IflMW'  ^  wicht  nur,  wie  in  fi,  einen  Punkt,  sondern 

\     >*^    A    i^    >'^'*  0^  *•**  wJbst  fest,  so  ist  das  eine  zweifache,  drei- 

Ü    >^v>^V-^'       ^^  ^W)-J*t'  l^'*»^  ^i]-)^^  analog:   [q^;  A^^^Ji^, 

V  A^  ^■j^nif^Mt  ^  Ä^^ittü^  ich  drei  verschiedene  zweifache  Be- 
^           .^    ^^  x^i^^MMK^  V\Mi  d*m  der  Ebene  von  0^  nach  einem  festen 

>^^V  ^  ^^^l^»ltw^^***^^^  5^tmhla:  1.  Er  soll  durch  einen  Punkt  A^ 
^sJWa  ^'^«^  HNh^^K^W^r  w^  idontisch  mit  [a^ ;  A^]  =  )i^ .  2.  Er  soU 
H  ,v^^  KVw  ^  »W*wii  K;  «tl  -  ?,.     3.  Er  soll  zwei  Grade  a„  d, 

V  v^  Hh^v^^.  a.  ♦.  \^  5^  ^ 
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chneiden,  d.  h,  ich  gebe  zu  tl,  zwei  konjugierte  Gniden:  [o,;  Oj,  a^]  —  v,. 
''  X>urch  Raumvertauschuiig   entstehen   die   Bedlugungeii:    \_Ä,;  a^]  =  iij, 

Ferner  gewinne  ich  aus  v  zwei  dreifache  Bedingungen,  indem  ich 
von  dem  der  Ebene  von  0,  nach  einem  Testen  Strahl  Oj  entsprechenden 
Strahle  verlange,  1.  daß  er  einem  Strahlenbüschel  angehört:  [a;;  (,■1^,  t(^)\ 
«=    1',,    2.    daß   er   drei  Strahlen   a,,   d^,  aÖ'   schneidet,    d.   h.   ich    gebe 
drei  konjugierte  Strahlen  zu  a,:   [o^;  Uj,  0,,  Oj]  =  i', .     Uurch   Kauni- 
vertacschimg  ergeben  sich:  [(-^j.  ßj);  Os]  —  v^  und  [o',,  ü,',  o',":  a^J  =  n . 
Schließlich  erhalte  ich  eine  vierfache  Bedingung,   wenn   ich  jenen 
Stmhl  selbst  festlege:  |0i;  «al=  T',,  dnrch  RaiimvertauBchung:  Lf^t!"»!  — ''s- 
7.  Es   iet   bereits   gesagt,    daß   eine   F'  dumh  oo^  Bündel-Korre- 
lationen erzeugt  wird:    14   einfache    Bedingungen    legen   eine    endliche 
A.n2alil   von  korrelativen   Bündeln   fest,   die  F-  ist  nach  (3)  mit  neun 
sich  selbst  konjugierten  Funkten  äquivalent,   es  bleiben   also   fünf  Be- 
dingangen  frei. 

Danach  könnte  man  glauben,  daß  die  hier  gefundenen  Resultate, 
Bo  weit  sie  sich  sonst  auf  dieselben  Bediw/imgm  bezidicn,  sich  von  denen 
der  Storm-Schubertsehen  Arbeiten  bei  Bedingnngsgruppeu,  welche /i^ 
enthalten,  nicht  unterscheiden  werden.  Dem  ist  aber  nicht  so.  Zum 
Beispiel  ist  bei  jenen  ^tj;)^;!"  =  3'J,  während  hier  bei  gegebenem  F^ 
P=  P'  gleich  U  ist,  weil  0,  nicht  in  dem  durch  2»!  dargestellten  Punkte 
außerhalb  F^  liegen  kann.     Der  Grund  dazu  Hegt  in  folgendem: 

S.  In  dem  System  fünfter  Stufe  von  Bündel-Korrelationen  sind 
l'f*'f}inrc  Korrelationen,  die  ja  ihr  Ebenenpaar  zum  Erzeugnis  haben, 
ff^rnicht  enthalten.  Axiale  können  in  zwei  Gestalten  auftreten.  Erstens 
kfiBnen  die  beiden  Achsen  einer  der  beiden  Scharen  der  7''*  angehören, 
°-^^  Scheit«!  sind  auf  ihnen  willkürlich,  die  projektiven  Ebenenbüschel 
**"Xfugen  die  andere  Schar.  Dieser  Art  gibt  es  in  dem  System  oo*, 
^'^kbe  bei  imaginären  Scharen  der  F*  sämtlich  imaginär  sind. 

Ferner  aber  hat  jede  spezielle  axiale  Bündel-KoiTelation  mit  zu- 
*^^Xumen gefallenen  Achsen  und  identischen  Ebenenbü schein  alle  Punkte 
*^s  Raumes  zu  sich  selbst  konjugierten,  erzeugt  also  auch  die  ge- 
Belene  F*.  Die  Achse  kann  :»*  Lagen  im  Baume  haben,  die  beiden 
''dieitel  sind  auf  jeder  noch  willkürlich.  Es  gibt  o^*  speKielle  axiale 
"Qndel-Korrelationen,  also  eine  höhere  Mannigfaltigkeit,  als  es  allge- 
*ieiiie  Bündel- Korrelationen  gibt,  welche  F''  erzeugen.  Diese  Anomalie, 
••■elcbe  zonächst  die  Abzahlung  mittels  der  Ausartungen  erster  Stufe 
'»nmÖgUoh  macht,   bewirkt   den    obengenannten    Unterschied    zwischen 

I)  Schubert  b   a.  0.  3.  S91;  dort  sieht  p  för  p,,  p'  för  jt,. 
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meinen  Resultaten  und  den  Sturm -ScJiubertschejL  In  dem  Beispiele 
PiPI  &^^  ^B  zwar  keine  lösende  allgemeine,  aber  oo^  spezielle  axiale 
Bündel-Korrelationen;  die  Achse  ist  frei  in  dem  Strahlenböschel  um 
den  durch  pl  dargestellten  Punkt  nach  der  durch  fl  dargestellten 
Graden  hin,  0^  ist  jedesmal  jener  Punkt,  0,  der  Schnittpiuikt  mit 
dieser  Graden. 

In  das  Koniinuum  der  allgemeinen  Bündd-Korrdationen  ffd^en  nur 
diejenigen  speeidlen  axialen  Korrelationen  mit  susammengefäUenen  Achsen 
und  identischen  Ebenenbüschdn  ein,  wdche  ihre  Bünddseheitd  in  den 
Sdinittpufikten  der  Adise  mit  F^  liegen  haben.    Deren  gibt  es  oo\ 

Die  einfache  Bedingung,  daß  eine  gesuchte  Korrelation  eine  Aus- 
artung der  speziellen  axialen  Art  sein  soll,  will  ich  mit  ^,  die  Be- 
dingung, daß  sie  eine  axiale  Korrelation  sein  soll,  welche  durch  ihie 
projektiven  Ebenenbüschel  wirklich  F*  erzeugt,  will  ich  mit  i;'  be- 
zeichnen. 

II.  Punktbedingungen. 

9.  Wir  wenden  uns  zur  Behandlung  solcher  Bedingungsgruppen, 
die  außer  Lagebedingungen  für  die  Scheitel  nur  Paare  konjugierter 
Punkte  enthalten. 

Zwei  Punkte  0^,  0,,  welche  die  Scheitel  von  korrelativen  Bündeln 
sind,  die  den  auferlegten  Bedingungen  genügen,  sollen  y/issoeiiert^ 
Punkte  heißen. 

§  1- 

10.  Es  ist  F*  und  ein  Paar  konjugierter  Punkte  [Ä^]  A^l^ii 

gegeben. 

Oj,  0,,  seien  zwei  beliebige  Punkte  der  F^,  Strahl  O^A^  schneide 
F^  noch  in  91.  Die  dem  Strahle  O^A^  entsprechende  Ebene  ist  durch 
die  Punkte  0,,  S(,  ^  eindeutig  bestimmt  und  mit  ihr  die  ganze 
Korrelation  der  Bündel.^)  Schneiden  sich  die  Graden  0^0^,  ^-^j  so 
liegt  der  Strahl  O^A^  ganz  in  seiner  entsprechenden  Ebene,  ohne  doch 
der  F^  anzugehören,  darum  herrscht  die  spezielle  axiale  Korrelation 
mit  zusammengefallenen  Achsen  und  Ebenenbüscheln. 

Die  Korrelation  ist  nur  dann  nicht  eindeutig  bestimmt,  wenn  die 
Punkte  0^,%j  A^  in  einer  Graden  liegen,  wenn  also  die  Strahlen  O^A^ 
und  O^A^  sich  in  einem  Punkte  der  F^  schneiden.  In  diesem  Falle 
haben  alle  oo^  korrelativen  Bündel  mit  den  Scheiteln  Oj,  0,,  welche -F* 
erzeugen,  die  Punkte  A^y  A^  zu  konjugierten.  Zu  jedem  Punkte  0^  gibt 
es  genau  einen  assoziierten,  der  mit  ihm  in  dieser  besonderen  Beziehung 

1)  Schröter,  Oberfl.  zweiter  Ordnung.  S.  461. 
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steht;  man  erhalt  ihn,  indem  man  die  Grade  O^  A^  mit  F^  noch  in  St, 
die  Orade  ^9  mit  F^  noch  in  0,  schneidet 

Jedem  Punkte  0^  ist  jeder  Punkt  0,  —  beide  auf  F^  gelegen  — 
tMssoziiertj  die  korrdaUven  Bündel  sind  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt 
^ur  ein  Punkt  0,  ist  in  ausgezeichneter  Weise  assoziiert,  sodafs  die 
lumrelativen  Bündel  unbestimmt  sind.  Dasselbe  gilt  natürlich^  wenn  man 
'C7on  einem  Punkte  0^  ausgeht.     Symbolisch  kann  ich  schreiben 

11.  Läuft  Ol  anf  einem  Kegelschnitt  (d^),  so  lauft  sein  ausgezeichnet 
assoziierter  ebenfalls   auf  einem  Kegelschnitt  (cd,).     Denn  9  lauft  auf 
dem  K^elschnitt  (a\  welchen  der  Kegel  von  Äi  nach  (oij  noch  in  F^ 
«inschneidet,  und  0,  auf  demjenigen,  den  der  Kegel  von  Ä^  nach  (a) 
3ioch  in  F^  einschneidet     Durchläuft  0^  eine  Grade  o^  der  F^^  so  9[ 
die  zweite  Schnittgrade  a  der  Ebene  o^A^  mit  F^^  und  0,  die  zweite 
Schnittgrade  o^  der  Ebene  A^a  mit  FK     Daraus  geht  heryor,  daß  die 
ein-eindeuHge  Beziehung  der  ausgezeichnet  assoziierten  Punkte  ein  Aus- 
schnitt einer  räumlichen  KoUineation  ist^),  welche  die  F^  in  sich  selbst 
überf&hrty  sodaß  jede  ihrer  Regelscharen  in  sich  selbst  übergeht.^ 

Der  Kegelschnitt  der  F^  in  jeder  Ebene  durch  A^  A^  geht  ersicht- 
lich auch  in  sich  selbst  über.  Die  KoUineation  hat  also  einen  Büschel 
von  sich  selbst  entsprechenden  Ebenen  mit  der  Achse  A^  A^.  Der  da- 
durch mitbedingte  Strahl  von  sich  selbst  entsprechenden  Punkten  ist 
die  Polare  von  A^  A^  nach  F^,  wie  man  leicht  daran  erkennt,  daß  ihre 
Schnittpunkte  mit  F^  nach  der  oben  angegebenen  Konstruktion  sich 
selbst  ausgezeichnet  assoziiert  sind.  Die  cx>^  korrelativen  Bündel,  deren 
Scheitel  in  einem  dieser  Punkte  zusammengefallen  sind,  sind  spezielle 
axiale  und  haben  je  eine  der  Tangenten  der  F^  in  diesem  Pimkte  zur 
gemeinsamen  Achse. 

Die  KoUineation  ruft  in  jeder  Regelschar  eine  Projektivität  von 
Strahlen  hervor.  Entsprechende  Strahlen  sind  Achsenpaare  je  einer 
in  dem  System  enthaltenen  axialen  Korrelation  vom  Typus  ^'.  Die 
Projektivität  ist  dieselbe,  wie  die  nach  (1)  durch  die  konjugierten  Punkte 
A^'^A^  hervorgerufene  Projektivität  assoziierter  Strahlen. 

(Fortsetzung  folgt.) 

1)  Y.  Standt,  Beiträge  z.  Geom.  d.  Lage.  1866.    S.  6. 

2)  ,^nf  die  erste  Art''.    Sturm,  Mathem.  Ann.  26,  467. 


Einige  Sätze  über  die  räumliche  Hyperbel. 

Von  G,  Majcex  in  Agram. 

Die  räumliche  Hyperbel  nimmt  unter  den  vier  Arten  der  Kaum- 
kurven  dritter  Ordnung  insofern  eine  AiisualmieBteUung  ein,  als  viele 
für  yie  geltende  Eigenschaften  nicht  zugleich  auf  die  anderen  drei  Arten 
reell  übertragbar  sind.  In  den  mir  bekannten,  eiuschlägigen  Arbeiten 
von  Lorla,  Sturm,  Mehmke,  Reye,  Schröter,  Geisenheimer, 
Timerding,  Krüger,  Duporcq  u.  a.,  in  welchen  auch  metrische 
Eigenschaften  behandelt  werden,  ist  von  diesen,  insbesondere  für  die 
räumliche  Hyperbel  geltenden,  teils  projektiTen,  teils  metrischen  Sätzen 
und  Kouatruktiooeu  nichts  enthalten. 

Ich  führe  hier  diese  Sätze')  und  zwar  ohne  Beweise  an,  weil  ich 
der  Meinung  bin,  daS  es  vielleicht  einfacher  sein  dürfte,  diese  Beweise 
zu  führen,  als  die  Sätze  selbst  zu  bemerken. 

Die  drei  in  dem  Eckpunkt  0  zusammenstoßenden  Kanten  OB,  OD,  OG 
eines  Parallelepipeds  seien  die  Koordinatenachsen  x,  y,  s  eines  räum- 
lichen Koordinatensystems.  Die  der  Ecke  0  diagonal  gegenüberliegende 
Ecke  di-s  Parallelepipeds  sei  i',  und  EA,  EH,  EF  die  drei  zu  x,  y,  z 
parallelen  Kanten  im  negativen  Sinne  der  Koordinaten  gemessen.  Die 
drei  windschiefen  Kanten  AE,  BF,  OG  seien  die  Asymptoten  a^,  h^,  c, 
einer  räumlichen  Hyperbel,  welche  also  durch  die  Angabe  dieser  Asymp- 
toten bereits  bestimmt  ist.  Die  Kantenlängen  des  Parallelepipeds  auf 
den  drei  Asymptoten  seien  bzw.  a,  b,  c. 

Die  Hyperbel  Id  erhält  man  als  einen  Teil  des  Schnittes  zweier 
Zylinder 

xj/  ~  ay  —  bx  ^  0     imd     ya  —  6c  =  0. 

Die  Restgerade  des  Schnittes  ist  uueudlich  fem. 

I.  Es  sei  Q  irgend  ein  Punkt  der  Kurve.  Legt  man  durch  Q  eine 
Ebene  parallel  zu  den  beiden  Asymptoten  6,  und  c,,  so  schneidet  diese 
die  dritte  Asymptote  a,  in  einem  Punkte  Q^.  Man  erhält  in  derselben 
Weise  auf  den  beiden  anderen  Asymptoten  die  Punkte  Q^  und  Q^.  Die 
Ebene  (Q^  Q,,  Q^)  =  V  enthält  den  Punht  Q  und  diejenige  Diagonah  DH 
des  Parallelepipeds.   welche  keine  der  drei  Asymptoten  Bchneidet.     Die 

1}  Zum  Teil  sind  diese  Sätie  in  den  Berichten  der  südal.  Akademie  der  Wiasen- 
scbanen  und  Künste  (Agram),  mathem.-naturwiaaenBch.  Ela.eBe,  Bd.  166,  190S,  umt 
Beweiseo  entbftltea. 
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■  IJiagoüale  DH  ist   eine   uneigentliche   zweipunktige   Sehne   der   Kurve, 
FOr  die  beiden  imaginären  Sclinittpunkte  erliält  man 

y-'-d  +  i/s). 

Man  kann  diese  Bigenschaft  zu  einer  bequemen  Konstruktion  der 
Klirre  ki  benutzen,   wenn   deren   drei  Asymptoten   gegeben   sind.     Das 
Pai-BÜelepiped    ist   durch   die   drei   Asymptoten   bestimmt.     Durch   die 
Diagonale,  welche  keine  der  drei  Asymptoten  scluieidet,  lege  man  irgend 
eine  Ebene  F,.   Diese  schneidet  die  Asymptoten  in  den  Punkten  (^„,  <^;„  (/,_ 
Die  drei  Ebenen,  welche  durch  diese  Punkte  parallel  zu  den  bezüglichen 
Äsymptotenpaaren  gelegt   werden,   haben   ihren   gemeinsamen    Schnitt- 
punkt Qf  in  der  Ebene  V^.    Dieser  Punkt  gehört  also  der  Kurve  If.  an, 
und   es   können   auf  demselben  Wege   beliebige   weitere   Kurvenpunkte 
ermittelt  werden. 

2.  Die  durch  einen  Kurvenponkt  P  zur  Asymptote  fl,  gezogene 
Parallele  schneidet  die  Ebene  yOe  und  die  parallele  Fläche  des  Paral- 
lelepipeds  in  den  Punkten  Z)[  und  i/^;  die  durch  P  zu  b,  gezogene 
Parallele  gibt  mit  xOz  und  mit  der  parallelen  Fläche  die  Schnitt- 
punkte Hf  und  7>3;  die  Parallele  zu  c,  durch  P  schneidet  schließlich  die 
Ebene  xOy  und  die  zu  dieser  parallele  Fläche  in  den  Punkten  iJ^  und 

^H^.    Alan  hat  die  Beziehung: 
S^P  ■  D^P  ■  D~P  =  HTP  ■  H^  ■  H^P  -  i  a  6 c  I  . 

Man  bemerke,  daß  die  drei  Punkte  7),,  D^,  D^  in  denjenigen  Seiten- 
flachen  des  Parallelepipeds  liegen,  welche  im  Eckpunkt  D  der  aus- 
gezeichneten Diagonale  DH  zusammenstoßen.  Die  Punkte  //,,  }i^,  //„ 
*J«geü  in  den  Flächen,  welche  den  Eckpunkt  H  zum  Schnittpunkt  haben. 

Der  Punkt  P  bestimmt  mit  den  Punkten  7)^  ((  =  1,JS,5)  ein  Te- 
^eder,  mit  den  Punkten //^  (/ =  2,  4,  0}  ein  zweites  Tetraeder.  Die 
'»halte  beider  Tetraeder  sind  einander  (absolut)  gleich.  Ein  jedes  ist 
*■'»»   Sec-hslcl  des  Inhaltes  des  Parallelepipeds. 

3.  Die  drei  asymptotischen  Ebenen  von  H  seien  «,,/i,,  y,.  Man 
"Uehe  durch  irgend  einen  Punkt  P  der  Kurve  drei  Parallelen  zu  den 
''*^i  Asymptoten.  Die  Parallele  zu  a,  schneidet  ß^  und  y^  in  den 
Punkten  P^,  P^;  die  Parallele  zu  6,  trifft  «,  und  y,  in  P;,  P;-,  die 
Parallele  zu  c,  gibt  mit  a^  imd  ß,  die  Durchstoßpunkte  P",  P^'. 

Uan  bekommt  dann  wieder  die  Gleichheiten: 

pp;  ■  pp;;-  pp^  =  pp:-  pp^,  .  pp-y  —  ahc. 

Die  Inhalt«  beider  Tetraeder  PP^P^^Py  und  PP'JP^iP'y  sind  ein- 
^der  gleich;  jedes  ist  ein  Sechsld  des  Inhalts  des  Parallepipeds. 

iicliii  dtt  MitbBinUlk  und  Fhrilk.   UI.  Keili*.    Xlll.  II) 
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Legt  maa  wieder  durch  irgend  einen  Kurrenpunkt  S  drei  Ebei 
deren  jede  mit  je  einer  aeymptotiBchen  Ebene  parallel  ist,  so  sehne 
die  zu  «,  parallele  Ebene  die  Asymptoten  t,  und  c,  in  den  Punkten  S»', 
die  zw  ß,  parallele  Ebene  a,  und  c,  in  den  beiden  Punkten  S^,  S'f,  schl 
lieb  die  zu  y,  parallele  Ebene  die  Asymptoten  a,  und  b^  in  den  Punktet 
und  S^.  Es  entstehen  also  auf  den  drei  Asymptoten  die  Strecken  S, 
S!,'Si,,Se'S'c.  Werden  diese  Strecken  in  dem  angegebenen  Sinne 
messen,  so  bekommt  man  das  lotistatite  Proditkl  ^m 

S^ä  ■  ^t%  ■  STs;  —  +  abc.  ^M 

Wir  haben  weiter  den  Satz;  ,J)8B  Produkt  aus  den  drei  Enlfermin 
eines  Kurvenpunktes  von  den  drei  asymptoHscfien  Ebenen  ist  eine  i 
staute  Größe." 

+.  Ea  seien  |,  ?;,  §  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  P  von  fct 
Bezug  auf  das  angenommene  Koordinatensystem;  trägt  man  auf 
Asymptoten  «,,  ä,,  c,  von  den  Punkten  A,  B,  bzw.  0  die  Strecken  3^  - 
3»j  — 6,  3j  — c  auf,  so  ist  die  durch  die  drei  gewonnenen  Endpunkte 
B,,  C\  bestimmte  Ebene  die  Scfimiegungsebette  im  Punkte  P. 

Man  kann  die  Schmiegungsebene  eines  jeden  Punktes  im  Zusamoi 
hange  mit  der  im  Art.  1  gegebenen  Konstruktion  der  Eurvenpun 
einfacher  auf  die  folgende  Weise  erhalten. 

Die  drei  asymptotischen  Ebenen  «,,  ß^,  y,  bilden  bekanntlich 
Prisma,  dessen  Kauten  folgendem) aßen  bezeichnet  werden  mögen: 

{",«  =  ».,  («.i',)-'.,  (ft  ?,)  =  <>.. 

Legt,  man  durch  irgend  einen  Kurvenpunkt  P  drei  Ebenen,  de 
jede  mit  je  zwei  Asymptoten  parallel  ist,  so  schneidet  die  zu  n,  um 
parallel  gelegte  Ebene  die  Kante  c^  in  einem  Punkte  C ,  die  zu  a,  an 
parallele  Ebene  die  Kante  h^  im  Punkte  H',  scblieBIicb  die  zu  h,  ooi 
parallele  Ebene  die  Kante  dg  im  Punktet",  Die  durch  A",B',C' 
stimmte  Ebene  enthillt  P  und  ist  die  Schmieguitgsd/ene  im  Pankte 

Die  Schmiegungsebene  in  irgend  einem  Kurven  punkte  sehne 
die  drei  Asymptoten  in  einem  Di^ieck  7"  und  die  drei  asymptotisc 
Ebenen  in  einem  Dreiseit  7".  Die  Fläciie  des  Dreiecks  2'  ist  noei 
so  groß  wie  die  Fläche  von  1". 

Die  beiden  Dreiecke  T  und  2"  sind  affine  Figuren;  das  er» 
Dreieck  ist  dem  letzteren  eingeschrieben. 

5.  Eine  beliebige  Ebene  a  schneidet  die  drei  asymptotischen  Ebe 
in  einem  Dreieck  T".  Ein  jedes  diesem  eingeschriebene,  mit  i 
affine  Dreieck  T',  wird  nach  einem  bekannten  Satze  einen  zweimal 
großen   Flächeninhalt  haben   wie  das  Dreieck  T",  wobei  die  Biohti 
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der  ÄMnitätsatrahlen  eine  beliebige  ist.  Der  Schwerpunkt  P,  eines 
»olehen  Dreiecks  Ti  kann  als  ein  Pnnkt  einer  kubischen  Hyperbel  be- 
trachtet werden,  welche  die  angenommenen  drei  asymptotischen  Ebenen 
hat  imd  für  welche  die  Ebene  a  die  dem  Punkte  P,  zugehörige  Schmie- 
f^DDgsebene  ist.  Die  in  den  asymptotischen  Ebenen  liegenden  Eckpunkte 
des  betreffenden  Dreiecks  Tl  sind  Pimkte  auf  den  entsprechenden  Asymp- 
toten der  Hyperbel.  Man  kann  zur  Bestimmung  der  Kurve  noch  eine 
«weite  beliebige  Schniiegungs ebene  r  wählen.  Wird  hier  das  Schnitt- 
dreieck mit  dem  asymptotischen  Prisma  mit  X"  bezeichnet,  so  kann 
ein  diesem  afhnes  und  eingeschriebenes  Dreieck  X',  so  ei'mittelt  werden, 
daß  der  Schwerpunkt  P^  von  ^[  der  letzten  im  Art.  S  angegebenen 
Bedingung  genügt. 

Weil  die  Eckpunkte  Ton  I',  wieder  auf  den  betreffenden  Asymp- 
toter liegen,  so  sieht  man,  daß  die  Kurve  bestimmt  ist.  Deim  je  zwei 
in  den  asymptotischen  Ebenen  liegende  Eckpunkte  von  T',  und  X'j  geben 
je  eine  Aaymptot«,  und  die  beiden  Kurvenpunkte  P^  und  f ,  sowie  deren 
ungehörige  Schmiegungsebenen  a  und  t  stehen  zu  den  Asymptoten  in 
den  fSr  die  Kurve  notwendigen  Beziehungen. 

Weitere  Punkte  der  Kurve  können  auch  mittels  der  durch  P,.  und 
'*t  gelegten  Ebenen  a^  erhalten  werden.  Eine  jede  Bolcbe  Ebene 
^hneidet  die  drei  Asymptoten  in  einem  Dreieck,  dessen  Schwerpunkt 
^►ekannt  ist.  Der  dritte  in  der  gelegten  Ebene  liegende  Kurvenpunkt 
"^d  mittels  dieses  Schwerpunktes  nuf  bekannte  Weise  ermittelt. 

6.  Die  Tangente  in  einem  Punkte  D  der  Kurve  sei  (.  Diese  kann 
*uf  die  folgende  Weise  konstruiert  werden.  Man  nehme  die  Koordinaten  S 
****d  i;  des  Berllhningspunktes  doppelt,  und  lege  in  dor  Entfernung  2| 
^UJe  Ebene  parallel  zu  jfOz,  eine  zweite  Ebene  wieder  in  der  Ent- 
*^rnung  2ii  parallel  zu  xOz.  Diese  letztere  schneidet  die  Ebene  xOy 
(■»  eiche  die  Asymptote  6,  enthält)  in  einer  Geraden  h', ;  die  'erstere  von 
^^tx  parallelen  Ebenen  schneidet  die  zu  x  Oy  parallele  Fläche  des  Parallel- 
^pipeda  (in  welcher  o^  liegt)  in  einer  Geraden  a',.  Die  durch  D  gelegte 
'ierade,  welche  a'i  und  b'i  schneidet,  ist  die  Tangente  in  D.  Diese  Tan- 
Ketite  kann  auch  mittels  der  beiden  übrigen  l-lä  eben  paare,  welche  je 
*>tie  der  Asymptoten  b,  und  o,  zu  Schnittlinien  haben,  auf  dieselbe 
"eise  wie  oben  ermittelt  werden. 

Die  drei  Punkte,  in  welchen  die  Tangente  t  die  drei  asymptotischen 


'«neu  a„  (S,,  ;■,  schneidet,  seien   Ä„  B,,  f',.     Ist  der  Punkt  A^  durch 


dfcs  Paar  B„  C,  von  D  getrennt,  und  werden  die  entsprechenden  Strecken 
mit  den  zugehörigen  Vorzeichen  genommen,  so  hat  man  die  (Jleichung: 

B,A,       C,A,  _  „ 

B.D  ^  C.I) 


1 
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Hall  bildet  auf  gleiche  Weise  die  beiden  Gleichungen,  wenn  D 
von  -B,  oder  C,  getrennt  ist. 

Zwischen  den  drei  Strecken  DA,,  DB,,  DC,  auf  irgend  einer  Tan- 
gente bestehen  die  Beziehungen  (mit  Berücksichtigung  der  entsprechenden 
Vorzeichen) : 

D~A,  (DB,  ■\-  DC,)  =  D~b'  (DA,  +  DC,)  =  DC,  (DA,  +  DB,). 

7.  Man  kann  durch  einen  Punkt  P  der  Kurve  li  drei  Geraden  ziehen, 
deren  jede  .je  zwei  der  drei  Asymptoten  schneidet.  Die  eine  von  diesen 
Geraden  trifft  h^  und  c,  in  den  Punkten  jßj  bzw.  C^,  die  zweite  bestimnit 
mit  c,  und  a^  die  Schnittpunkte  f.*  und  A^,  die  dritt«  trifft  a,  und  b^  in 
don  Punkten  A'^,  B,*.  Auf  den  Asymptoten  entstehen  drei  Strecken  von 
konstanter  Grüße: 

aia;  =  -2,>,   Jr^B[  =  2h,   c;c'=  2c. 

Nimmt  man  etwa  auf  der  Asymptote  ii,  irgendwo  die  Strecke  26 
Sil,  daß  im  positiven  Sinne  der  Koordinaten  B'B^  =  -f-  26  wird,  so  kann 
ein  Kurveiipunkt  P  folgendermaßen  konstniiert  werden.  Man  lege  die 
Ebene  [B^,  n,)  und  die  Ebene  (B,*,  c,) .  Die  Schnittlinie  p,  dieser  Ebenen 
ist  stets  eine  einpunittigc  Sehne  der  Hyperbel  Ai .  Die  erstere  Ebene 
schneidet  die  Diagonale  iJ/T  des  Parallelepipeds  in  einem  Punkte  P,, 
die  zweite  trifft  DU  in  einem  Punkte  P^.  Legt  man  durch  P^  eine 
Ebene  parallel  zu  b^  und  c,,  durch  P^  eine  Ebene  parallel  zn  a,  und  6^, 
Bo  tri'ä'eu  beide  Ebenen  die  Sehne  p,  in  demselben  Punkte,  welcher  der 
Hltfieri>et  angehört. 

S,  Die  oben  bestimmten  Punkte  A^,  A^, . . .,  C^  können  mit  dem 
l^ll^ktli  P  in  folgende  zwei  Gruppen  eingeteilt  werden: 

faib;ci,   pa\b;c;. 

Dio  durch  beide  Gruppen  bestimmten  Tetraeder  sind  inhaltsgieick. 
KIn  jedp«  hat  iwci  Drittel  vom  Inhalte  des  Parallelepipeds,  welche« 
(Itm^h  diu  drei  AHymptoten  bestimmt  wird. 

Uio  hiHinkte  der  drei  in  jedem  Tetraeder  durch  P  hindurchgehenden 
KHDt^n  Ntlid  (abHolut)  t/Uich.  d.h.  mau  hat  die  Beziehung: 

JM,'     PBl    PC,'  _  _  j 
PA't     I'B*     PC; 

Ktlr  atii»  glnirhseitige  räumliche  Hyperbel  hat  man  Überdies  noch 
tllM  Uli>io)tWi(«n; 

t'A;-PA;,   pb;-pb;,   pc^^pc-. 
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9.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnungen  im  Ari  6  können  für  die 
Pniikte  Dy  A^,  B^^  C^  Doppelverhaltnisse  mit  D  als  einem  und  je  einem 
der  übrigen  Punkte  als  zweitem  Grundpunkte  gebildet  werden.  Mittels 
der  Asymptotentransversalen  durch  D  können  diese  Doppdverhältnisse 
durch  rinfaAe  Verhalinisse  ausgedrückt  werden^  und  zwar  in  den  drei 
möglichen  Fallen  (P  =  D): 


DC 
DA 


DB 

na 


DA 


C,A,^B,A, 
■"  C^D  '  BfD  ' 

BjCf  ^  AtCf 
B^D  '  A^D  ' 

A^B^ ,  Q-B^ 
A^D  '  CfD  • 


Berücksichtigt  man  ein  negatives  Vorzeichen  in  einem  der  drei 
Ufiksstehenden  Verhältnisse^  so  kann  man  bemerken,  daß  das  Produkt 
zweier  rechtsstehender  Doppelverhaltnisse  dem  reziproken  dritten  mit 
verändertem  Vorzeichen  gleich  ist. 

Für  irgend  einen  Punkt  der  Hyperbel  1^  hat  man  zwischen  den 
Abschnitten  auf  den  Asymptotentransversalen  die  Gleichung: 


s 


PBt  +  per   ,  PS+.^(.  ^  Pui;  +  pb: 

PBX'PCi    "^    PA*'PC;    "^    PA*    PBt    ^^^ 
^^    die  Strecken  mit  den  entsprechenden  Vorzeichen  zu  nehmen  sind. 
Agram,  den  30.  Dezember  1906. 


^o    involntonschen  konformen  Pnnkttransformationen  des 

Ranmes. 

Von  Eugen  Meter  in  Charlottenburg. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  Liouville  läßt  jede   konforme 

^^kttransformation  des  Raumes  aUe  Kugeln  invariant,  und  umgekehrt 

^  jede  Punkttransformation,  die  Kugeln  in  Kugeln  verwandelt,  konform. 

^^^  genannten  Transformationen  fallen  also  mit  den  räumlichen  Kreis- 

^^tw-andtschaften  zusammen.     Die  folgenden  Zeilen  haben  den  Zweck, 

^^  invcltUorischen  Transformationen,  die  unter  ihnen  vorkommen,  auf- 

^^^Uen,   und   zu   ermitteln,   welche  Kugeln   bei  jeder   einzelnen  Art 

^▼ariant  bleiben. 

Jede   konforme  Punkttransformation   des  Raumes,   die   nicht  eine 
^uifache  Ahnlichkeitstransformation  ist,  läßt  sich  auf  eindeutige  Weise 


IfiO 


BuoEM  Hevu; 


als  Äufeiuaiidurfolge  einer  Alinlichk ei ta traue formation  und  einer  solchen 
Transformation  durch  reziproke  Radien  darstellen,  bei  welcher  daa  kon- 
stante Produkt  je  zweier  entap rechenden  Itadieuvektoren  gleich  I  ist.') 
Ist  C  die  konforme  Transformation,  so  läßt  sich  also  setzen:  C  £^  A  •  R, 
wenn  A  die  Ähulichkeitstransformation,  R  die  genannte  Inversion  mtt 
der  Potenz  1  ist. 

Soll  nun  C  involutorisch  sein,  so  muß  A  das  Zentrum  0^  der 
Inversion  in  sich  überfuhren.  Wäre  die»  nämlich  nicht  der  Fall,  und 
würde  A  den  Punkt  Or  nach  Ob  und  R  den  Punkt  0«  nach  0«  bringen, 
eo  wären  0«  und  Or  im  Endlichen  gelegene,  von  On  verschiedene  reelle 
Pnnkte.  Umgekehrt  würde  Or  von  A  nach  dem  endlichen  reellen 
Punkte  0«  gebracht,  und  dieser  könnte  daher  durch  R  nicht  nach  0« 
zurückgeführt  werden.  Es  muß  also  daa  ÄhnliehkeitBzentmm  Oj  der- 
selbe Punkt  sein  wie  0«;  er  heiße  kurz  0. 

Wenn   nun  A  den  Punkt  P  nach  P^,    R  den  Punk-t  P^  nach  P„ 


überfuhrt,    und  der  konstante  Quotient 


OP^ 


gleich  q  gesetzt  wird,   so 


ist,  weil  OP^  ■  OPr  =  1  ist,  OP  ■  OPh  -  q-  Bezeichnet  man  mit  B, 
diejenige  Inversion,  f^r  die  0  das  Zentrum  und  q  die  Potenz  ist,  so 
kann  man  C  s  A,  ■  R,  setzen,  wo  Aj  eine  bestimmte  Ähnlichkeits- 
transformation bedeutet.  Diese  vertauscht  die  Strahlen  des  Bündels 
0  unter  sich,  läßt  aber  die  Abstände  aller  Punkte  von  0  invariant, 
ändert  deshalb  überhaupt  die  Längen  der  Strecken  nicht  und  ist  folglich 
eine  kongruente  Transformation. 

Soll  nun  C  involutorisch  sein,  so  muß  A,  '  A^  jeden  Strahl  des 
Bündels  0,  also  auch  jeden  Punkt  des  Raumes  in  sich  überführen, 
d,  h.  A,  muß  eine  iuvolutorische  kongruente  Transformation  sein. 
Solcher  Transformationen  gibt  es  aber,  da  eine  involutorische  KoUineation 
entweder  eine  Perspektivität  (Homologie)  oder  eine  Eollineation  mit 
Achsen  (geschnrte  KoUineation)  ist,  außer  der  identischen  nur  3  Arten: 
die  t^piegeluTig  an  einem  Punkt,  die  Spiegelung  an  einer  Ebene  und 
die  S|iiogelung  an  einer  Geraden. 

Sind  aber  C,  k^,  R)  sämtlich  involutorisch,  so  sind  A,  nnd  R, 
THrtausrhhiir*),  aodaB  man  auch  C  =  Rj  ■  A^  setzen  kann.  Also  or- 
halton  wir: 

Es  ffibt  nur  4  verschiedene  Artea  von  involittorisclien  konformen 
I^HHkUraniifiiitnationen  des  Ilaames,  die  nicht  einfache  AJinlichkeitstrans- 

I)  Ltr  Siiheffer«,  Oeomotrio  der  BerahmagstraaefonuationeQ  I.  Leipiig 
IHUH.     K  itt>. 

»^  H    Wiener,    Her    d.  KkI.   Stichs.  Ges.  d.  W.    ISSO.   S.  S64.     Reje,  Die 

{taxMiMtnr   Jrt   Utt".    >•   Allft.     II.     K.   108. 
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farmoHonen  sind.    Eine  solche  Transformation  kann  närnlich  sein:  1.  eine 
Inversion  mit  reeller  Grundkugel,  2.  eine  solche  Inversion  in  Verbindung 
mit  einer  Spiegelung  an  dem  Zentrum  dieser  Inversion,  3.  eine  solche  In- 
version in  Verbindung  mit  einer  Spiegelung  an  einer  durch  das  Zentrum 
gehenden  Ebene,  4.  eine  solche  Inversion  in  Verbindung  mit  einer  Spiege- 
lung an  einer  durch  das  Zentrum  gehenden   Geraden,     Die  Eeihenfolge 
der  beiden  Transformationen  in  jeder  dieser  Verbindungen  ist  gleichgültig. 
Fragen   wir  nun   nach   den    Kugeln,    die   bei   einer  jeden   dieser 
4  Arten  von  Tranßformationen  in  sich  übergehen.     Bei  der  ersten  Art 
bleiben  auBer  der  Grundkugel  mit  dem  Radius  r  alle  Kugeln  invariant; 
ftr  welche  das  Zentrum  0  der  Inversion  eine  äußere  Potenz  gleich  r^ 
hat,  d.  h.  die  cx>'  zur  Grundkugel  orthogonalen  Kugeln. 

Ist  för  die  zweite  Art  —  r*  das  konstante  Produkt  zweier  von  0 
ausgehenden  entsprechenden  Radienvektoren,  so  bleiben  bei  ihr  alle 
Kugeln  invariant,  fQr  die  0  eine  innere  Potenz  gleich  r*  hat.  Das 
sind  aber  alle  oo'  Kugeln  durch  irgend  einen  von  denjenigen  oo*  Kreisen, 
4eren  Zentrum  0  und  deren  Radius  r  ist. 

Ist  bei  der  drittefi  Ai*t  E  die  durch  das  Zentrum  0  gehende  Ebene, 
und  schneidet  diese  die  Grundkugel  im  Ejreise  ^,  so  werden  zunächst 
^fienbar  alle  durch  ^  gehenden  Kugeln  durch  die  Transformation  in 
aich  übergeführt.  Jede  nicht  durch  S  gehende  invariant  bleibende 
Kugel  K  muß  von  jeder  sie  schneidenden,  durch  0  gehenden  und  zu  E 
normalen  Ebene  JF^  in  einem  Kreise  Äj  getroffen  werden,  der  gleich- 
falls invariant  bleibt.  Dieser  Kreis  muß,  wegen  der  Art  der  Trans- 
formation, sowohl  Punkte  innerhalb  als  außerhalb  der  Grundkugel,  so- 
^oU  solche  auf  der  einen  wie  auf  der  andern  Seite  von  E  haben. 
Sclmeidet  E^  die  (Jrundkugel  in  ^i,  so  treffen  sich  S^  und  Sg  in  zwei 
Punkten,  die  zu  E  symmetrisch  liegen.     K  muß  also  ihren  Mittelpunkt 

•  

^  -E  haben,  und  da  folglich  die  Potenz  von  0  in  bezug  auf  K  gleich  r' 
^«t,   80  bleiben  außer  den  genannten  oo^  durch  S  gehenden  Kugeln  nur 
^oah  diejenigen  cx>'  invariant^  die  zur  Grundkugel  orthogonal  sind  und 
ihren  Mittelpunkt  in  E  haben. 

Für   die  vierte  Art    endlich   sei  g   die    ausgezeichnete  Gerade;   sie 

treffe  die   Grundkugel   in  A   und  B.     Dann    gehen    zunächst   offenbar 

ÄÜe  durch  A   und  jB   gehenden   Kugeln    in   sich    über.      Jede    andere 

invariant  bleibende  Kugel  muß  die  Grundkugel  in  einem  reellen  Kreise 

Bclmeiden,   und  da  alle   durch  g  gehenden  Ebenen  in   sich   übergehen, 

80  müssen  die  Punkte  dieses  Kreises  paarweise  zu  g  symmetrisch  liegen. 

Die  Kagel  hat  also  ihren  Mittelpunkt  auf  g,  und  da  folglich  die  Potenz 

^on  0  in  bezug  auf  diese  Kugel  gleich  r*  ist,   so  ist  sie  zur  Grund- 

W^l  orthogonal. 
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Mit  Benutzung  der  von  Hemi  Reye  eingeführten  Bezeichnnngen ') 
köuneu  wir  zusammenfasBead  sagen: 

Bei  der  ersten  und  ewelten  Art  bleibt  jede  Kugel  desjenigen  Kugd- 
gebüsches,  das  mit  der  lietreffenden  Inversion  das  gleiche  Zcnirum  und 
die  gleiclie  Potene  hat,  und  keine  andere  invariant;  bei  der  dritten  and 
werten  Art  blmben  alle  Kugdn  je  eines  bestimmten  Kugelhiisehds  und  alle 
Kugeln  des  eu'  ihm  orthogonalen  Kugelhündds  und  keine  anderen  in- 
variant. Die  amgeeeichnefe  Eliene  der  dritten  Art  ist  die  Potene^)ene 
des  invariant<m  Kugelbiischels,  die  attsgeeeidinete  Gerade  der  vierten  Art 
ist  die  Potenzaehse  des  invarianten  Kugelbündds. 

Involutorieche  konforme  Punkttran sformationen  des  Raumes  werden 
schon  von  Möhius  gelegentlich  der  Behandlung  der  Aufgabe  betrachtet: 
Zu  einem  System  von  Punkten  im  Räume  ein  kreis  verwandtes  derart 
zu  bestimmen,  daß  erstens  drei  beliebige  feste  Punkte  des  Systems  mit 
den  ihnen  im  andern  Systeme  entsprechenden  Punkten  identisch  sind, 
und  daß  zweitens  eine  beliebig  gewählte  durch  die  drei  Punkte  gehende 
Kngelfläche  K  in  dem  andern  System  sich  selbst  zur  entsprechenden 
hat.')  Möbius  findet  drei  diesen  Bedingungen  genügende  und  dem  ge- 
gebenen involutorisch  entsprechende  Systeme.  Von  den  dort  als  erster, 
zweiter  und  dritter  Fall  bezeichneten  Systemen  gehört  das  erste  nnd 
dritte  zu  unserer  ersten  Art;  sie  unterscheiden  sich  bei  MÖbius  da- 
durch, daß  Ä'  (bei  Möbius:  s)  in  seinem  dritten  Fall  die  Gmodkugel 
der  Inversion,  im  ersten  aber  eine  zur  Grundkugel  orthogonale  ist; 
sein  zweiter  Fall  gehört  zu  unserer  dritten  Art.  Unsere  zweite  und 
vierte  Art  konnte  bei  Möbius  nicht  auftreten,  da  bei  der  zweiten  kein 
reeller  Punkt,  bei  der  vierten  nur  zwei  reelle  Punkte  invariant  bleiben, 
aber  nicht  drei  Punkte,  wie  die  Möbiussche  Aufgabe  verlangt.     ^^H 

Charlottenburg,  Mürz   1907.  ^H 


1)  Re;e.      Sjnthetisehe   Geometrie   der  Kugeln   m 
Leipzig  1870.     Nr.  JI.  *6.  iö, 

2)  MDbias.     Die  Theorie  der  Kreisverwandtechait. 
Btellang.  §  38  c).  AbhandJ.  det  K.  SüchB.  Ges.  d.  W.  Bd. 
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Über  Formen,  die  vollständige  Potenzen  sind. 

Von  Josef  EürschIk  in  Budapest 

L  Herr   David   Hubert   hat   bereits   im  27.  Bande  der  Mathe- 

matisclien  Annalen   in   eleganter  Weise  die  Bedingungen  ausgedrückt, 

unter  welchen  eine  binäre  Form  oder  die  entsprechende  ganze  rationale 

f^inktion  f{po)  als  eine  vollständige  /t-te  Potenz  darstellbar  ist.   Hingegen 

scheint   es   bisher   unbemerkt   geblieben   zu  sein,   daß   damit   die  Be- 

din^Dgen   einer   soeben   Darstellung   auch   für   die  ganzen  rationalen 

f^Lüktionen   von   mehreren  Veränderlichen   bestimmt   sind,   indem   der 

fol^^nde  Satz  gilt: 

Die  gange  raMofude  Funktion  f{x^y  x^,  •...,  x^)  votn  Grade  n^i^v  ist 
mii9^  dann  und  dann  immer  die  fi-te  Potenz  einer  rationalen  ganzen  Funh- 
HowB'  vom  Qrade  v,  wenn 

Nt>>6  dU  Funktion  von  k  betrachtet,  eine  vollständige  fi-te  Potenz  ist. 

Daß  f(Xi,  x^y  . . .,  x^  nur  unter  dieser  Bedingung  als  eine  voll- 
B^xidige  ^-te  Potenz  dargestellt  werden  kann,  ist  selbstverständlich. 
D&fi  aber  diese  notwendige  Bedingung  auch  eine  hinreichende  ist,  ergibt 
ncli  aus  den  folgenden  Überlegungen. 

Es  bedeute  g{x^j  x^,  . .  .,  x^  die  Summe  derjenigen  Glieder  von 
f\^i9  x^,  . .  .,  x^y  die  genau  vom  n-ten  Grade  sind,  und  Oj,  «,,  ...,  «^ 
^^en  solche  Zahlen,  für  die  gia^y  «,,  , . .,  a^)  =  1.     Es  ist  dann  in 

F(X)  -  f(Xi  +  ka^y  x^  +  ka^y  .,  .,  x^  +  AaJ 

"^^  Koeffizient  von  A"  gleich  1.    Die  Koeffizienten  der  übrigen  Potenzen 
^^^    k  sind  ganze  rationale  Funktionen  der  Parameter  x^y  x^y  .  . .,  x^. 
Wenn  nun 

"*oß  als  Funktion  von  k  betrachtet,  für  jeden  Wert  der  Parameter 
^  ^nd  y  als  vollständige  /t-te  Potenz  darstellbar  ist,  so  gilt  dies  auch 
^*^^>^Ui,  wenn  yi  =  Oj,  yg  =  «i,  . .  .,  ym"^  ^mr     Somit  ist  im  betrachteten 

*^«Üle  F{i)^  eine  rationale  ganze  Funktion  von  k.  Entwickeln  wir 
^^^e  Punktion  nach  absteigenden  Potenzen  von  A,  so  kann  dies  so 
geschehen,  daß  wir 

i^(A)  =  A'''[l  +  ^(J-)] 


1 


154  Josef  Kürbchak:  Über  Formen,  die  vollständige  Potenzen  sind. 

setzen,  in  der  Reihe 

pw^-i-[i  +  »(i)f-i-[i  +  (i)  *(■)  +  ...] 

die  einzelnen  (rlieder  naob  den  absteigenden  Potenzen  von  X  entwick* 
endlicli   diejenigen   Glieder,   welche   dieselbe   Potenz  von  A  enthalt 

zusammenziehen.  In  ^{r)?  ^^o  auch  in  der  fUr  F(l)''  erhalte-] 
Reihe,  sind  die  Koeffizienten  ganze  mtionale  Funktionen  von  x^,  2^, .... 
Außerdem    wird    die   Reihe    mit   der  nullten   Potenz  von   l  abbrecb 

weil  F(l)"   eine  ganze  rationale  Funktion  von  X  ist. 

Bezeichnen  wir  die   rationale  ganze  Funktion  von  x^,  x^,  . . .,  ^ 

mit  welcher  die  nullte  Potenz  von  X  in  der  für  'P(X)  =  F{XY  erhalteni 
Rieihe  multipliziert  ist,  mit  tpix^.  x„,  . . .,  x„.),  ao  folgt  aus  di 
Gleichung  Fik)  =  *(>l)"  Rlr  A  =  0  unmittelbar  f  —  tp^. 

'i.  Wir  wollen  uns  bei  der  Anwendung  des  gefundenen  Satzes  ai 
homogene  Funktionen  beschränken. 

Sind  ö^  =  6];  =  ■  ■  ■  Symbole  einer  homogenen  Form  f  der  Ve 
änderlicben  x^,  x^,  .  . .,  x„.,  so  ist  f  dann  und  nur  dann  die  vollständig 
M-te  Potenz  einer  linearen  Form,  wenn  {n,  +  ^'^^"j  ^^  Funktion  von 
betrachtet,  eine  vollständige  n-te  Potenz  ist.  Dafür  ist  aber  bekauntli« 
das  identische  Bestehen  von 

(1)  {aj>^  -  fl/,)'(rt,  +  Xa^y-Hh,  +  Xh^y-^  —  0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung.  Diese  Bedingungsgleichni 
läßt  sich  noch  durch  die  einfachere  Gleichung 

(2)  {aj}^  -  o/J'  «;->;.;-»  -  0 

ersetzen.  Denn  achreiben  wir  x,.  —  Xy^  in  (1)  anstatt  x^,  oder  x^-^-  l 
in  (2)  anstatt  x„  so  geben  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  einander  übt 

3.  In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  für  jeden  Wert  von  /i  and  v  d 
gesuchte  Bedinj^ung,  daß  fi.^i,  ^n  -  •  ■,  Xn)  die  ft-ie  Potenz  ein 
homogenen  Form  von  i'-tem  Grade  darstelle,  wenn  wir  in  der  vt 
Hilbert  für  binäre  Formen  gefundenen  Bedingungsglelehung  ansta 
der  symbolischen  Faktoren  von  der  Gestalt  {ab}  die  entsprechend« 
Faktoren  aj>^  —  a^b^  set/.en. 

Wie  aua  den  Untersuchungen  über  das  von  Clebsch  aofgestell 
Übertragungsprinzip  bekannt  ist,  kommt  es  auf  da8sell)e  heraas,  wv. 
wir  statt  Iah)  und  a,  überall  {ahvw..^  resp.  (nuvw...)  setzeo. 

Budapest,  den  27.  Jänner  1908. 
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Sur  nn  mode  de  gönöration  de  la  cnbiqne  ganche; 

Par  LuciEN  GoDEAUX,  ä  Liege. 

Dans  cette  note,  nous  donnons  an  procM^  de  g^neration  de  la 
cabique  gauche  qne  nous  croyons  nouveau.  Nous  en  montrons  quel- 
qaes  applications  ä  Tetude  de  certaines  congruences  de  cubiques  gauches. 

1.  Soient  A^,  A^  deux  points  quelconques  fixes;  a^,  a^  deux  plans 
fixes  et  a^y  o,  deux  droites  fixes. 

Le  troisi^me  cöt^  d'un  triangle  dont  les  deux  premiers  passent  chacun 

par  un  des  points  A^y  A^  s'appuie  necessairement  sui*  la  droite  A^A^, 

D^ignons  par  Q  le  Systeme  de  droites   s'appuyant  sur  o^,  Oi  et 

A^  A^.    Ges  droites  marquent  generalement  sur  a^,  a,  des  coniques  BiyB^. 

Projetons   B^  de  A^  et  e^  Aj^  A^.    Les  cönes  ainsi  obtenus  ont  en  com- 

man   la  droite  A^A^  et  une  cubique  gauche  x,  passant  par  ^^^  ^  et 

s'appuyant  en  deux  points  sur  la  droite  {a^,  a^,  ces  points  ^tant  pre- 

cis^ment  ceux  oü  cette  droite  rencontre  le  Systeme  regle  Q.    On  a  donc: 

Si  un  triangle  se  deforme  de  teile  rmmiere  que  deux  sommets  dicri- 

^>^nt    les  plans  cc^,  «,,  tandis  que  les  cotes  opposes  passent  par  les  points 

-^1,    A^  et  que  le  troisieme  cote  decrit  un  Systeme  de  generatrices  d*une 

i^^'f^Ldrique  passant  pa^r   la   droite   A^A^,    le  troisieme   sommet   decrira 

**^«    cubique  gauche  passant  par  A^,  A^  et  rencontrant  deux  fois  la  droite 

Ce  theoreme  permet  de  construire  facilement  une  cubique  gauche 
o^otinee  par  six  points,  par  exemple,  mais  nous  allons  nous  en  servir 
1^1    pour  engen  drer  quelques  congruences  de  cubiques  gauches. 

2,  Par  la  droite  (a^,  a^)  et  par  la  cubique  gauche  x,  passent  toutes 
l^^B    quadriques  d'un  faisceau. 

Chacune  de  ces  quadriques  peut  etre  engendree  de  la  maniäre 
*^i  vante : 

8i  un  triangle  se  deforme  de  teile  maniere  que  deux  de  ses  sommets 

^^ctHvent  deux  plans  a^,  «^  tandis  que  les  cotes  opposes  passent  par  les 

P^nts  A^,  A^  et  que  le  troisieme  cote  s'appuie  sur  deux  droites  a  et  A^A^, 

^  ^oisieme  sofumet  decrira  une  quadrique  passant  par  A^,  A^  et  par  la 

Nous  avons  etabli  ce  theoreme  sous  une  forme  plus  generale  dans 
^e  note  "iSwr  la  generation  de  quelques  surfaces  algebriques''  qui 
paraitra  sous  peu. 

Nous  nous  servirons  de  ce  theoreme  dans  la  suite. 


3.  Supposons  que  la  droite  a^  decrive  im  f&iacean-plan  de  sommet 
P,  et  de  plan  x^ .  De  meme,  faieODS  decrire  ä  la  droite  o,  <m  faisceaa- 
plan  (P„  ,,). 

NouB  obtenoDfi  de  la  sort«  cc*  systemes  Q.  Les  cubiques  gauches 
correspondantes  engendreDt  une  congruence  p,. 

On  Toit  inunediatement  que  les  points  A,  et  -4g  sont  des  points 
fondameiitaux  et  que  la  droite  (a,,  a^)  est  tme  droit«  fondamentale  de 
la  congruence  Pi. 

Recberchone  l'ordre  de  p,,  o'eat-ä-dire  le  nombre  de  c-nbiques 
gaucbes  ile  la  congruence  passant  par  un  point  X. 

Par  le  point  X  menons  les  droites  3;,  =  (^, ,  X)  et  z,  ^  (-4,,  X). 
La  droite  x  qui  Joint  les  points  («,,  ar,)  et  («,,  Xj)  s'appnie  eTidem- 
ment  sur  la  droite  J,  ^,.  Le  point  {x^,  sTj)  determine  nne  droite  da 
faisceau  (P,,  «,)  et  le  point  (ij,  «,)  une  droite  du  faiaeeau  (P,,  3^). 
Les  droites  qui  s'appuient  sur  ces  deus  droites  et  sur  A^  A^  engendrent 
un  Systeme  Q  cottiprenant  x.  A  ce  Systeme  Q  correspond  une  cubique 
gauche  passant  par  X,  done  la  congruence  Pi  est  du  premier  ordre. 

Recherchons  maintenant  la  classe  de  p^. 

Soit  if  une  droite.  Projetons  la  droite  y  des  points  ,4,  et  -4, 
respectiveinent  en  y,  et  t/^  sur  «j  et  «j.  Aux  pointa  de  y  correepoodent 
les  droites  s'appuyant  sur  t/^,  t/^  et  .4,  A^.  La  claase  de  In  congruence  p, 
est  evidemment  egale  au  nombre  de  systemes  Q  qui  ont  deux  droites  en 
commun  arec  le  Systeme  correspondant  ä  y.  Le  principe  de  Chasles 
permet  de  verifier  aisement  que  ce  nombre  est  quatre.  Donc  la  con- 
gruence p,  est  de  claase  quatre. 

Nous   nTons   dit   plus   baut   que   la   congruence  p,   possedaJt  deuz  :^ 
points  fondamentaux  Ai,  A^   et  une  corde  fondamentale  («i,  Oj). 
cubiques  ganehes  de  la  congruence  aont  encore  assujetties  ä  d' 
conditions  que  nous  allons  enumerer.  1 

Aus  droites  qui  s'appuient  sur  A,  -4,  et  sur  une  droite  du  faisceaiMi 
(P,,  sr,)  correspondent  les  points  d'une  quadrique.     Lorsque  cette  der — -4 
nifere  droite  decrit  te  faisceau,  on  a  un  faisceau  de  quadriques  qui  passent^ 
toutes  par  A^,  Af  et  («t, ,  or,).    Recherchons  les  autres  points 
ä  toutes  les  quadriques  de  ce  faisceau. 

Les  congruences   aux   droites  desquelles    correspondent 
des  quadriques   ont   en   common   deuz   faisceaux-plau: 
pour  sommet  (A^  A^,  x^)  et  pour  plan  Kj,  le  second  a  pour  Bommet  P^j 
et  pour  plan  P,-4, -4,,  | 

Tous  les  systemes  Q  envisages  dans  la  question  qui  nous  occup« 
ont  une  droite  situee  dans  cbacun  de  ces  faisceaux-plans,  donc  les  lignei 
qni  correspondent  ä  ces  faisceanx  sont  des  lignes  singuli&res  de  p, . 


|iies  qui  passent^ 
oints  comiDUBVH 

lent  les    poiDt^Ml 
Le  premier  ^m 
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Aux  droites  da  premier  faisceau  correspondent  les  points  d'une 
droite  qui  s'appuie  sur  {a^,  cc^)  et  aux  droites  du  second  les  points 
d'une  conique  passant  par  Ä^,  A^y  s'appuyant  sur  (a^,  a^)  et  sur  la 
droite  trouv^e  ci-dessus. 

On  aurait  la  m§me  chose  en  considerant  le  faisceau  (P^,  ^r^) 

En  resume:   La  congruence  q^   est  dÜ ordre  un  et  de  cldsse  quatre, 

ßlfe  possede  deux  points  fondamentaux  et  une  droite  fondximenUüe;   les 

lignes  singulieres  sont  deux  droites  s'appuyant  sur  la  corde  fondamentale 

ä  deux  coniques  tum  co^lanaires  passant  par  les  points  fondamentaux  et 

par  les  points  singuliers  situes  dans  leur  plan. 

4.  Soient  9^  et  q>^  deux  faisceaux  de  complexes  lineaires. 

Prenons  pour  la  droite  a^  la  conjugu^  de  la  droite  A^A^  par 
npport  ä  un  complexe  du  faisceau  g)^  et  pour  la  droite  A^  la  con- 
JQguee  de  la  meme  droite,  mais  par  rapport  ä  un  complexe  du  faisceau  g)^» 

Les  droites  a^  et  a^  sont  en  nombre  cx)^,  on  a  donc  00^  systemes  Q 
et  par  cons^quent  une  congruence  q^  de  cubiques  gauches. 

Aux  droites  qui  s'appuient  sur  A^^A^  et  sur  une  droite  a^  corres- 
poadent  les  points  d'une  quadrique  passant  par  A^,  A^  et  (o^,  a^). 
Loirsqae  la  droite  a^  varie  suivant  la  regle  indiqu^e  plus  haut,  il  est 
^^  de  constater  que  la  quadrique  decrit  un  faisceau  il;^  dont  la  base 
^  formee  par  la  droite  (a^,  cc^)  et  par  une  cubique  gauche  c^  bisecante  de 
ihy    tt|)  et  passant  par  A^  et  A^, 

On  obtient  de  mSme  avec  o^  un  faisceau  ^2  ^^  ^^^  courbe  c^. 

On  en  conclut  que  les  cubiques  gauches  de  la  congruence  q^  sont 
^     intersections  partielles  des  quadriques  de  deux  faisceaux  ^^  et  ^g. 

De  la:  iki  congruence  q^  est  bilineaire  et  possede  deux  points  et  une 
^^^de  fondamentaux,  Elle  possede  deux  cubiques  gauches  singulieres 
^^^^^  que  chaque  cubique  de  la  congruence  s'appuie  deux  fois  sur  chacune 
"^    ces  lignes  singulieres. 

Cette  congruence  est  un  cas  particulier  d'une  congruence  de 
^'  Veneroni  (Sopra  oleum  sistemi  di  cubtche  gobbe,  Bendiconti  di 
^^tiermo,  1902,  tome  XVI),  M.  Stuyvaert  fera  paraitre  ayant  peu  un 
^^inoire  sur  un  systfeme  plus  general.  On  peut  aussi  consulter  de  ce 
demier  Geometre  deux  Memoires  oü  il  expose  une  theorie  compl^te  des 
^xigruences  de  varietes  algebriques  (C  jR.  novembre  1905;  Journal  de 
C^cHe,  1907  —  tome  132), 

Liege,  21  Janvier  1908. 


Rezensionen. 


J.    Tbomae.     OrundriA    einer   analytiBohen    Geometrie    d« 
Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Der  Grundriß  bietet  eine  in  langjähriger  Erfahrung  bewBhr 
von  Eigenschaften  der  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  mit  glt 
Berücksichtigung  der  projektiven  und  der  metrischen  Richtung. 

Er  beginnt  ein leitimgs  weise  mit  den  Begriffen  der  KolUiU 
des  DoppelverhHiltnisses,  die  zuerst  ohne  geometrische  Deutung 
eingeführt  werden.  Sodann  folgt  zuerst  die  Geometrie  in  der  Q^ 
im  ätrahlbüschel.  Hieran  reiht  sich  die  Lehre  von  den  Punkt- 
koordiaaten  in  der  Ebene,  worauf  in  größerer  Ausführlichkeit  die 
des  Kreises  geboten  wird.  Na^b  Entwicklung  der  Hauptsät« 
und  dreireihige  DetorminaDten  folgt  die  Theorie  der  Kegelschnj 
fünf  Abschnitten  nach  den  verschiedensten  Richtungen  ausgeführt' 
Abschnitt  über  die  Kollineation  in  der  Ebene  und  ein  Abaohnitt  i 
Inhaltes  bilden  des  Schluß. 

Der  reiche  theoretische  Inhalt  des  Buches  wird  durch  Koni 
und  Aufgaben  in  anregender  Weise  ergänzt.  Bei  der  sorgfältigen 
Darstellung  wird  das  Buch  den  Studierenden  ein  willkommener  Leij 

Wenn  ich  einige  Stellen  herausgreife,  um  sie  mit  kurzen  2 
versehen,  so  mag  dies  nur  das  Interesse  kennzeichnen,  das  m 
das  Buch  erweckt  worden  ist. 

I.  Zu  §  lf<,  S.  Ifi  würde  sich  leicht  ein  eicmeilorer  Beieets  ti 
sattes  über  vereinigt  gelegene  projektive  Punktreihen  anschlieBen 
vielleicht  neben  dem  auf  dir  sffmbaüsche  Darstellaruf  der  InvM 
gründeten  {Clebsch-Lindemann,  Geometrie  der  Ebene,  1.  Äo 
2.  Aufl.  8.  397)  nicht  unwillkommen  sein  dürfte. 

Ist  in  gemeinen  Koordinaten  x,  x'  auf  der  Punktreilte  dia 
einer  projektiven  Beziehung; 


(1) 


(2) 


Axx   +  £a;  +  Cj:'  +  Z)  =  *) , 
beiden   sich  selbst  entaprechenden  Punkte   oder  Doj 


(3)  J?=(B  +  Cf  ~  A:AD  =  {B  —  C)*  -  ^{AD—  BC)\ 

nicht  verschwinde. 


Rezensionen.  159 

Nun  ist  für  ^-f  0  die  linke  Seite  von  (1): 

-  ^  |x.-  +  ?ä- ('  +  «■)  +  g(-  .-)  +  5  +  5=|?J^(«  -  .•)) 

Nach  (2)  besteht  daher  die  identische  Gleichung: 
{i)  Äxx'  +  Bx  +  Cx'  +  L='A[ix-e,)ix'-e,)  +  ^-^-^{x-x') 

Bas  Vorzeichen  von  Y^  ^^  ^  C"^)  ^^^  (^)  überall  dasselbe;  mit  Änderung 
dieses  Vorzeichens  vertauschen  sich  e^  und  e^.  Demnach  kann  die  Gleichung  (l) 
f&r  ^4*0  in  jeder  der  beiden  Formen  dargestellt  werden: 

{x  -  Ci)  («'  -  e,) ^""gj        (^  ~  ^')' 

Hieraus  folgt  durch  Division: 

(5)  (^-g,)(^^--gi)  _  B-C-VE 

{X'-e;){x'  —  e^)^  B^C  +  ys' 
also: 

Jn  iertrfi  vereinigt  gelegenen  projektiven  Punktreihen  ist  das  Boppetver- 
'^^tlinis  zweier  entsprechenden  Punkte  x  und  x  tu  den  beiden  Doppelpunkten 
^  und  e,  konstant. 

YfSqt  Ä^O,  B+  C+0  hat  man  statt  (2)  die  Doppelpunkte: 

»^tt  der  Identität  (4): 

Bx+Cx'  +  D^{B  +  Cf)[{x  -e)  +  ^J^(a:'  -  x)] 

^(B+C)[{x'^e)  +  ^^{x-x')] 


»^d    statt  (5): 

(8) 

n.  In  der  sorgfältig  durchgefOhrten   Transformation  der  Parabel  auf 

i^  ^''^^t^^Ä^  Gleichungsform  §  88,  S.  87  und  den  zugehörigen  Determinanten- 

^"tx«n  §  85,  S.  85  wäre  vielleicht  eine  weitere  Ergänzung  in  der  Richtung 

^     Xdachen,  daß  die  Stellung  der  Parabel  einerseits  im  Hauptachsen-  und 

.^^^«rerseits  im  Mütelpunktsproblem  deutlicher  hervortritt,  und  zugleich  die 

^t;«rminantensätze   §  85,  S.  85  als   die  notwendige  Grundlage  zur  Geltung 

^^K^men.     Dazu  mögen  die  folgenden  Bemerkungen  dienen. 
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L  Die  DeterminantensätBe  über  das  Veraohwinden  von  Ag%.    Für 

die  STmmetrische  Determinante  des  Kegelschnittes: 

(1)  g (x,  y)  =  a^^x^  +  'ia^txy  +  Oj^y*  +  2a^^x  +  2a„y  +  a^i 

(2)  ^  =  |a*,|;     Ä-,/-l,  2,  3, 

deren  Unterdeterminanten  mit  A^^  bezeichnet  seien,  ist  unbedingt: 

Wenn  daher: 

(4)  ^83  =  0 

wird,  so  folgt: 

(5)  —  A\^  =-=  Aa^i ,     —  -4i3  =»  jlttj, ,     A^iA^^  =»  -Ao^ . 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung: 

so  gibt  die  Addition  der  beiden  ersten  Gleichungen  (5): 

(7)  -  {A\,  +  ^,)  -  AAi, . 

Bei  reellen  üj^^  sind  daher  die  Bedingungen  (die  der  Parabel): 

(8)  A^^  —  0 ,     A^^  und  A^<^  nicht  beide  0 

gleichbedeutend  mit: 

(9)  ^,-0,    ^^;,  +  0. 

Es  folgt  unter  diesen  Bedingungen  auch  aus  (5): 

(10)  -4j3  :  -4^3  =       Oij  :  a^^  =  «jg  •  —  <^i%  • 

2.  Allgemeine  Transformation  des  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems. Die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxy  bezogene 
Gleichung  (l)  werde  durch  die  Substitution: 

(11)  iC  =  a:o  +  aiS  +  a2i?,     y  ==  S^o  +  l^iS  +  Ä^ 

auf  ein  neues  rechtwinkliges  System  Sl^fi  transformiert,  dessen  Anfangs- 
punkt Sl  die  Koordinaten  a;^,  y^  und  dessen  Achsen  $  und  ij  die  Bichtungs- 
kosinus  a^,  ß^  und  a^,  ß^  haben.  Man  erhält  für  das  neue  System  die 
Gleichung : 

(12)  aiJ»  +  2a;,S,j  +  a^ri*  +  2a;,|  -f-  2a'^n  +  a,',  =  0 , 
wo  die  Koeffizienten  die  Werte  haben: 


(13) 


«Ii  =  «11«!  +  2o„«,/Si  +  o„/Jf,     «;,=-  0,1«!  +  2a„a,/J,  +  a„/J|, 
(14)  a;,=^a,+^/Ji,  flis-pJctj+i^Sft,  Oj',  =  /=^(a;o.yo)=-^^o+fl^yo +^ 


(17)  l_"  _"       J=i»-^3,i  +  ^„=0, 
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und  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

8.  HauptaohBenriohtangen   und   HauptaohBenkoefflBienten.     Die 

Koeffizienten  (13)  langen  nicht  von  Ä  =  ^  ^q,  sondern  nur  von  den  Rich- 
tungen a^,  ß^'^  «2,  ß^  ab.  Man  kann  diese  in  bekannter  Weise  so  bestimmen, 
daß   fljj  =■  0  wird,  und  die  Gleichung  (12)  die  Form  erhält: 

(16)  k,^'  +  l,v'  +  So/sS  +  20^3 1?  +  a',,^0. 

Es  sind  dann  >ti,  A^  die  stets  reellen  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

^d  die  Achsenrichtungen  o^,  ßi{*  ^^^  1)  2)  bestimmen  sich  aus 

(18)  Un^i  +  (Pt2-K)ßi-0, 

I  «2  4.  |32  _  1 

^is  auf  die  Pfeilspitzen  eindeutig,  wenn  X^  und  A,  verschieden  sind.     Diese 
Börden  aber  nur  gleich  für  a^  —  «22  ^  ^  >  «12  "^  ^• 
Xmmer  dann  und  mir  dann,  wenn: 

^  ^ne  der  beiden  Wurzeln  0,  ohne  daß  es  die  andere  ist,  etwa: 

(20)  i^=0,     X,  =  A',,. 

^^®    Gleichung  (16)  wird  dann,  ohne  Rücksicht  auf  die  Wahl  von  Sl: 

(21)  Äi,^»  +  2a;,|  +  20^3,,  +  a;,  =  0 . 

^®  Richtimgskosinus  der  | -Achse  werden  gleichzeitig  nach  (18)  mit  A,  ==  Aj  =  0: 

(22)  „1  :  ft a^g  :  a^i  ==  Oj,  :  —  a^g  • 

4.  Mittelpunkt.    Jeder  Punkt  mit  den  homogenen  Koordinaten  %  t/o^ 
hi  der  den  Gleichungen: 

^23>)  pll^O  +  «12^0  +  «18^0  =  ö» 

U2l^0  +  «22^0  +  023^0  =  ö 

K^^gt,  ist  ein  „Mittelpunkif*  der  Kurve.     Er  ist  ein  einziger: 

^«Un  ^^^  ^^^  ^gj  nicht  alle  drei  verschwinden.  Er  ist  dann  für  -äjs  +  ^ 
^^idi,  fdr  ^33  =  0  unendlich  fern  in  der  Richtung  (vgl.  meine  „Analytische 
<iw>naetrie",  1905,  §22,  (13)): 

(24)  «1  •  ft  =  ^18  :  -^23  . 

AiohiT  der  Mathematik  und  Physik.    I£L  Beihe.    XIU.  11 
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Immer  dann  und  nur  dann  gibt  es  einen  eineigen  unendlich  fernen 
MUtdptmkt^  wenn  die  Bedingungen  (8)  erfiiUt  sind. 

Infolge  der  Determinantensätze  (10)  sind  nun  die  Richtungen  (22)  und 

(24)  dieselben. 

Die  RicJttung  nadi  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkt  stimmt  mit  der 
Riditung  der  der  Wurzel  A^  =  0  entsprechenden  Hauptachse  {der  Hauptachse 
der  Farahd)  überein. 

5.  Herstellung  der  Soheitelgleichung.  Der  Scheitel  der  Parabel 
ist  ein  Punkt  oTq,  ^q  der  Kurve,  dessen  Normale  die  Richtung  der  Haupt- 
achse hat.     Er  ist  also  definiert  durch  die  Gleichungen: 

(25)  /  =  0         i)?:«;J  =  J„:J„. 
Mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q  gibt  die  Proportion: 

US  +  Q^iS  =*  «21^0  +  «22%  +  «28  +  9^99  ==  Ö- 

Nun  ist  fttr  -^33  =  0: 

«11  Aa  +  «21^28  (+  «31^88)  =•  ö, 
«12^8  +  «22^8  (+  «82^83)  ="  Ö| 

«isAa  +  «28-^8  (+  «88-^3)  ^  -^• 
Daher  folgt  aus  (26)  durch  Multiplikation  mit  ^^3  und  ^23  ^^<^  Addition: 

also  nach  (7): 

(27)  ,  =  4. 

Der  Scheitelpunkt  ist  daher  durch  die  erste  Gleichung  (25)  in  Ver- 
bindung mit: 


(28) 


^1  =   «11^0   +   «12%  +   «18  +    j"  =*  0, 

U^  =  «n^o  +  «22%  +  «23  +  1'-  =  0 

-^33 


dargestellL 

Beide  Gleichungen  (28)  stellen,  weil  identisch  Ä^^U^^  -\-  Ä^^U^  =  0  ist, 
dieselbe  Gerade  dar,  die  Hauptachse  der  Farahd.  (Tbomae  8.  88,  Z.  16  v.  o.). 

Die  Richtungskosinus  der  Hauptachse  §  sind  nach  (24): 

wo  durch  Verfügung  über  das  Voi*zeichen  der  Wurzel  die  Pfeilspitze  der 
|- Achse  bestimmt  wird  (meine  Anal.  Geom.  §  12,  7).  Sind  «j,  ß^  die  Rich- 
tungskosinus   der  1;- Achse,  so  ist: 

(30)  «i«,  +  ^il?,  =  0. 


Rezensionen. 


163 


Ffihrt  man   nun  in   (21)   als  Anfangspunkt  Sl  den  Scheitelpunkt   ein, 
so   wird  nach  (14)  mit  Rücksicht  auf  (26)  und  die  erste  Gleichung  (25): 


a 


IS 


oder  nach  (29),  (30)  und  (27),  (7): 

—  A  At. 

0,     a 


a 


33 


0 


'IS 


a 


2S 


SS 


=  0. 


Die    Gleichung  der  Parabel  wird  daher  aus  (21): 
(31) 


^»_2l^=^i?|  =  0. 


Die  Wurzel  ist  nach  (7)  reei/;  ihr  Vorzeichen  ist  dasselbe  wie  in  (29). 
Mit  positiven  Zeichen  beider  Wurzeln  bezeichnet  daher  die  Richtung  (29) 
diejenige  Hauptachsenrichtung,  nach  der  die  Parabel  offen  ist,  weil  dann 
die  Gleichung  (31)  nur  positive  Werte  von  J  zuläßt.  Nach  (9)  ist  der 
Par&meter  stets  endlich  und  von  0  verschieden. 

6.  Die  Koordinaten  des  SoheitelB.  Die  Koordinaten  des  Scheitels 
mtLssen  sich  auch  so  darstellen  lassen,  daß  ihre  Bestimmtheit  äUein  aus  der 
Voraussetzung  (9)  hervorgeht. 

Man  schreibt  dazu  die  erste  Gleichung  (25)  mittels  (26)  in  der  Form: 

"  (""  ^Af)^o  +  (^-  3f j  yo  +  «88  -  0  . 
■^^H-ri  hat  daher  mit  Hinzunahme  von  (26)  die  Gleichungen: 

«11^0  +  ^»%  +  «IS  +  (>  As  ="  ö  1 


K  ~  3^  ^^  "^  (""»^  ""  m)^""  +  oas  =  0 . 


diese  Gleichungen  in  Xq,  y^,  1,  ^  linear  und  homogen  sind,  verhalten 
diese  vier  Größen  wie  die  ünterdeterminanten  der  Matrix  der  Koef- 
^^^nten  (meine  Anal.  Geom.  S.  421,  (14)).  Die  dritte  dieser  ünterdeter- 
**^^^»i.anten  hat  aber  den  Wert:  —  2ÄA^.     Daher  ist  der  ScJieiielpunkt: 


(32).,=  - 


2AA' 


88 


«•12 
«22 


«IJ 

A. 

0*8 

■^s 

«S« 

0 

yc 


2^^.', 


«11 

o»i 

«81  — 


'»t 


ä: 


SS 


«18 

-^18 

«M 

^8 

«88 

0 

^'^   ist  somit  unter  der  Voraussetzung  (9)   ein  bestimmter  endlicher  Punkt. 
HL  In   §  106,  S.  110  ist  Z.  8   v.  o.   die  lineare  und  Z.  7   v.  u.   die 
^^naerische  Exzentrizität  mit   e  bezeichnet.     Vielleicht  würden  die  Formeln 
^*  110  überhaupt  besser  ohne  die  Wurzelzeichen  zu  übersehen  sein. 

Geht  nämlich  wie  üblich  die  x-Achse  nach  rechts  und  bezeichnet  man 
^t  2  a  die  Hauptachsenlänge,  mit  F  ■=  c,  0  und  F  =  —  c,  0  die  Koordinaten 

11* 
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des  rechten    und  linken  Brennpunktes  der  Ellipse  und  Hyperbel  und  mit 

r  =  FF  und  r'  =  1^'P  die  absoluten  Entfernungen  des  Emrenpunktes  P—  x^y 
von  F  und  F\  so  ist  für 

die  Ellipse:  r  =  a ar,         r'  —  a  +  -a;; 

den  rechten  Hyperbelzweig:     r  =  —  a  -\ — x^     r'«=a  +  -a:; 

den  linken  Hyperbelzweig:       r  =  a ar,  r'  =  —  a x. 

Ebenso  sind  §  170»  S.  168  die  relativen  (nach  der  positiven  :r- Achse 
orientierten,  meine  Analyt.  Geom.  §  1,  4;  8)  Entfernungen  des  Punktes 
P  von  der  rechten  und  linken  Direktrix: 

Daher  ist  für 

die  ElUpse:  r  +  |ei  =  0,     r'  — |d'  — 0; 

den  rechten  Hyperbelzweig:     r (7  =  0,     r' (i'=-0; 

den  linken  Hyperbelzweig:       r  -\ —  rf  =  0,     r'  +  -ei'  =  0. 
Wie  die  BrennpunktseigenscJiaft  der  Ellipse  und  Hyperbel  auf  der  Identität: 

beruht,  so  liegt  die  Brennpwnkt-Dvrektrixeigensciiaft  in  der  Identität: 

(«2  _  ,2)1^*  +  _^  -  1 }_  ^2  _  ?!  ei«  =  r'«  -  ~  ci'^ 
^  ^la*   '    a'  — c'  J  a*  a* 

begründet. 

IV.  Die  harmonische  Kovariante  zweier  Kegelschnitte  §  164,  S.  163 
dürfte  vielleicht  angemessener  und  ohne  größere  Sch>vierigkeit  mit  Drei- 
eckskoordinatm  zu  behandeln  sein. 

Rostock,  Juli  1906.  0.  Staude. 

Federico  Amodeo.  Lezioni  di  geometria  proiettiva  dettate  nella  R.  üni- 
versitä  di  Napoli,  terza  edizione  (I*.  ed.  tipografica)  migliorata  e  aumentata, 
con  420  figure  intercalate  nel  testo  e  molti  esercizi,  di  pagine  XTV  e  451, 
Luigi  Pierro  1905. 

Nachdem  das  vorliegende  Werk  bereits  in  zwei  autographierten  Aus- 
gaben aus  den  Jahren  1896  und  1902  herausgegeben  war,  erscheint  es 
jetzt  mit  wesentlich  reicherem  Inhalt  zum  ersten  Mal  in  eigentlicher  Buchform. 

Es  enthält  eine  systematische  Darstellung  der  projektiven  Geometrie 
bis  zur  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 

Ein  einUitoides  Kapitel  bringt  zunächst  die  Grundlegung  der  projek- 
tiven Geometrie.      Nachdem   auf  Grund   eines   Systems   von   Postulaten   die 


'8 
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Gfmxidgebilde   der  verschiedenen  Stufen   eingeführt   (§1)   und   im  einzelnen 
beschrieben  und  benannt  worden   sind  (§  2),  wird  der  Euklid  sehe  Raum 
dem  projektiven  untergeordnet  (§  3).     Sodann  werden  die  Operationen  des 
Projizierens    und    Schneidens    (§   4)    und    der    Begriff    der    geometrischen 
Figuren  (§  5)  eingeführt.     Hieran  schließt  sich  die  Definition  der  Perspek- 
tiven Beziehung  der  Grundgebilde  (§6)  und  des  Prinzips  der  Dualität  (§7) 
xincl   des  Sinnes  der  einföimigen  Gnmdgebilde  (§  8).     An   die  Theorie   der 
harmonischen  Gebilde  (§  9)  reiht  sich  zuletzt  die  allgemeine  Erklärung  der 
projektiven    Verwandtschafben    mit    ihren    beiden    Formen    der    Kollineation 
( Homographie)  und  Korrelation  (§  10). 

Der    erste  Hauptteil    behandelt    nunmehr  die    Gebiete   erster   Ordnung. 
In     Kapiid  I  werden    zunächst    die   Grundgebilde   erster   Stufe   besprochen. 
Es  beginnt  mit  der  Einführung  der  Doppelverhältniskoordinate  X^^A^B^B^B^ 
des   Punktes  Bj^^  in  der  Geraden  (des  Strahles  und  der  Ebene  im  Büschel), 
l>ezogen  auf   die    drei    Fundamentalpuukte    A^B^B^^    und   der   homogenen 
projektiven  Koordinaten  x^,  x^  {x^i  x^^^  il)    und  läßt  daraus  als  spezielle 
Fälle   die   verschiedenen   metrischen   Koordinaten   hervorgehen  (§   l).     Nach 
^^r   allgemeinen  Erklärung  der  projektiven  Beziehung  zweier  Grundgebilde 
erster  Stufe  (§  2)  wird  sodann  die  bilineare  Gleichung  zwischen  den  Koordi- 
oaten  A  und  V  entsprechender  Elemente,  sowie  die  lineare  Substitution  als 
Ausdruck    der    Koordinatentransformation    einerseits    und    der    projektiven 
Verwandtschaft   andererseits    besprochen   (§  3).      Hierauf   folgt    die   Unter- 
suchung  vereinigt  gelegener  projektiver  Punktreihen,    ihre   Unterscheidung 
*l8   hyperbolische,  parabolische   und  elliptische   und   Anwendungen   auf  das 
l^ascalsche  Sechseck,  femer  die   Bildung  von  Produkten  und  Zyklen  von 
Kollineatiönen   (§  4).     Weiter  wird   die  KoUineationsachse   zweier   in   einer 
Ebene  liegender  projektiver  Punktreihen  eingeführt  und  darauf  die  Konstruktion 
solcher   Reihen    gegründet  (§  5).      Daran   schließt   sich   die   besondere   Be- 
handlung projektiver  Reihen   und   Büschel   im  Euklidschen    Räume  (§  6), 
"^®     Theorie   der  Involutionen,  ihre   analytische  Darstellung  und  ihre  Kon- 
^y^'^iiition,  sowie  ihr  Vorkommen  beim  vollständigen  Viereck  (§  7),  und  end- 
lich     die    ausgearteten    Formen    der    projektiven    Beziehungen    (§  8).      Das 
'^-f-    Kapitel  ist  der  Theorie  der  imaginären  Elemente  im  von  Staudtschen 
öinxie  gewidmet.      Es    handelt    von    der   Transformation   einer   Kollineation 
^^^t     6iner  anderen   und   der   Vertauscbbarkeit    zweier   Kollineationen  (§  l); 
^^^     dem  zu  einem  Punktepaare  gehörigen  Büschel  von  Kollineationen  und 
^^^     gleichzeitig   zugehörigen  Involution,  im  Anschluß   daran  von  der  Dar- 
f^Uxing  imaginärer  Elemente  (§  2);  von  der  Transformation  einer  Kollineation 
*^    xhre  Inverse  und   von  den   Kollineationen   und   Involutionen,   die   unter- 
«u»Änder  harmonisch  sind  (§  3),  endlich  von  dem  gemeinsamen  Paare  ent- 
sprechender Elemente    zweier  Involutionen    oder    vereinigt   gelegener  KoUi- 
Dca-xionen    (§  4).      Im   III.    Kapitel    werden    die    zwei-    und    dreiförmigen 
^f^^^dgebilde    untersucht.      Zuerst    werden    die   Bestimmungstücke    und   Be- 
^^^^mungsweisen   der   Kollineationen   und   Korrelationen   in   der   Ebene,    im 
^"^^chel  und  im  Räume  und  ihre  besonderen  Fälle  besprochen  (§  l),  sodann 
^^     Dreiecks-  und  Tetraederkoordinaten  eingeführt  und  die  Gleichungen  der 
^^^i^eationen  in  allgemeiner  und  kanonischer  Form  aufgestellt  ( §  2),  end- 
"^h.  die  Pundamentalpunkte  der  Kollineation  durch  die  botreflfende  kubische 
o^^r   biquadratische    Gleichung    bestimmt    (§  3).       Hingehend     werden    die 


besonderen  Fonnen  der  K ollin eationeu  im  Euklidachen  Baume  behandelt 
(§  4).  Dann  folgen  die  invrtlutorischen  Fonnen  der  KoUineation  und  Korre- 
lation (§  5)  und  die  Einteilung  der  Polarsysteme  der  Ebene  und  des 
Büschels  im  Euklidachen  Räume  (§  6),  endlich  die  Einführung  der  ima- 
ginären Punkte  und  Geraden  in  der  Ebene,  Strahlen  und  Ebenen  im  Bündel 
(§  7).  Der  zweite  Hauptlcil  behandelt  die  Gebilde  zweiter  Ordnung.  Im 
j.  Kapitel  werden  die  projektiven  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  ent- 
wickelt. IHe  letzteren  werden  zuerst  als  Erzeugnisse  projektiver  Punktreiben 
oder  Strahl  büEchel,  sodann  als  Fundamental  kurven  einer  Polar  Verwandtschaft 
eingeführt  (g  l).  Sodann  wird  die  weitere  Einteilung  in  hezug  auf  die 
unendlich  ferne  Gerade  vorgeuonimen  und  die  besonderen  Eigenschaften  von 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel.  Kreis  und  gleichseitiger  Hyperbel  besprochen, 
die  NewtoDsche  Erzeugung  der  Kegelschnitte  und  endlich  die  Arten  der 
Zylinder  und  Kegel  im  Euklidschen  Räume  ({;  3),  Daran  schließen  sich 
die  Satze  von  Pascal  nnd  Brianchon  mit  ihren  Folgerungen,  die  Sätze 
Ton  Maclaarin  und  Braikenridgc  und  über  die  Poneeletsehen  Polygone 
(§  3),  weiter  das  Theorem  von  Desargues  und  seine  Anwendungen  (§  i,\ 
endlich  die  Arten  der  Berührung  zweier  Kegelschnitte  und  der  Krünimnngs- 
kreia.  Das  II.  Kapitel  gilt  der  Polarentheorie  der  Kegelschnitte.  Von  dem 
ebenen  Polarsystera  aus  wird  zu  den  Polareigenschaften  der  Kegelschnitte 
übergegangen,  sodann  die  Bestimmung  eines  Kegelschnittes  durch  polare 
Beziehungen  und  die  polarreziproken  Figuren  besprochen  (§  1),  femer  die  Kon- 
struktion der  Kegelschnitte  aus  reellen  und  konjugiert  imaginären  Elementen 
(§  2).  Eingehend  werden  die  reellen  und  idealen  Sehnen,  konjugierten 
Durchmesser,  nmbeschriebene  Parallelogramme  und  Sätze  über  den  Flächen- 
inhalt der  Kegelschnitte,  insbesondere  auch  der  Kreis  und  die  gleichseitige 
Hyperbel  untersucht  ( §  3) ,  ebenso  die  auf  die  Brennpunkte  bezüglichen 
Eigenschaften  (g  4),  Daran  schließen  sich  die  Sätze  über  PokalUnien  und 
Kreisschnittebenen  beim  Kegel  zweiter  Ordnung  ("§  5).  Das  III.  Kapitel 
beschäftigt  sich  mit  den  projektiven  Verwandtschaften  zweiter  Ordnung. 
Hier  werden  zuerst  die  projektiven  Beziehungen  der  Punkte  und  Tangenten 
zweier  Kegelschnitte,  sowie  projektive  Punktreihen  und  Involutionen  auf  dem- 
selben Kegelschnitt  betrachtet  f§  l).  Diese  Betrachtungen  werden  zur 
Lösung  von  Fundamentalaufgab en  über  die  Doppelelemente  projektiver  Punkt- 
reihen, zur  Konstruktion  der  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  dem 
durch  fünf  Punkte  gegebenen  Kegelschnitt,  der  diu;ch  drei  Punkte  und  zwei 
Tangenten  gegebenen  Kegelschnitt«  und  zu  anderen  Aufgaben  verwertet 
(§  2 ).  Hieran  reiht  sieb  die  Unterscheidung  der  verschiedenen  Lagebe- 
ziehungen zweier  Kegelschnitt«  nnd  die  Behandlung  von  Aufgaben  dritten 
Grades,  darunter  die  Dreiteilung  des  Winkels  mit  Hilfe  von  kongruenten 
ungleich  sinnigen  Strahlbüscheln  (§  3).  Den  Schluß  bilden  die  Hauptsätze 
über  Büschel  und  Scharen  von  Kegelschnitten  mit  den  Folgerungen  über 
den  Kegelschnitt  der  neun  Punkte  und  den  Feuerbachschen  Kreis  (§  4). 
Das  Werk  ist  durch  eine  klare  Darstellung  und  durchsichtige  An- 
ordnung des  Stoffes  ausgezeichnet.  Besondere  Beachtung  verdient  die  sorg- 
faltige Grundlegung  der  projektiven  Geometrie,  das  bestandige  Zurückgehen 
von  der  projektiven  auf  die  Euklidsche  Geometrie  und  die  Durchdringung 
der    synthetischen   Methoden    mit    der  Anwendung    der  projektiven    Koordi- 
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Am  Ende  eines  jeden  Kapitels  sind  zahlreiche  Übungsaufgaben  ein- 
g-eschaltei  Zahlreiche  Figuren  begleiten  den  Text,  die  vom  Verfasser  mit 
Sorgfalt  entworfen  sind  und  nur  hie  und  da  unter  der  Kleinheit  der  ein- 
gefSigten  Buchstaben  leiden,  die  manchmal  kaum  noch  erkennbar  sind  z.  B. 
S.  84,  Fig.  96;  S.  346,  Fig.  321;  S.  409,  Fig.  379  (hier  fehlt  auch  bei 
dem  einen  T  der  Akzent). 

JRostock,  Oktober  1906.  0.  Staude. 


Felix  Mfiller.  Karl  Sohellbaoh,  Büokbliok  auf  sein  wissensohaftUohes 
lieben.  Nebst  zwei  Schriften  aus  seinem  Nachlaß  und  Briefen  von 
Jacobi,  Joaohimsthal  und  Weierstraß.  Mit  einem  Bildnis  Karl  Schellbachs. 
86  S.     Leipzig  1905,  B.  G.  Teubner.     Preis  Jt  2,80. 

Das  an  wissenschaftlichen  und  pädagogischen  Erfahrungen  reiche  Leben 
Schellbachs,  seine  energische  Tätigkeit,  die  auf  so  vielen  Gebieten  befruchtend 
gewirkt  hat,  wird  ausführlich  geschildert.  Jedem,  der  diesen  vom  Werte 
der  Mathematik  durchdrungenen  Idealisten  kannte,  den  für  ihre  Ausbreitung 
zu  wirken  nie  aufhörenden,  wird  die  Lektüre  des  Buches  teure  Erinnerungen 
bringen,  der  jungen  Generation  aber,  die  den  Meister  nicht  mehr  persönlich 
sah,  kann  die  Schilderung  dieses  vorbildlichen  Lebens  nicht  genug  empfohlen 
werden. 

Der  beigegebene  „Plan  zur  Gründung  eines  mathematischen  Listituts^^ 
nnd  die  „Rede  über  Wert  und  Bedeutung  der  Mathematik"  verdienen,  nicht 
der  Vergessenheit  anheimzufallen.  Von  den  Mitteilungen  an  Schellbach  be- 
bandelt die  von  Jacobi  die  Aufgabe,  den  Lihalt  eines  Vierecks  aus  den 
Seiten  und  einem  Winkel  zu  berechnen.  Die  abgeleitete  Formel  ist  elegant, 
^ie  Berechnung  danach  aber  nicht  sehr  praktisch  (Druckfehler:  c  =  24  statt 

.-.24,l/|.Uttl/|). 

Die  Arbeiten  von  Joachimsthal  über  die  Wellenfläche  und  über  die 
•■^oiigtaiiktion  der  Brennlinie  sind  gleichfalls  sehr  schön.  (Druckfehler:  S.  78 
**^ten  ox  statt  xy,  S.  79  ZI.  10:  streiche  „so  daß",  Z.  17:  „reflektierten" 
®^tt  „gebrochenen"). 

Weierstraß  beweist   einen  Satz,   den  Steiner   der  Akademie  1860   vor- 
S^egt  hatte.     Dieser  Satz  rührt  aber  von  Binet  (1811)  her  (EnzjkL  IV  1 
^«   306  Anm.)  und  würde  in  der  Sprache  der  Mechanik  heißen:  Die  Ebenen 
konstanten  planaren  Trägheitsmomentes  umhüllen  die  Flächen  einer  konfokalen 
*T-^hen8char   2.  Grades.     Der  Beweis  wäre    mit  Ebenenkoordinaten   in  drei 
^©ilen  zu  erledigen.     Steiner  hatte  sicher  einen  synthetischen  Beweis.     Die 
*©t2te  Mitteilung  von  Weierstraß  löst  das  von  Newton  aufgestellte  Problem 
^^8    Körpers    vom    kleinsten  Widerstände    unter    der  Bedingung    gegebenen 
Volumens    und    bildet    eine    wertvolle   Ergänzung    des    in   den   Vorlesungen 
Über  Variationsrechnung  behandelten   allgemeineren  Problems,   das   als   un- 
lösbar bewiesen  wurde. 

Charlottenburg.  H,  Samter. 


168  RezenHionen.  ^^^  ' 

A.  Garbasso.  Vorlesungen  über  theoretische  Spektroskopie.  Leipzig 
1906,  J.  A.  Barth.  M  8. 
Der  Inhalt  des  Buches  gliedert  sich  in  eine  Einleitung,  in  einen  Abschnitt 
über  mechanische  und  zwei  Abschnitte  über  elektrische  Theorien  der  Spektro- 
skopie. In  der  Einleitung  bespricht  der  Verfasser  die  Hauptergebnisse  der 
Spektralanalyse,  die  durch  Jie  Theorien  erklärt  werden  sollen.  Schon  hier  wird 
mancher  sich  mit  der  Anordnvmg  imd  Auswahl  nicht  cinTerstaDden  erkl&ren,  so 
ist  z.  B.  das  Zeemansche  FhSnomeu  erstens  sehr  kurz  und  zweitens  nicht 
einmal  korrekt  behandelt.  Das  mufi  um  so  mehr  Wunder  nehmen,  als  die  Be- 
deutung gerade  dieses  Phiinomens  für  die  Spektroskopie  außer  jedem  Zweifel 
steht.  Sodann  bespricht  der  Veriasser  die  Theorie  der  selektiven  Absorption 
und  Dispersion,  wobei  er  namentlich  auf  die  durch  Resonatorengitter  erzielte 
Reproduktion  dieser  Erscheinung  bei  elektrischen  Wellen  eingeht.  Doch 
kann  ich  nicht  sagen,  daß  ich  mit  der  Darstellung  des  Verfassers  vom  päda- 
gogischen Standpunkt  aus  einverstanden  wäre.  Die  schöne  Theorie  der  Dis- 
persion und  Reflexion  wird  in  dieser  Einleitung  mit  folgenden  Worten  er- 
ledigt: „Wie  es  einleuchtend  ist  und  wie  es  sieh  nachher  theoretisch  leicht 
feststellen  läßt,  sind  selektive  Reflexion  und  Absorption,  sowie  die  Dispersion 
selbst  als  lauter  Resonanz  Wirkungen  zu  betrachten.*'  Der  Verfasser  hat  an 
dieser  Stelle  selbst  das  Bedürfnis  gehabt  auf  spätere  Vorlesungen  zu  ver- 
weisen, wahrscheinlich  in  dem  dunklen  Gefühl,  daß  dies  doch  nicht  so  ganz 
„einleuchtend"  sei.  Der  Leniende  hat  aber  auf  diese  Weise  meiner  Ansicht 
nach  nichts  oder  nur  wenig  von  dieser  Einleitung.  Wenn  sie  doppelt  oder 
dreimal  so  lang  wSje,  könnte  sie  viel  mehr  nützen,  als  sie  es  jetzt  vermag. 
Damit  hängt  es  auch  zusammen,  daß  manche  wichtige  Arbeiten  gamicht 
oder  nur  flüchtig  erwähnt  werden.  Der  Verfasser  bemerkt  zwar  im  Vor- 
wort bezüglich  dieses  Punktes,  daß  einige  wertvolle  und  beachtungs werte 
Arbeiten  aus  Mangel  an  Zeit  und  Raum  unberücksichtigt  geblieben  sind; 
ich  lasse  es  dahingestellt,  ob  man  dies  fflr  einen  stichhaltigen  Grund  halten 
will  oder  nicht. 

Im  zweiten  Abschnitt,  der  die  mechanischen  Theorien  der  Emission 
behandelt,  bespricht  der  Verfasser  einige  Bilder  für  die  Spektren  zusammen- 
gesetzter Körper.  Er  geht  dabei  von  der  bekannten  Tatsache  aus,  daß  zwei 
gekoppelte  Pendel,  die  ursprünglich  gleiche  Schwingungsdauer  besaßen,  nach 
der  Koppelung  zwei  verschiedene  Perioden  aufweisen.  Er  stellt  dies  in  Ana- 
logie zu  deu  Linienverschiebungen,  die  im  Spektrum  manchmal  eintreten, 
wenn  das  freie  Atom  eines  Elementes  eine  Verbindung  eingeht,  d.  h.  mit 
anderen  Atomen  gekoppelt  wird.  Ähnliche  Gedankengänge  finden  sich  auch 
in  den  späteren  Abschnitten  über  elektrische  Theorien.  Denn  zwei  auf- 
einander abgestimmte  Schwingungskreise  verhalten  sich  ebenso  wie  zwei 
identische  Pendel,  wenn  sie  gekoppelt  werden:  Jeder  der  beiden  Schwingnngs- 
kreise  führt  dann  eine  komplizierte  Oszillation  mit  zwei,  von  der  ursprftng- 
lichen  verschiedenen,  Perioden  aus.  Dabei  habe  ich  indci^sen  folgenden, 
meines  Erachtens  sehr  notwendigen  Hinweis  vermißt:  Es  kann  auch  der 
Fall  eintreten,  daß  zwei  gekoppelte  Seh wingungs kreise  nur  eine  einzige 
Periode  besitzen.  Dieser  Fall  tritt  nämüeh  dann  ein,  wenn  nicht  der  eine 
Schwingungskreis  den  anderen  erregt,  wodurch  ja  eine  Asymmetrie  in  das 
System  hineinkommt,  sondern  wenn  beide  Schwingungskreise  gleichmäBig 
von  einem    dritten,  symmetrisch  ku  ihnen  beiden  liegenden  Kreise  angeregt 
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werden.    Nach  meiner  persönlichen  Auffassung  dürfte  gerade  dieser  letztere 
Fall  bei  den  leuchtenden  Flammen  vorliegen;  doch  ist  das,  wie  ich  zugebe, 
vorläufig  noch  Sache  des  Geschmacks.     Immerhin  wäre  es   notwendig   ge- 
wesen, auf  diese  Einschränkung,  durch  die  ja  die  ganze  Theorie  unter  Um- 
ständen zu  Fall  gehracht  werden  kann,  hinzuweisen. 

Ein  weiterer  der  Verbesserung  dringend  bedürftiger  Pimkt  ist  die  Be- 
Hskndlnng  der  deutschen  Sprache.  Man  merkt  es  jedem  Satze  an,  daß  ein 
Ausländer  das  Bach  geschrieben  hat,  und  so  mag  der  Verfasser  manche  Be- 
hauptung anders  gemeint  haben,  als  sie  jetzt  gedruckt  dasteht.  Nachdem 
icla.  diese  Mängel  hervorgehoben  habe,  möchte  ich  nicht  unterlassen,  darauf 
liinzn weisen,  daß  der  Leser  in  diesem  Buche  vieles  Gute,  Wertvolle  und 
Xn'teressante  finden  wird.  Doch  erscheinen  mir  die  Mängel  nicht  so  gering- 
fügig, daß  ich  es  rückhaltlos  empfehlen  könnte. 

Breslau.  Ol.  Schaefer. 

O.    de  Metz.     La  double  röfraotion  aooidentelle   dans  las  liqxddes. 

Sammlung  Scientia,  Nr.  26.     Paris  1906,  Gauthier- Villars. 

Das  vorliegende  Bändchen   bietet   eine  Zusammenfassung  der  Arbeiten 
Aber  die   künstliche  Doppelbrechung  in  Flüssigkeiten,   die  durch  Bewegung 
fester  Körper  in  denselben   erzeugt  wird.     Der  Verfasser  stellt    diese   Er- 
scheinung   in    Parallele    mit    der    elektrischen    Doppelbrechung    (dem    sog. 
herrschen  Phänomen)  und  der  von  Majorana  und  Schmauß  untersuchten 
Doppelbrechung  im  Magnetfelde.     Da  eine  Theorie  der  Erscheinungen  nicht 
existiert  und  auch  das  experimentelle  Material  sehr  lückenhaft  ist,  wie  der 
^©irfasser  hftufig  hervorhebt,   erscheint  es   mir   etwas  verfrüht,   über  diesen 
^^g"€nstand  eine  Monographie  zu  schreiben,  die  denselben  Umfang  hat,  wie 
*-  Ä.  die  derselben  Sammlung  angehörige,  aus  der  Feder  Poincares  stammende 
-*-^Är^tellung  über  „La   Theorie   de   Maxwell   et   les   oscillations   hertziennes; 
T^legraphie  sans  fil."    Dazu  sind  die  beiden  Gebiete  wirklich  zu  ungleichwertig. 
Immerhin    kann    das    Büchlein    jemandem,    der    auf    diesem    Gebiete 
^*"^eiten  will,  von  Nutzen  sein. 

Breslau.  . Gl.  Schaefer. 

^«  J.  Thomson.  Elektrizität  und  Materie.  Autorisierte  Übersetzung 
von  G.  Siebert.  (Die  Wissenschaft,  Sammlung  naturwissenschaftlicher 
und  mathematischer  Monographien.  Drittes  Heft.)  Mit  19  eingedruckten 
Abbildungen.  VllI  u.  100  S.  Braunschweig  1904,  Friedrich  Vieweg 
und  Sohn. 

In  diesem  Buche  wird  der  Inhalt  einer  Reihe  von  Vorlesungen  wieder- 
S^^eben,  die  im  Jahre  1903  als  Silliman-Lectures  an  der  Yale- Universität 
^^    l^ew-Haven  gehalten  wurden.     Auf  Grund  der  neueren  Forschungen  über 
^^thoden-   und  Böntgenstrahlen   sowie   über  die  Erscheinimgen   der  Radio- 
aktivität erörtert   der  Verfasser  die  Beziehungen   zwischen  Elektrizität  und 
Materie. 

Im  ersten  Kapitel  wird  zunächst  die  Theorie  der  elektrischen  Eraft- 
*^^en  und  Eraftröhren  in  ihren  Grundzügen  entwickelt.  Die  Anwendung 
^©8er  Theorie   auf  das  Verhalten  einer  mit  Geschwindigkeit  begabten   ge- 
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ladenen  Kugel  zeigt,  daß  die  Bewegung  der  Kraftröhren  eine  bestimmte 
Bewegungsgröße  besitzt.  Aus  ihr  ergibt  sich  weiterhin  der  Begriff  der 
elektromagnetischen  Masse,  die  als  Masse  des  von  den  Faradajschen  Bohren 
„gebundenen"  Äthers  aufgefaßt  wird.  Im  dritten  Kapitel  wird  der  Fall  be- 
handelt, daß  die  Farad ay sehen  Röhren  Beschleunigungen  erleiden;  ein  elek- 
trisches Teilchen,  von  dem  solche  Röhren  ausgehen,  wird  dann  zum  Zentrum 
einer  elektromagnetischen  Strahlung,  wie  sie  als  Röntgenstrahlung  in  die 
Erscheinung  tritt.  Hierauf  werden  die  Tatsachen  besprochen,  die  uns  zur 
Auffassung  einer  atomistischen  Struktur  der  Elektrizität  nötigen^  insbesondere 
das  Verhalten  isolierter  elektrischer  Teilchen  (Ionen  und  Elektronen)  in 
Gasen.  Als  Resultat  ergibt  sich  eine  unitarische  Deutung  der  Elektrizit&t: 
es  gibt  nur  ein  wahres  elektrisches  „Fluidum";  dieses  ist  atomistisch  kon- 
stituiert und  identisch  mit  der  negativen  Elektrizität;  die  sogenannten 
positiven  Ladungen  eines  Körpers  kommen  demgemäß  nur  in  der  Weise  zu- 
stande, daß  Elektronen,  d.  h.  Atome  der  wahren  Elektrizitätssubstanz,  aus 
ihm  entweichen. 

Die  Tatsache,  daß  jene  Elektronen  oder  Korpuskeln  —  wie  sie  von 
Thomson  gewöhnlich  genannt  werden  —  stets  von  gleicher  Beschaffenheit 
sind,  einerlei,  aus  welcher  Quelle  sie  stammen,  hat  neuerdings  die  alte 
Hypothese,  daß  die  Atome  aller  chemischen  Elemente  aus  gemeinsamen, 
einfacheren  Bestandteilen  aufgebaut  seien,  zu  neuem  Leben  erweckt.  Es  liegt 
nahe,  die  Elektronen  als  die  elementaren  Bausteine  der  Materie  anzusehen. 
Auf  dieser  Grundlage  haben  Lord  Kelvin  und  der  Verfasser  Theorien  über 
die  Konstitution  der  Atome  aufgestellt,  die  im  fünften  Kapitel  ausfübrlich 
geschildert  werden.  Es  wird  ferner  gezeigt,  wie  solche  Vorstellungen  im- 
stande sind,  von  wichtigen  physikalischen  und  chemischen  Kennzeichen  der 
verschiedenen  Atome  Rechenschaft  zu  geben.  Im  Anschlüsse  hieran  werden 
dann  im  letzten  Kapitel  die  Erscheinungen  der  Radioaktivität  gedeutet, 
also  das  Strahlungsvermögen  und  die  spontane  Umwandlung  der  radioaktiven 
Substanzen. 

Durch  die  geistreiche  und  elegante  Form,  in  der  der  Verfasser  sein 
Thema  behandelt,  wird  das  Studium  dieses  Buches  zu  einer  genußreichen 
und  ungemein  anregenden  Lektüre. 

Die  deutsche  Übersetzung  ist  sachgemäß,  wenn  auch  nicht  immer  frei 
von  sprachlichen  Härten. 

Berlin.  E.  Aschkinass. 

Karl  Frhr.  yon  Papius.    Das  Badiiim  und  die  radioaktiven  Stoffe. 

Gemeinverständliche  Darstellung  nach  dem  gegenwärtigen  Stande  der 
Forschung  mit  Einflechtung  von  experimentellen  Vei'suchen  und  unter 
besonderer  Berücksichtig^g  der  photographischen  Beziehungen.  Mit 
36  AbbUdungen.     VIII  u.  90  S.     Berlin  1905,  Gustav  Schmidt. 

Eine  formal  und  inhaltlich  recht  gut  geschriebene,  gemeinverständliche 
Übersicht  über  unsere  derzeitigen  Kenntnisse  von  den  Erscheinungen  der 
Radioaktivität.  Als  erste  Einführung  in  das  Studium  dieses  neuen  Forschungs- 
zweiges ist  das  Büchlein  bestens  zu  empfehlen. 

Berlin.  E.  Aschkinass. 
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Paul  Besson.  Le  Badimn  et  la  Badioaotivitö.  Proprietes  generales. 
Emplois  m^dicaux.  Avec  une  preface  du  Dr.  A.  d'Arsonval.  Vli  u. 
170  S.     Paris  1904,  Gauthier-ViUars. 

Die  wichtigsten  Eigenschaften  der  radioaktiven  Substanzen  werden  in 
dieser  Schrift,  von  der  inzwischen  auch  eine  deutsche  Übersetzung  erschienen 
ist,  in  enger,  bisweilen  freilich  etwas  kritikloser  Anlehnung  an  die  Original- 
literatur im  großen  und  ganzen  übersichtlich  dargestellt.  Der  Verfasser  — 
technischer  Direktor  der  Societe  centrale  de  produits  chimiques,  in  deren 
Fabrik  zuerst  die  Extraktion  der  radium-  und  poloniumhaltigen  Bestandteile 
aus  der  Pechblende  ausgeführt  wurde  —  wendet  sich  vornehmlich  an 
medizinische  Kreise,  sodaß  von  einem  tieferen  Eindringen  in  die  physi- 
kalischen Prinzipien  des  Gegenstandes  abgesehen  wurde.  So  findet  denn 
auch  die  Butherfordsche  Umwandlimgstheorie  kaum  Erwähnung.  Störend 
wirken,  wie  so  oft  in  französischen  Werken,  die  vielen  Fehler  in  der 
Schreibweise  der  Namen  ausländischer  Autoren.  Auch  sachlichen  Irrtümern 
begegnet  man  nicht  selten. 

Berlin.  E.  Aschkinass. 

J«  Zenneek.  Elektromagnetisohe  Sohwingongen  und  drahUose 
Telegraphie.  Mit  802  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  XXYHI  u. 
1019  S.     Stuttgart  1905,  Ferdinand  Enke. 

Der  Begriff  der   elektromagnetischen  Schwingung   wird  in  diesem  um- 

^greichen  Werke  in  seinem  weitesten  Sinne  genommen.     Die  Darstellung 

^niareckt  sich  demgemäß   auf  Oszillationen  jeglicher  Frequenz;   sie  umfaßt 

insbesondere   auch  die  Wechselströme  der  Technik.     Von  diesen  langsamen 

elektromagnetischen  Schwingungen  geht  der  Verfasser  aus;  auf  den  G^esetz- 

inSßigkeiten,  die  in  ihrem  Bereiche  gelten,  werden  dann  allmählich  die  Sätze 

^  die    schnelleren   Schwingungen   aufgebaut    unter    steter    Betonung    der 

^derungen,  welche  die  zuerst  gewonnenen  Beziehungen  durch  die  Erhöhung 

"^  Wechselzahl  erfahren.     Im  Gebiete  der  schnellen  Schwingungen  werden 

^*  besonderer  Ausführlichkeit  diejenigen  Erscheinungen  besprochen,  die  für 

"j®  drahtlose  Telegraphie  von  Bedeutung  sind.    Die  physikalischen  Grundlagen 

"iwes  Zweiges   der  Technik  klarzustellen,   wird  vom   Verfasser   als  Haupt- 

xwect  seines  Buches  bezeichnet. 

Die  einzelnen  Kapitel  tragen  folgende  Überschriften: 

1.  Die  BezieJiungen  des  dektromagnetiscJien  Feldes.     II.  Allgemeines  über 

^^^^omagneiische  Schmngungen.    JH.  Erzeugung  langsamer  dekframagnetisdier 

°^^^ingungen  (Wecfisrl-  und  Drehstrommaschinfn).     IV.  Der  quusistaMonnre 

^^^selsiromkreis  geringer   Wechselzahl.     V.  Der  magnetische  Kreis  geringer 

^^<^elzahL     VI.  Der  tecJmisdie  Transformator.     VII.  Leistung  mechanischer 

'°^eii  durch   Wedisel-  und  Drehströme.     VIII.   WecJiselstromkreise  mit  Kon- 

^^^'^^Qioren.     IX.   Die   Eigetischmngungen   von  Kondensatorkreisen.     X.   Der 

^l^^^istationäre    WecJiselstromkreis   hoher    WediselzaJil.     XI.  Der   magnetische 

^^    hoher     WechselzaJd.      XII.    Die    Eigenschtvingungen    offener    Sender. 

^ttL  Wirkung  einer  ungedämpften  Schwingung  auf  einen  Oszillator.    XIV.  Ge- 

^>pelte  Systeme.     Extrem  lose  Koppelung.     XV.   Gekoppelte  Systeme.     All- 

^f^^ner  FdU.     XVI.  Fortpflanzung  magnetiscJier    Wdlen  in  Eisenzylindern. 

XVIL  Elektromagnetische  Wellen  längs  Drähten.     XVIII.  Erzeugung  dektro- 
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Weß(M  m  der  Luft.  XIX,  Indikatoren  für  elekiromagfiHiselie 
Walen.  XX.  Bie  Sender  der  dnüiüosifi.  Trhgraphie.  XXI.  Die  Empfävfier 
drr  drahtlosen  Telegraphie.    XXII.  Die  Eigenschaften  elektromagnetischer  Wellen. 

Daä  Verständnis  der  behandelten  Erscheinungen  wird  dadurch  wesent- 
lich gefördert,  daß  zur  Erläuterung  der  abgeleiteton  Sätze  allenthalben  sehr 
instraktive  Versuche  beschrieben  werden.  Die  eiperimen teilen  Anordnungen, 
die  zur  Ausführung  dieser  Veisuche  dienen,  werden  in  vorzüglichen  Figuren 
wiedergegeben.  Überhaupt  ist  das  Buch  außerordentlich  reich  mit  Figuren 
ausgestattet.  Es  wird  Kweifeltos  einem  jeden,  der  auf  dem  einschlSgigen 
Gebiete  tecbnisch  oder  wissenschaftlich  zu  arbeiten  hat,  von  großem  Nutzen  sein. 

In  mathematischer  Beziehung  werden  lediglich  elementare  Eeontnisse 
vorausgesetzt :  auf  die  Verwendung  der  InÜnitesinialrechnung  hat  der  Ver- 
fasser vollständig  verzichtet.  Demgemäß  mußte  in  vielen  Fällen  von  einer 
exakten  Beweisführung  abgesehen  werden.  Dafür  finden  sich  dann  am  Schluß 
des  Buches  theoretische  Anmerkungen,  in  denen  die  strenge  Ableitung  der 
in  Frage  kommenden  Sätze  ausgeführt  oder  angedeutet  ist  oder  wenigstens 
Literaturhinweise  gegeben  werden.  Es  kann  bezweifelt  werden,  ob  es  zweck- 
mäßig war,  sich  iu  mathematischer  Hinsicht  derartige  Beschränkungen  auf- 
zuerlegen, zumal  ein  so  ausführliches  Werk  über  ein  Spezialgebiet  der 
technischen  Physik  wohl  kaum  auf  einen  Leserkreis  zu  rechnen  hat,  der  nicht 
mit  den  Elementen  der  hfiheren  Mathematik  vertraut  wäre. 


Berlin 


E.  AscHKiNAsa. 


H.  Maurer.  Uethodiscli  geordnete  Sammlung  geometrlsoher  Aufgaben 
in  bildlicher  Darstellang.  3360  Aufgaben  in  4  Bänden  zum  Selbst- 
studium und  zum  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.    I.  Bd.  Aufgaben 

1—840.     Zürich   1906,  Speidel.     Preis  J(  2,50. 

„Wahrend  die  bis  jetzt  vorhandenen  Aufgaben aaramlun gen  der  Geo- 
metrie die  Aufgaben  in  Worte  kleiden,  sieht  die  vorliegende  Sammlung 
gänzlich    von   einem  Texte   ab   und    stellt  die  Aufgaben  durch   Figuren  dar. 

Aus  diesen  ersieht  der  Lernende  sofort.,  was  gegeben  und  was  gesucht 
ist.  Der  große  Vorteil  dieser  Methode  besteht  darin,  daß  durch  ihre  An- 
schaulichkeit jede  Aufgabe  schnell  und  richtig  aufgefaßt  wird." 

Außer  einigen  Z eiche nerklänrngen  und  12  Musteraufgaben  enthält  die 
Sammlung  im  wesentlichen  kein  Wort  weiter  sondeiTi  nur  Figuren.  Der 
vorliegende  erste  Band  enthält,  die  Aufgaben  über  Linien  und  Winkel,  über 
Dreieck,  Viereck  und  Kreis. 

Im  allgemeinen  ist  die  Sammlung,  wie  der  Til«l  besagt,  so  geordnet, 
daß  von  leichteren  zu  schwereren  Aufgaben  fortgeschritten  wird;  im  einzelnen 
allerdings  läßt  sich  über  die  Anordnung  streiten.  So  würde  ich  die  Auf- 
gaben, die  mit  dem  Zeichnen  des  Winkels  von  90"  und  (10°  zusammenhangen 
(Nr.  138  ...,  Nr.  186  .  .  .),  vor  Aufgaben  stellen  wie:  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  aus  einem  spitzen  Winkel  und  seiner  Halhienmgsliuie  (Nr.  102) 
zu  zeichnen. 

Das  Buch  ist  zu  Bepetitionen  in  der  Schule,  aber  auch,  und  zwar  dem 
Titel  nach  an  erster  Stelle,  zum  Selbststudium  bestimmt.  Dazu  wäre  natür- 
lich nötig,  daß  wirklich  ein  Schüler  ohne  Hilfe  aus  der  Figur  immer  die 
Aufgabe  abliest;  dies  ist  nicht  immer  der  Fall,     So  soll  (Nr.  29&)  der  ein- 


Rezensionen.  173 

geschriebene  Kreis  eines  gegebenen  Dreiecks  gezeichnet  werden;  das  Dreieck 
ist  aber  nicht  anders  gezeichnet  wie  in  den  meisten  übrigen  Aufgaben  die 
gesuchten  Dreiecke. 

In  vielen  Fällen  ist  die  doppelt  unterstrichene  und  dadurch  als  gegeben 

gekennzeichnete  Größe  nur  der  Größe,  in  anderen  auch  der  Lage  nach  gegeben. 

Femer  geben  die  Figuren  durch   besondere  Lage  der  dargestellten  Punkte 

und    Linien    vielfach    zu   Mißverständnissen    Anlaß.     In    Nr.  528    liegt    der 

Mittelpunkt  des   gegebenen  Kreises   auf  der  Halbierungslinie  des  gegebenen 

'Winkels;   ich   glaube   aber,   daß   diese   spezielle  Lage  nicht  beabsichtigt  ist. 

iN'r.  31  ist  so  gezeichnet,  daß  der  eine  gesuchte  Kreis  durch  den  Mittelpunkt 

des    einen   gegebenen  geht  und  den  anderen  gegebenen  Kreis  berührt.     Zu- 

f^LUig  ist  diese  Aufgabe  als  Musteraufgabe  in   Worte  gekleidet   vorhanden, 

nxid  daraus  erkennt  man,  daß  diese  spezielle  Lage  gar  nicht  verlangt  wird. 

I>iesen  kleinen  Mängeln  ließe  sich  bei  einer  neuen  Auflage  leicht  abhelfen; 

es   bleibt  aber  die  Frage,  ob  das  so  durchgeführte  Prinzip  wirklich  zu  emp- 

felilen  ist. 

Durch  ihre  Anschaulichkeit  wird,  wie  der  Verfasser  sagt,  jede  Aufgabe 
i"stsch  erfaßt.  Die  Aufgaben  sind  zu  zählen,  in  denen  wirklich  nur  eine 
Fig^ur  gezeichnet  ist,  aus  der  der  Text  hervorgeht.  So  Nr.  419:  Einen 
zu  zeichnen,  der  eine  gegebene  Gerade  in  einem  bestinmiten  Punkte 
einen  gegebenen  Kreis  berührt.  Ich  glaube  aber  nicht,  daß  die  geistige 
'A.x'beit  aus  der  gezeichneten  Figur  diese  Aufgabe  zu  erfassen  geringer  ist 
&ls    die,  aus  dem  obigen  Texte  die  Figur  sich  vorzustellen. 

Li   den    weitaus    meisten  Fällen    genügt    die  Figur    allein    gar   nicht, 
Sondern  es  müssen  Größenangaben  oder  andere  Bemerkungen  über  verschiedene 
der  Figur  enthaltene  Strecken  und  Winkel  der  Aufgabe  beigefügt  werden, 
odurch    entweder  die   Erkennung    der   Aufgabe    erheblich   erschwert   wird, 
fi.  Nr.  436,  oder  wodurch  die  gezeichnete  Figur  eigentlich  überflüssig  wird, 
Nr.  234.     Dort  ist  ein  Dreieck  gezeichnet,  dessen  eine  Seite  a  als  ge- 
rn bezeichnet  ist,  und  darunter  steht:  (gegeben)  6  +  r,  ß  —  y.    Hat  hier 
Figur  irgend   welchen   Zweck?     Zum  Verständnisse   der  Aufgabe   trägt 
nicht  bei  und  zur  Lös\mg  verhilft  sie  auch  nicht. 
Die   sämtlichen   Dreieckaufgaben    würden    vielleicht    den    zehnten    Teil 
noch  weniger  Raum  beanspruchen  und  genau  ebenso  anschaulich  sein, 
m  statt  der  rund  1 50  Dreiecke  ein  einziges  vorhanden  wäre,  in  dem  vielleicht 
einer  Ecke   die  Höhe,   von   einer   ajideren   die   Mittellinie    und    in    der 
^**it;ten    die    Halbierungslinie    des  Winkels    gezeichnet    wäre.      In    ähnlicher 
^^eise  ließe  sich  bei  Viereck-  und  Kreisaufgaben  die  Zahl  der  Figuren  und 
Lt  der  Umfang  und   Preis   des  BuQhes  wesentlich  vermindern:   das  hier 
tprochene  Viertel  des  ganzen  Werkes  umfaßt  schon  über  13  Bogen. 
So  wie  das  Buch  vorliegt,  kann  ich  demnach  in  ihm  einen  wesentlichen 
"oxiachritt  gegen  andere  Sammlungen  nicht  erblicken. 

Berlin.  P.  Schafheitlin. 

^*    Sehellhoni«     Flanimetrisohe  Beweise  mit  Anhang:  Algebraische 
Begeln.     Essen  1906,  Baedeker.     Preis  geb.  J6  1,60. 

„Ein  jedes  Lehrbuch  muß,  wenn  es  Anspruch  auf  Existenzberechtigung 
*ö.achen  will,  einem  fühlbaren  Mangel  abzuhelfen  suchen.   —  An  der  Hand 
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dieües  BacbeE  soll  es  auch  dem  schwächsteD  Schüler  möglich  werden,  durch 
häuslichen  FleiB  sich  das  zu  eigen  zu  machen ,  wäs  er  in  der  Klasse  nicht 
verstehen  konnte."  So  sehr  ich  dem  ersten  dieser  beiden  auB  dem  Vor- 
wort« entnommenen  Sätze  zustimmen  kann,  so  wenig  bin  ich  in  der  Lage, 
den  zweiten  zu  untei-schreiben.  Der  Verfasi^ei'  gibt  io  seinem  Buche  das 
plan  im  etri  sehe  Pensum  bis  Untersekunda  und  die  wichtigsten  aritli  metischen 
Regeln.  Es  wird  vom  Verfasser  bemängelt,  daß  in  manchen  Bitchem  über 
die  Beweise  mit  Bemerkungen  wie:  „Der  Beweis  folgt  aus  §  46  mit  Hiu- 
Zuziehung  von  §  33"  hinweggegangen  wird.  In  den  gebräuchlichen  Büchern 
aber  werden  höchstens  ümkehrungen,  Zusätze  etc.  mit  solchen  Wendungen 
abgetan,  die  Hauptsätze  aber  werden  eingehend,  wenn  auch  möglichst  kurz 
bewiesen.  Hier  dagegen  werden  alle  Sätze  mit  derselben  Breite  behandelt, 
hautig  werden  di'ei  und  vier  Beweise  für  einen  kleinen  Satz  (flir  den  vom 
Kreisviereck  sogar  5!)  angegeben,  während  der  Satz  des  Pythagoras  sich 
mit  einem  begnügen  muß.  Trotz  der  Ausführlichkeit  der  Beweise  ist 
natürlich  der  Hinweis  auf  fiühere  Sätze  nicht  zu  vermeiden;  er  wird  da- 
durch bewirkt,  daß  neben  der  Paragraphenzahl  mehrere  §§  angegeben  werden, 
die  für  den  betreffeuden  Satz  zu  wiederholen  sind  z.  B.  §  49  (wdh.  §  38 
u.  44).  Hierdurch  wird  gegen  das  vom  Verfasser  gerügte  Verfahren  nichts 
gewonnen,  im  Gegenteil,  während  bei  der  gebräuchlichen  Art.  auf  einen 
bestimmten  Satz  hingewiesen  wird,  steht  der  Schüler  hier  einer  ganzen 
Reihe  von  Batzen  (in  §  38  deren  sechs)  gegenüber,  aus  denen  er  sich  erst 
den  passenden  auswählen  muß. 

Die  Anordnung  ist  nicht  immer  einwandfrei;  in  §  27  wird  die  Ein- 
teilung der  Dreiecke  nach  den  Winkeln  gegeben,  wahrend  erst  in  §  30  der 
Satz  über  die  Winketsumme  folgt,  der  diese  Einteilung  verständlich  macht 
Beim  Beweise  über  die  Länge  der  Mittellinie  eines  Trapezes  wird  ein  Satz 
benutzt,  der  erst  am  Schlüsse  des  betreffenden  Paragraphen  als  Folgerung 
aufgefahrt  wird. 

Durch  die  Ausführlichkeit  der  Beweise  soU  erreicht  werden,  daß  ,^ich 
der  Schüler  einen  korrekten  Ausdruck  aneignet".  Dazu  ist  vor  allen 
Dingen  nötig,  daß  das  Lehrbuch  sich  durch  korrekten  Ausdruck  auszeichnet; 
unklare  und  flüchtige  Wendungen  kommen  hier  sehr  häutig  vor,  z.  B.  „Ein 
Parallelogramm  ist  ein  Viereck  mit  parallelen  Seiten".  „Zu  gleichen  Sehnen 
gehören  gleiche  Zentriwinkel".  „Ungleiche  Potenzen  könni'n  weder  addiert 
iiiH'h  subtrahiert  werden".  Daneben  finden  sich  direkt  falsche  Angaben: 
„Zwei  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  sie  übereinstimmen  in  drei  unab- 
liKDgigcn  Stücken".  Der  „schwächste  Schfller"  soll  folgenden  Satz  begreifen: 
„Kino  Wurzel  oder  Potenz  mit  gebrochenem  Exponenten  ist  gleich  der 
WiiNcI  aus  einer  Potena  und  zwar  so,  daß  der  Zähler  seine  Funktion  beibehält." 

Hin  Beweise  sind  „die  landläufigsten  und  noch  einige  neue".  Zu  diesen 
IJiili&rt  der  Beweis  des  Satzes  über  das  Verhältnis  von  Rechtecken  mit 
glvivhttn  Hohen,  wenn  die  Onindseiten  inkommensurabel  sind  (§  112),  der 
aber  wohl  b<>!<ser  weggeblieben  wäre,  ebenso  wie  der  in  §  114;  es  mag 
erwähnt  werde»,  daß  die  Gleichungen  a*  =  1  und  0""=    „  betcii'sen  werden. 

Leidrr  ist  das  Bui'h  auch  mit  vielen  Druckfehlem  behaftet;  so  hat  der 
hruckfoblarteufvl  jedesmal  Kadikant  entstehen  lassen. 

Berlin.  P.  Scuaphbitum. 
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Koppe-Dieckmaim's  Geometrie  sum  Qebrauohe  an  höheren  Unter- 
lidhtBanfltalten.  (23.  Auflage.)  Ausgabe  für  Beallehranstalten.  I.  Teil. 
7.  Auflage  der  neuen  Bearbeitung  besorgt  von  Knops.  Essen  1906, 
Baedeker.     Preis  geb.  JL  2,40. 

Der  neue  Herausgeber  des  bekannten  Buches  hat  nur  wenig  am  Inhalte 
geäiydert;  im  wesentlichen  beschränken  sich  die  Änderungen  auf  die  Be- 
handlong  der  Geraden  und  der  Kongruenzsätze.  In  sprachlicher  Beziehung 
sind  dagegen  vielfache  Verbesserungen  vorgenommen  worden. 

Berlin.  P.  Schafheitlin. 

Gabriel  Zahilganz.    Die  Theorie,  Berechnung  und  Konstruktion  der 
Dampfturbinen.     Mit  23  Abb.     179  S.     Berlin  1906,  M.  Krayn. 

Das  Werk  stellt  eine  Erweiterung  einer  Reihe  von  Artikeln  dar,  welche 
der  Terfasser  im  ersten  Jahrgange   der  Zeitschrift  „Die  Turbine"   1904/05 
TerGIfentlicht  hat.    In  dem  Titel  dürfte  das  Wort  „Konstruktion"  fiir  manche 
etvras  irreführend  sein,  insofern,  als  von  wirklichen  konstruktiven  Ausführungen, 
d.  11.  baulichen  Einzelheiten,  in  dem  Buche  nichts  enthalten  ist.     Dagegen 
beschäftigt  sich  Verfasser  in   sehr  eingehender  Weise  mit  der  Theorie  und 
Berechnung  der  Turbinen  und  weicht  dabei  fast  durchweg  von  den  üblichen 
Theorien  und  Berechnungsweisen  vollständig  ab.     Fesselnd  ist  es  z.  B.,  daß 
Vei^asser  nicht  nur  im  allgemeinen  neue  Wege  einschlägt,  sondern  stellen- 
weise sogar  neue  Begrififsbezeichnungen   einführt,  um   die  Theorie  und  Be- 
'^^^^luiung  von  Dampfturbinen  für  Eonstruktionszwecke   möglichst  einheitlich 
'"^^    einfach  systematisch  zusanmienzufassen.      So  bildet  Verfasser  für  das 
"^Hiukt  Masse  mal   Geschwindigkeit  das  neue  Wort  „Schwung"   an  Stelle 
des    bisher  wohl  allgemein  üblichen  „Bewegungsgröße",   und  es  scheint  mir 
^    der  Tat,  als  wenn  dieser  Ausdruck  recht  glücklich  gewählt  sei,  denn  es 
^^     erstaunlich,   wie  sich   aus   diesem  Begriffe   „Schwung"   und   dem  darauf 
??^^©bauten    „Grundgesetz    der    Schwungübertragimg    bei    allen    materiellen 
^chselwirkungen  in   der  Natur"   eine  Beihe  von  Vorgängen  und  Gesetzen 
^    «ixifacher  und  natürlicher  Form  erklären  lassen.     Unter  anderem  werden 
^'  ^-     die   Formeln  für   den  Stoß   zweier  Massen   nicht   aus   dem   Satze   von 
®i*     Erhaltung   der   Energie   entwickelt,    sondern   es   ergibt   sich   umgekehrt 
^^^    Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  als  eine  Folge  des  Grundgesetzes 
®^    Schwungübertragung  in  allen  Bewegungsformen  der  Materie. 

Die  Sprache  und  Darstellungsweise  des  Verfassers  zeichnet  sich  durch 

Klarheit  aus.     Namentlich  die  vielfach  eingeschalteten  Zahlenbeispiele 

"^d  ^e  rechnerisch  durchgeführten  Vergleiche  verschiedener  Turbinengattungen 

^*^en  dem  Leser  recht  willkommen  sein.     Zu  bedauern   ist  nur,   daß  die 

^^^Hnerischen  Darstellungen,    welche    sonst    zu    einem   guten   Verständnisse 

^^"^agen  könnten,  stellenweise  an  großer  Unübersichtlichkeit  leiden.    Linien- 

8^ Wirre,  wie  Fig.  9,  10,  15  mit  den  übermäßig  stark  hervortretenden  Hilfs- 

*^xeii  und  Buchstabenbezeichnungen  erschweren  das  Lesen  mehr,  als  daß  sie 

^*  fördern. 

Das  Werk  kann   allen,   welche   sich   mit  Theorie   und  Berechnung  der 
"^irbinen  eingehend  bekannt  machen  wollen,  angelegentlich  empfohlen  werden. 

Grunewald.  R.  Vater. 
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Alfred  Wachtel.     Anwendung   der   Oraphoatatik    im  MBachinänban, 
mit  besonderer  Bertioksiolitigung  der  atatisch  bestiinntten  Achsen 
und  Wenen.    Mit  194  Abb.    146  S,    Hannover  1 906,  Dr.  Mai  Janecke. 
Unter   ÄusschluB    statisch    unbestimmter   Aufgaben    und    Beschränkung 
des  Stoffes  auf  die  wichtigsten  in  der  Prasis  vorkommenden  Fälle  hat  Ver- 
fasser mit  der  vorliegenden  Arbeit  ein  Buch    geschrieben,   welches   oa^ieDt- 
lich  Studierenden  und  in  der  Praxis  stehenden  Technikern  recht  willkommen 
sein   dürfte.      Der  Vorzug  des    Buches   besteht  einmal   in   der  großen    Zahl 
vollständig   durchgerechneter  Aufgaben    und   dann   vor    allen  Dingen  in  den 
zahlreichen,  durchweg  vorzüglichen  und  (was  ja  gerade  in  der  Grapbostatik 
ebenso  wichtig,  wie  schwierig  ist)  sehr  übersichtliehen  Abbildungen. 

fininewald. R.  Vateh. 

Hermann  Wilda.  Die  Dampfturbinen,  ihre  Wirkungsweise  und 
Konstruktion.    Mit  89  Abb.    164  S.    Leipzig  1906,  Sammlung  Göschen. 

Das  trotz  seiner  Kleinheit  sehr  inhaltsreiche  Buch  behandelt  in  klarer 
übersichtlicher  Weise  Theorie,  Wirkungsweise  und  Bau  der  ha uptüSch liebsten 
Dampfturbinenarten.  Es  ist  erstaunlich,  wie  Verfasser  es  versteht,  in  einem 
so  kleinen  Rahmen  alle  einschlügigen  Fragen  mit  solcher  Gründlichkeit  zu 
behandeln.  Ich  glaube  nur,  daß  es  vielen  Lesern  dieser  Sammlung  an- 
genehm sein  würde,  wenn  im  theoretischen  Teile  bei  manchen  Formeln 
oder  Gesetzen  auf  andere  Werke,  z.  B.  Stoiiola,  Zeuner  ii.  a.  verwiesen 
oder  darauf  hingewiesen  würde,  daß  eine  Ableitung  in  diesem  Rahmen  nicht 
angüngig  sei.  Besonders  hervorgehoben  zu  werden  verdient  die  ungewöhn- 
lich große  Zahl  (P9j  vorxüglicher  Abbildungen,  die  trotz  ihrer  Kleinheit 
durchweg  das  Wesentliche  der  Sache  klar  und  deutlich  hervortret«n  lassen. 
Angesichts  des  reichen  Inhaltes  imil  der  vorzüglichen  Ausstattung  ist  der 
Preis  des  kleinen  Buches  geradezu  erstauulirh  billig  zu  nennen. 

Grunewald.  R.  Vater. 


F.   Langen.      Was    tiaben    wir   von    der   Qaatnrbine    zu    erwarten? 

58  S.  8".  Rostock  1906,  C.  J.  E.  Vr>lckmunn.  Preis  M  1. 
Nachdem  die  Vorteile  einer  etwaigen  Ga.sturbine  dargestellt  sind,  werden 
zunBiChBt  die  bei  Dampfturbinen  und  Gasmotoren  erreichten  und  wohl  noch 
zu  erreichenden  Wirkungsgrade  kur?.  besprochen,  worauf  sich  Verfasser  der 
Frage  zuwendet,  ob  die  Möglichkeit  einer  auch  nur  einigermaßen  wirt- 
schaftlich arbeitenden  Gasturbine  wirklich  ins  Auge  zn  fassen  Ist.  Auf 
Grund  eingehender  wärmetheoretischer  und  praktischer  Berechnungen,  sowohl 
flir  die  Verhrennungsturbinen  als  für  die  Esplosionsturbine,  kommt  Verfesser 
zu  dem  Ergebnis:  Der  Bau  einer  Gasturbine  ist  zwar  theoretisch  möglich,  prak- 
tisch jedoch  werden  die  thermiscfaen  Wirkungsgrade  so  gering,  daß  überhaupt 
keine  Aussicht  besteht,  jemals  eine  Gasturbine  als  Kraftmaschine  verwenden  eu 
können.  Verfasser  schließt  daher  mit  dem  Vorschlage,  lieber  auf  Vervollkomm- 
nung von  Dampfturbinen  und  Kolbendaraplin aschinen  bedacht  zu  sein,  und  weist 
namentlich  bin  auf  eine  Verbindung  von  Hoch  druck  damplinasch  ine  in  Ver- 
bindung mit  Niederdruckdampfturbine,  wobei  sich  sehr  wohl  ein  Oesamt- 
wirkungsgrad  der  Anlage  (von  der  Kohle  zur  Welle)  von  22%  eiTeichen  ließe. 
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W«Dn  man  vielleicht  auch  nicht  allen  Behauptungen  und  ScliluB- 
folg<irajtgen  des  Verfassers  wird  beistimmen  können,  so  dürfen  die  klaren 
und  fesselnden  Betrachtungen  doch  jedem  zu  em^.ifehlen  sein,  der  sich  für 
die   Frage  der  Gasturbine  interessiert. 

Grunewald.  R.  Vatkh, 

jftndolf  Vogdt.     Fnmpeii,  hydraiilisolie  und  pneumatiBche  Anlagen. 

Mit  59  Abb.      110  S.     Leipzig  1906,  Sammlung  Göschen. 

Das  Buch  will,  wie  dies  schon  im  Titel  zum  Ausdruck  gebracht  ist, 
mir  einen  kurzen  Überblick  geben  über  die  Fördenmg  des  Wassers  und  die 
Ftirderung  der  Luft  nebst  den  wichtigsten  technischen  Anwendungen  von 
r»  ruekwnsser  und  Druckluft.  In  dem  ersten ,  von  der  Wasserfördemng 
handelnden  Teile,  werden  daher  kurz  besprochen  die  verschiedenen  Arten 
von  Kolbenpumpen,  die  kolbenlosen  Pumpen  ("wie  Zentrifugalptunpen,  Pulso- 
meter,  tt^ektoreu,  hydrauliche  Widder  usw.),  ferner  die  Verwendung  des 
Dnickwassers  zum  Betriebe  von  Seh  miede  presse  n ,  Nietma-schinen ;  Gesteins- 
^»olirinaschinen ,  Aufzügen  und  Kranen.  Im  zweiten  Teile  werden  kurz  be- 
schrieben Eshausloren,  Ventilatoren,  Geblase  und  Kompressoren,  sowie  die 
V'er^endung  der  Druckluft  bei  Werkzeugen,  Bremse  in  richtun  gen,  Sandstrahl- 
gebläsen, bei  der  Rohrpost,  zum  Zwecke  der  Wasserförferung  (Mammut- 
pumpe) usw.  Bei  dein  Abschnitte  über  Kolbenpumpen  finden  sich  einige 
Berechnungen  mit  Zahlenbeispielen. 

Die  Darstellung  ist  eine  klare  und  gibt  bei  aller  Kiirv.e  das  Wesent- 
'j'^he  der  einzelnen  Maschinen.  Die  in  reichlicher  Zabl  beigegebenen  Ab- 
bildungen  sind   fast   durchweg  recht  deutlich  und  mit  Geschick  ausgesucht. 

Grunewald. R.  Vateb. 

^»n!  La  t'oar  und  Jakob  Äppel.     Die  Phyaik   auf  Grund  ihrer  go- 

aohiolitliohen  Entwiokluag  für  weitere  Kreise  In  Wort  und  Bild 

dargBBtäUt.    Zwei  Bande,  zus.  967  S.  mit  709  Abbil.l.  und  7  Taf.   Autoris. 

Übers,    von    G.  Siebert.     Braunscbweig   1906,    Vieweg  u,  Sohn.     Preis 

„«  16.50. 

Die   beiden  Verfasser   bieten  mit  ihrem  verhältnismäßig  umfangreichen 

*  erke  eine  erste  EintBhrung  in  die  Physik  auf  Grund  ihrer  geschichtlichen 

**öt Wicklung.      Sie    haben     nicht    eine    eigentliche    Geschichte    der    Physik 

®*=l»reiben   wollen  —  eine    solche    würde   sieh    auch    enger  an   die   Entwick- 

**&  der  einzelnen  Probleme  zu  halten  haben   — ,  vielmehr  knüpfen  sie  ihre 

*-*arstal!ung  vornehmlich  an  den  Lebensgang  der  Forscher.     Die  Anlage  des 

'•  erkea   beruht   auf  der  Überzeugong  der  Verfasser,   daß  der  Entwicklung- 

l?"Uig  einer  Wissenschaft  auch  ihr  natürlichster  Lehrgang  sei. 

Man  kann  zweifelhaft  sein,  ob  ein  Lehrgang  dieser  Form  der  zui'  ersten 

EiaRiiirung  in  die  elementarsten  Begriffe  geeignetste  ist.    Ihi-e  Voraussetzung 

•''leichtert  jedenfalls   wieder  die    Einsicht   in   die    Entwicklung,    ihr   Fehlen 

**Vniit«  leicht  zu  großer  und  den  Anfanger  ermüdender  Breite  der  historischen 

^^^««llong   fuhren.     Daß   diese   selbst    aber  in    der  Physik    und   den   nahe 

I  Wissenschaften  zusehends  an  Schätzung  gewinnt,  ist  erfreulicher- 

dit  nur  an  den  sich  mehrenden  Werken  festzustellen,   die  ihr  aus- 

1  gewidmet   sind,   sondern    auch    aus   der  größeren  Aufmerksamkeit 
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zu  schließen,  die  jetzt  bessere  Lehrbücher  Überhaupt  auf  Hinweise  aus  dem 
Entwicklunggange  verwenden.  Die  unmittelbare  Anschaulichkeit  der  einzelnen 
physikalischen  Probleme,  ihre  rein  begriffliche  Entwicklung  ohne  die  später 
vielleicht  für  die  Ableitung  bequemeren  Hilfinittel,  imd  andrerseits  der 
von  selbst  hervortretende  Zusammenhang  mit  anderen  Zweigen  machen  die 
genetische  Darstellung  für  den  selbstdenkenden  Leser  nicht  minder  an- 
ziehend, wie  die  ethische  Wirkung,  die  aus  der  Kenntnis  der  bei  den  Fort- 
schritten überwundenen  Schwierigkeiten  fließt.  Die  systematische  Darstellung, 
die,  auf  die  Elemente  angewendet,  freilich  für  Lehrer  wie  äußerlich  Lernende 
ungleich  bequemer  ist,  kann  ihren  Wert  erst  auf  einer  höheren  Stufe  ent- 
falten, wo  sie  die  Aufgabe  erfüllt,  die  ökonomische  Zusammenfassimg  imd 
die  Unterordnung  der  gewonnenen  Einzelerkenntnisse  unter  aUgemeinere 
Prinzipien  darzutun. 

Der  Anlage  ihres  Werkes  gemäß  haben  die  Verfasser  sich  nicht  an  die 
übliche  Einteilung  des  Stoffes  gehalten  und  von  verwandten  Gebieten,  so 
besonders  von  der  Himmelskunde,  mehr  aufgenommen,  als  sonst  in  physi- 
kalischen Elementarbüchem  zu  geschehen  pflegt.  Die  einzelnen  Disziplinen 
haben  auch  teilweise  in  verschiedenen  Abschnitten  behandelt  werden  müssen, 
um  den  Zusammenhang  mit  den  benachbarten  nicht  zu  verlieren.  Doch  ist 
jedem  Bande  neben  der  äußeren  Inhaltangabe  eine  ausführlichere  systematische 
Übersicht  beigegeben,  die  das  Nachschlagen  wesentlich  erleichtert. 

Der  erste  Band  enthält  die  elementaren  Lehren  der  Astronomie,  dann, 
unter  der  anfechtbaren  Bezeichnung  „die  Kraft",  die  Mechanik  fester, 
flüssiger  und  gasförmiger  Körper,  femer  das  Licht  und  den  Schall.  Die 
ebenso  einfache  wie  klare  Darstellungweise  der  Verfasser  dürfte  sich  in 
den  der  Astronomie  einschließlich  der  Kartenzeichnung  gewidmeten  Abschnitten 
am  besten  erweisen,  die  eine  anregende  Einführung  in  dieses  Gebiet  ge- 
währen, während  der  Eingeweihtere  mit  Interesse  die  Abbildungen  der  In- 
strumente betrachten  wird,  mit  denen  die  alten  Forscher  beobachteten.  Leider 
stört  hier,  wie  auch  sonst  in  dem  Werke,  das  Fehlen  der  meisten  Angaben 
über  die  Herkunft  der  alten  Abbildungen.  Erfrischend  aber  wirkt  die  liebe- 
volle Schilderung  des  Lebensganges  der  hervorragendsten  Förderer.  Die 
Worte  eines  echten  Naturforschers,  mit  denen  Kepler  sein  Lebenswerk  ab- 
schloß, wie  sie  ähnlich  auch  Newton  gesprochen  hat,  könnten  als  alt- 
modischer, aber  besonders  für  Anfanger  lehrhafter  Eingang  dem  ganzen 
Werke  vorangestellt  sein. 

In  ähnlicher  Weise ,  unter  Beschränken  auf  die  einfacheren  Grund- 
erscheinungen und  ihre  sorgföltige  und  leicht  faßliche  Erklärung  ist  das 
Licht  behandelt.  Die  Spektralanalyse  ist  in  einem  besonderen  Kapitel  vor- 
geführt, einsschließlich  der  Anwendungen  auf  die  Untersuchung  der  Hinmiels- 
körper.  Die  Grundlagen  dieser  Disziplin  dürften  dem  Anfänger  hier  ein- 
leuchtender werden,  als  aus  vielen  andern  elementaren  Lehrbüchern.  Von 
einer  mechanischen  Versin nlichung  beispielweise  der  Absorption,  ohne  die 
man  doch  eigentlich  kaum  auskommt,  ist  aber  auch  in  diesem  Buche  kein 
Gebrauch  gemacht  Sonderbar  genug,  daß  solche  wesentlichen  Erleichterungen 
so  schwer  Eingang  finden. 

Die  Mechanik  erörtert  u.  a.  eingehend  die  Hebelgesetze  nach  Archimedes, 
die  Fallgesetze  an  Hand  des  sehr  richtig  vorangestellten  grundlegenden 
Gedankens    von   Galilei   über   die   Unabhängigkeit  der  Beschleunigung  vom 
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augeablicklichen  Buwegungzustaude  der  Körper,  das  einfache  Pendel  usw. 
Wihrend  fär  dieses  aber  die  Abhängigkeit  der  Schwingungdauer  von  der 
Lfinge  recht  anschaulich  begründet  ist,  fehlt  die  Darstellung  des  Gesetaes 
durch  die  Formel,  was  in  didaktischer  wie  praktischer  Hinsicht  als  ein 
Mangel  atiziiseheD  ist-,  der  bei  anderen  Schwingungerschein ungen  noch  mehr 
hervortritt  und  durch  die  möglichste  Beschränkung  in  der  Benutzung  der 
matliematiscben  Hilfmittel  nicht  veranlaßt  wird,  da  von  diesen  an  anderen 
Stellen  Genügendes  vorausgo setzt  ist.  Von  dem  physisch ea  Pendel  ist 
eigentlich  gamicht  die  Rede,  und  doch  hätte  an  ihm  wenigstens  Htiygens' 
geniale  und  weittragende  Auffassung  von  der  Summenwirkimg  der  Pendel- 
mBsseQ  erläutert  werden  können.  Dafür  entschädigt  nicht  die  ohnehin  nur 
flüchtige  Beschreibung  von  Huygens'  Zykloidenpendel,  die  hier  leicht  zu 
entbehren  war.  Ungleich  der  Behandlung  des  Pendels  ist  die  Zentrifugal- 
kraft ohne  näheres  Eingehen  auf  die  inneren  Gründe  in  der  bekannten 
Weise  elementar -mathematisch  abgeleitet.  Starke  Ungleichmaßigkeiten  in 
den  Einzelheiten  zeigt  das  Werk  überhaupt.  Während  beispielweise  den 
Heronschen  Apparaten  ein  breiter  Raum  gewidmet  wird  und  gelegentlich 
ziemlich  nichtssagende  Bilder  alt-technischer  Gegenstände  aufgenommen  sind, 
«'in!  das  Poncelet  ■  Rad ,  in  dem  leicht  alle  wichtigep  Gesichtpnnkte  der 
tine(iach-hj-draulischen  Motoren  erläutert  werden  können,  mit  der  bloßen 
Erwähnung  und  einem  Bilde  abgetan.  Will  man  solche  technischen  Gegen- 
stäDfje  erwähnen,  so  sollten  sie  doch  auch  in  physikalischem  Binne  nutzbar 
ppmaeht  werden.  Recht  befriedigend  dagegen  wird  über  die  Arbeiten 
*^Qerikes,  Pascals,  Mariottes  und  Boyles  berichtet,  und  dabei  nament- 
lich die  entscheidende  Wendung  in  der  Auffassung  der  Gase  im  Gegensätze 
'u  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  hervorgehoben.  Ob  man  aber  wirklich 
loch  1870  eine  sogenannte  atmosphärische  Eisenbahn  in  New-York  gebaut 
*»Ät,  wie  Test  und  Bild  erzählen?  Wenn  schon,  so  butte  der  Erlinder 
CSatnne!  l-'legg)  erwähnt  werden  dürfen. 

Aas  der  Akustik  sei  als  Beispiel  der  Behandlungweise  nur  die 
^ewtonsche  Formel  der  Fortpflanzunggesch windigkeit  des  Schalles  erwähnt 
^'e  Formel  wird  nur  fertig  mitgeteilt,  hinterher  allerdings  sehr  geschickt 
atistJiaulich  und  wahrscheinlich  gemacht.  Das  bezieht  sich  aber  nur  auf  die 
auftretenden  Grßflen  selbst,  nicht  auf  ihre  Dimension,  Wäre  früher  ge- 
'*^gentlich  des  Pendels  die  einfache  Schwingung  allgemeiner  behandelt,  wie 
"lit  sehr  einfachen  Mitteln  durchführbar,  so  hätten  die  Verfasser  bei  ihrem 
*'rsichtlieh  nicht  gewöhnlichen  Darstellungvermögen  leicht  die  Newtousche 
formel   vollständig  und    ohne  Rechnung  entstehen    lassen  können.     Schade, 

I^&ß  ät  diese  schone  Gelegenheit,  den  Wert  der  rein  begriflniehen  Darstellung 
'tt    erweisen,  nicht  ausnOtaten. 
In   der  Wärmelehre   vermißt  man  eine  klare  Entwicklung  des  Tempe- 
'»turbegriffes  oder,  um  es  kurz  so  7.u  bezeichnen,  der  theoretischen  Bedeutung 
I  ^    Laftthermometers.      Dieser    Stichprobe    halten    freilich    die    wenigsten 
I  «emeutaren  Lehrbücher  der  Physik    stand.      Sonst  erscheint  dieser  Teil  am 
I  P*icluj)aBigsten  und  entspricht  wohl  am  meisten  den  Absichten  der  Verfasser. 
I  ™    besonderen    treten    die    Verdienste    Blacks    und    auch    Watts   um   die 
"ännelehre  gebührend  hervor.     Die  historische  Grundlage  des  Werkes  bringt 
Werdings    von    selbst    mit    sich,    daß    der    Carnotsche    Prozess    vor    den 
r^Mit«!  MAf  ers  und  seiner  gleichstrebenden  Zeitgenossen  vorgefllhrt  wird, 


X8(l  Rezensioaen. 

diese  aattlrliche  Ordnung  erscheint  in  der  Üaratetiuug  aber  auch  uchliii 
begründet.  Auch  die  ^^'&^ne Strahlung  ist  eingehender  als  sonst  gewöhnli-i 
behandelt. 

Bei  Besprechung  des  Magnetismus  wird  zwar  der  Arbeiten  von  6aa6  fÜm 
den  Erdmagnetismus  ausführlieber  gedacht,  nicht  aber  der  doch  im  Qnin_ 
viel  wichtigeren  aber  die  Messung  magnetischer  Krtltle.  Ein  äbniiches  E 
Bchrilnkea  auf  die  allgemeine  Beschreibung  der  Erscheinungen  zeigt  sii 
auch  in  den  folgenden  Abschnitten  über  Elektrizität,  wiewohl  doch  hier  am 
laB  gewesen  wSre,  wenigstens  auf  die  theoretischen  Grundlagen  der  Mm 
bestimißung  einzugehen,  schon  um  die  durchgreifende  Bedeutung  des  Enarg;; 
gesetzes  zu  zeigen.  Zwar  werden  zahlenmäßige  Beziehungen  zwisct^ 
Elektriiitfil  und  Warme  mitgeteilt,  aber  ohne  eigentliche  Begründung,  c 
als  Folge  der  Versuchergebnisse  von  Joule.  Überhaupt  ist  die  Elektrizk. 
im  Verhältnis  zu  andern  Abschnitten  zu  kurz  gekommen,  und  die  Ünglei-. 
mäßigkeit  der  Behandlung  tritt  hier  besonders  störend  aut*.  So  wird 
Abhandlung  Oersteds  über  Elektromagnetismus  vollständig  wiedergegebi 
die  Induktion erscheinuD gen  erhalten  aber  im  ganzen  kaum  mehr  Ka*« 
Die  Mitteilungen  über  die  elektrische  Strahlung  erheben  sich  kaum  &.' 
die  besannten  populären  Darstellungen  im  weniger  guten  Sinne.  Ek> 
sowenig  kann  der  Schluß  dieses  Teiles  über  Telegraphie  usw.  befriedig 
Die  ganze  Darstellung  über  Magnetismus  und  Elektrizität  würde  einer  <J 
arbeitung,  oder  sagen  wir  hier  lieber  gerade  heraus,  einer  sorgtUltigeren 
arbeitung  bedürfen. 

Der    SchluBabsatz    des    Werkes,    die    Meteorologie    betreffend,    ist 
gegen    wieder   gleichmäßig   und  glatt  geschnoben   und    mit   guten   Kärb<3l 
versehen. 

Die  Ausstellungen,  zu  denen  das  Werk  im  ganzen  Anlaß  gibt,  beöel 
sich  im  wesentlichen,  um  es  zu  wiederholen,  auf  die  ungleichmäßige  1 
handlang  der  einzelnen  Gegenstände.  Weder  in  der  Begrenzung  des  V 
fanges,  noch  in  der  Art  und  Vertiefung  der  Darstellung  ist  annäbei 
gleichartig  verfahren.  Dagegen  wird  die  ganze  Anlage  des  Werkes  g^'' 
viele  Freunde  finden,  namentlich  in  L  ehr  er  kreisen ,  denen  auch  die  «a 
reichen  biographischen  Notizen  willkommen  sein  werden,  und  die  aus  < 
oft  sehr  geschickten ,  im  besten  Sinne  gern  ein  verständlicheo  Vortrag«'«' 
manche  Anregungen  schöpfen  können. 

Die  Verlagsbuchhandlung  hat  das  Werk  mit  reicher  Bilderbeigabe  ^* 
sehen,  an  sich  ebenso  zweckdienlich  wie  Ißblich,  nur  manchmal  über  die  dar 
den  Charakter  des  Werkes  gesteckten  Grenzen  hinausgebend.  Was  aoUi 
beispielweise  die  Bilder  auf  S.  124.  125,  201  (Tempel  von  Kam' 
Pyramidenbau,  Schöpfwerk  in  Ägypten)?  Auch  die  hausbackae  Saugpooil 
auf  S.  233  verdient  gewiß  nicht  eine  ganze  Buchseite.  Einige  Bilder  s" 
auch  unschcin,  so  im  zweiten  Bande  das  auf  8.  51  (Kathetometer).  ^** 
leicht  entschließt  sich  auch  die  Verlagsbuchhandlung,  ihren  in  den  ^* 
sohiedensten  Werken  gar  zu  oft  verwendeten  ganzseitigen  alten  BüdstXJ 
(Bd.  2,  S.  98i,  der  eine  schon  zu  ihrer  Zeit  nicht  gute  Dampfmaachü 
noch  dazu  in  falscher  Zeichnung  dargestellt,  endlich  auszumerzen. 

Berlin.  A.  Rutth- 
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XlUler-Poilillet.  Lehrbuoh  der  Physik  und  Meteorologie.  10.  Aufl. 
herausgegeben  von  L.  Pfaundler  unter  Mitarbeit  von  0.  Lummer, 
A.  Wassmuth,  J.  M.  Pernter,  K.  Drucker,  W.  Kaufmann, 
A.  Nippoldt.  I.  Bd.  Zweite  Abteilung,  von  L.  Pfaundler.  Braun- 
scbweig  1904,  Friedrich  Vieweg  u.  Sohn. 

Die  neue  Auflage  des  bekannten  Lehrbuches  behandelt  in  der  jetzt  er- 
seliienenen  zweiten  Hälfte  des  ersten  Bandes  die  Akustik.  Wie  in  dem 
gajizen  Werk  ist  auch  hier  die  mathematische  Behandlung  auf  ein  Minimum 
beschränkt  und  das  Hauptgewicht  auf  das  Experiment  gelegt,  das  durch 
z&hlreiche  Abbildungen  erläutert  wird.  Besonders  wichtige  Untersuchungen 
sind  in  der  Akustik  seit  dem  Erscheinen  der  letzten  Auflage  nicht  gemacht 
w^orden,  sodaß  zu  tiefer  eingreifenden,  prinzipiellen  Änderungen  in  der  An- 
lage des  Buches  keine  Veranlassung  war;  docb  zeigen  z.  B.  die  Abschnitte 
über  Wellenmaschinen,  über  die  Grenzen  der  Tonwahmehmung,  über  akustische 
Beilegungen,  daß  der  Herausgeber  die  Literatur  bis  in  die  jüngste  Zeit 
hinein  fär  das  Lehrbuch  verwendet  hat.  Einer  besonderen  Empfehlung 
bedarf  „der  Müller-Pouillet"  nicht  mehr. 

Würzbnrg.  Harms. 

Jbxmderli.  Die  Interpolation  und  ihre  Verwendung  bei  der  Benutzung 
xmd  Herstellung  mathematisoher  Tabellen.  146  S.  Solothurn  1906, 
Zepfels  Buchdruckerei. 

Es  ist  eine  sehr  fleißige  und  korrekte  Ai-beit,  in  welcher  der  Verfasser 
einige  Kapitel  aus  der  Technik  des  wissenschaftlichea  Rechnens  in  einer 
för  vorgebildete  Kreise  gewiß  etwas  zu  weitschweifigen  Art  ausein ander- 
sete-t.  Eine  die  Geschichte  mathematischer  Tafeln,  insbesondere  der  Loga- 
ritbrnen  behandelnde  Einleitung  ist  recht  lesenswert.  Sodann  wird  die 
^^gTangesche  Interpolationsformel  gegeben  und  hieraus  die  Newtonsche 
»Dg-eleitet.  Die  Umformungen  und  Spezialisierungen  dieser  mit  vielen  gut 
gewählten  Beispielen  machen  den  größten  Teil  des  Buches  aus.  Dann  wird 
™  ^en  bei  der  Berechnung  von  Tabellen  üblichen  Metboden  übergegangen. 
y^^^  würde  man  freilich  mit  der  einfachsten,  derjenigen  der  Interpolation 
^  ^^e  Mitte,  allein  auskommen.  Der  Verfasser  leitet  aber  auch  die  für  die 
^^ttelung,  die  Fünftelung  und  zum  Überflusse  —  wie  ims  scheint  —  auch 
^^  die  Zehntelung  des  Intervalles  notwendigen  Koeffizienten  ab  imd  gibt 
zuiix  Schlüsse  die  für  die  Tabulierung  ganzer  Funktionen  förderlichen  An- 
weisungen. 

Charlottenburg.  H.  Samter. 

'<^lt.  Sahulka.  Erklärung  der  Gravitation,  der  Molekularkräfte,  der 
^^ärme,  des  Iiiehtes,  der  magnetischen  und  elektrischen  Erschei- 
nungen auf  gemeinsamer  Ursache  auf  rein  mechanischem,  ato- 
mistisohem  Wege.  Mit  22  Textabbildungen.  175  S.  Wien  u.  Leipzig 
1907,  Carl  Fromme. 

Der  Verfasser  sucht  die  Gravitation  durch  den  Hagel  eines  atomistisch 
^^ammengesetzten  Äthers  zu  erklären.  Es  stellen  sich  dieser  Ansicht  die- 
seloen  Schwierigkeiten  entgegen,  die  bisher  die  Unwahrscheinlichkeit,  wenn 
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nicht  Unmöglichkeit  ähnlicher  Theorien  dargetan  haben  (vgl.  Enzyklop.  Bd.  V, 
1.  Teil,  S.  60  ff.).  Dem  Verfasser  sind  diese  Teilchen  mit  den  Elektronen 
identisch,  und  sie  dienen  ihm  auch  zur  Erklärung  aller  der  im  Titel  ge- 
nannten Erscheinungen. 

Charlottenburg.  H.  Samtek. 

Die  physikalisohen  Institute  der  Universität  Gtöttingen.  Festschrift 
im  Anschlüsse  an  die  Einweihung  der  Neubauten  am  9.  Dezember  1905. 
Herausgegeben  von  der  Göttinger  Vereinigung  zur  Förderung  der  ange- 
wandten Physik  und  Mathematik.  200  S.  Leipzig  und  Berlin  1906, 
B.  G.  Teubner.    Preis  JC  12. 

„Es  ist  das  Verdienst  von  Göttiagen,  den  Forderungen  einer  neuen 
Zeit  Rechnung  getragen  zu  haben  durch  die  trefflichen  Unterrichtsorgani- 
sationen, die  den  früheren  Lehrinhalt  in  vorzüglicher  Weise  bereichem  und 
ergänzen.  Es  knüpft  Göttingen  damit  an  seine  große  Vergangenheit  an, 
an  die  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  in  gleichem  Maße  zuge- 
wandte Lebensarbeit  von  Gauß"  (W.  v.  Dyck  in  „Kultur  der  Gegenwart" 
Bd.  1,  S.  337).  Mit  den  im  Jahre  1905  eingeweihten  Neubauten  der 
Laboratorien  für  experimentelle  und  theoretische  Physik,  denen  sich  das 
neue  Institut  für  angewandte  Elektrizität,  femer  noch  diejenigen  für  ange- 
wandte Mathematik  und  Mechanik,  ftlr  Geophysik  und  für  physikalische 
Chemie  anreihen,  sind  mustergültige  Anstalten  ins  Leben  getreten,  auf  deren 
Einrichtung  die  preußische  Unterrichts  Verwaltung,  besonders  aber  auch  die 
Göttinger  Vereinigung  stolz  sein  kann,  deren  kraftvollen  Bestrebungen  das 
Entstehen  derselben  zu  danken  ist.  Der  vorliegende,  reich  ausgestattete 
Band  enthält  die  Beschreibung  der  Bauten  und  ihrer  Einrichtungen,  die  bei 
der  Einweihung  gehaltenen  Reden  und  alles,  was  über  die  Geschichte  dei 
jetzt  zur  Ausführung  gelangten  Ideen  besonders  mitteilenswert  erschien. 

Charlottenburg.  H.  Samter. 

S.  Oppenheim.  Das  astronomische  Weltbild  im  Wandel  der  Zeit.  (Aus 
Natur  und  Geisteswelt.  110.  Bändchen.)  164  S.  Leipzig  1906,  B.  G. 
Teubner.     Preis  geb.  M  1,25. 

Unser  Zeitalter  mit  seinen  gewaltigen  Erfolgen  auf  den  der  mathe- 
matischen Behandlung  zugänglichen  Gebieten  ist  leicht  geneigt,  mit  Gering- 
schätzung auf  die  Vergangenheit  zu  blicken,  und  es  ist  wohl  nicht  zuviel 
gesagt,  wenn  man  behauptet,  daß  von  der  Fülle  des  Erreichten  der  histo- 
rische Sinn  erdrückt  wird.  Um  so  beruhigender  wirkt  es,  wenn  man  sich 
Zeit  läßt,  die  wissenschaftlichen  Ideen  in  ihrem  Werden  zu  beobachten.  Wie 
schützt  es  vor  Überhebung,  wenn  wir  die  Schwierigkeiten,  die  den  frü- 
heren, vom  Wahrheitstriebe  gleich  dön  heutigen  beseelten  Forschem  sich 
entgegentürmten,  uns  vor  Augen  stellen,  und  wie  hervorragend  erscheint 
uns  manche  fast  vergessene  Leistung,  die  solche  Schwierigkeiten  beseitigt 
und  überwindet!  Was  aber  könnte  in  der  Beziehung  anziehender  sein,  als 
das  astronomische  Weltbild  im  Wandel  der  Zeit  zu  verfolgen,  besonders 
wenn  wir  dabei  einen  in  der  Geschichte  der  Himmelskunde  so  beschlagenen 
Führer    wie    den  Verfasser    haben?     Das  Werkchen,    das    aus   „üniversity- 
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Ext«iisioii"-VorIesniigen  in  Prag  hervorgegangen  ist,  kann  jedem  Gebildeten 
zur     eingebenden  Lektüre  dringend  empfohlen  werden.     Auch  wir  sind  über 

iriele  Einzelheiten  daraus  belehrt  worden,  die  in  aaderen  liistorischeu  Büchet'n 
nr     nicht  oder  zu  neben 8 Schlich  behandelt  erscheinen. 
Charlottenburg.  __  H.  Samter. 

^O  Eultoi  der  O-egenwart,  herausgegeben  von  Panl  Hinneberg.  I.  Bd 
He  allgemeinen  Grundlagen  der  Kultur  der  Gegenwart.  XV  u.  671  S. 
Xeipzig  und  Berlin  1906,  B.  G.  Teubner.  Preis  in  Leinwand  geb.  M,  18. 
Wir  sind  erfreut,  an  dieser  Stelle  auf  diese  großartig  angelegte,  in 
Aer  Weltliteratur  einzig  dastehende  Enzyklopädie  aufmerksam  iiiacheu  zu 
dürfen,  zu  deren  Abfassung  die  besten  Kräfte  des  geistigen  Deutsehlands 
sielt  zusammengefunden  haben.  Die  weitschichtigen  Fundamente,  auf  denen 
das  geistige  Leben  der  I-iegenwart  beruht,  sollen  in  einer  Reihe  von  Bänden 
geschildert,  die  Entwicklung  jedes  Gebietes  meuschlicber  Erkenntnis  und 
ne TS  schlichen  Könnens  allen  Gebildeten  der  Nation  nahegebracht  werden. 
I)ie  uns  vorliegenden  Proben  des  ersten  bisher  abgeschlossen  vorliegenden 
B&.ndes  lassen  erkennen,  daß  bei  aller  nötigen  Kürze  die  Gründlichkeit  der 
Da.rstel]ung  nicht  gelitten  hat.  Diese  Proben  betreffen  die  naturwissen- 
«ti  ».ftliche  Hoch.schulbildung,  welche  W.  v.  Dyck  als  im  organischen  Zu- 
sar«i  menhange  mit  der  Wissenschaft  und  der  Technik  —  bis  zur  neuesten 
Pli«i-SB  lier  technischen  Hochschulbildung  —  sich  entwickelnd  darstellt,  nicht 
ohja.«  auf  die  Tagesfragen  der  Vorbildung  und  der  Weiterbildung  Antwort 
^  geben.  K.  Kraepelin  gibt  eine  Geschichte  der  natur Wissenschaft! ich- 
'ecfajuseheu  Museen  und  eine  Einteilung  derselben  nach  den  verschiedenen 
2w"^cten,  denen  diese  dienen  oder  doch  dienen  sollten.  Otto  N.  Witt  be- 
haiaiJelt  die  Entatehung  und  Entwicklung  naturwissenschaftlich-technischer 
^'^■■^'al eilungen  und  kennzeichnet  die  Wirkungen,  die  auch  sie  auf  die  Kultur 
oarxr     fiegenwart  gehabt  haben. 

Charlotten  bürg. H.  Samtek 


I 


2Bhlko.    Ausftihruiig  elementargeometriBotaer  Eonatniktionen  bei 

ungünstigen    Iiageverhältnissea.      46   S,    mit    ö,i  Figuren    im    Text. 

Leipzig  u.  Berlin   li'DC,   B.  G.  Teubner.     Preis   kart.   M  1. 

Es  handelt  sich  um  zweierlei  Aufgaben,  nämlich  solche,  bei  denen  un- 

^* ^ffÄngiicbe  Pankte   benutzt   werden,    und   solche,    bei    denen    der  unsichere 

*"^  Viniitpunkt.    ebener  Linien   genauer  xu  bestimmen  i.'^t.     Besonders  von  den 

'.""^^"ten  sind  einige  in  planimetrische  Lehrbücher  übergegangen,  aber  der  Ver- 

-5ier,  der  die  Winkel  gii Beben  der  elementaren  und  der  darstellenden  Geo- 

'ttie    kennt ,    bat    aus   ihnen    eine    Fülle    wenig   bekannter  Konstruktionen 

_*^tirgeholt  und  einige  neu  hinzugefügt,  so  daß  ein  zur  gelegentlichen  Be- 

^■^nng   des    Unterrichts    sehr    geeignetes    Material    zusammengetragen    wird. 

*^n  der  bekanntest*!!  Aufgabe:  einen  gegebenen  Punkt  mit  dem  unzugäng- 

«ifn   Schnittpunkt    zweier    Geraden    geradlinig    zu    verbinden,    sind    nicht 

sniger  als  neun  Konstruktionen  ausgeführt. 

Charlotten bui'g.  H.  SAirrER. 
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H«  Edwardsoll«  Woher  kam  das  Leben?  Eine  Abhandlung  über  die  Her- 
kunft, Entstehung  und  das  Vergehen  des  Lebens.  Mähr.  Ostrau,  A.  Papan- 
schek.     50  S.     Leipzig  1906,  Robert  Hoffmann. 

Verfasser  stellt  eine  Reihe  von  Behauptungen  auf  und  sucht  einige 
derselben  auch  experimentell  zu  begründen.  Indessen  scheinen  diese  Ver- 
suche keinesweges  einwandsfrei,  sondern  der  Nachprüfung  dringend  bedürftig, 
z.  B.  ein  Versuch  mit  einem  Hühnerei,  bei  dem  —  Übrigens  wenn  es  ge- 
ronnen ist  —  ein  galvanischer  Strom  zwischen  Eiweiß  und  Dotter  fließt, 
der  —  sehr  einfach  —  die  Erklärung  für  die  Bildung  des  Hühnchens  bildet. 
Der  hierdurch  bedingte  Polarisationsstrom  ist  —  wiederum  höchst  einfach  — 
der  Lebensstrom  des  Huhnes. 

Charlottenburg.  H.  Samteb. 

Technik  und  Schule.  Beiträge  zum  gesamten  unterrichte  an  technischen 
Lehranstalten.  In  zwangslosen  Heften  herausgegeben  von  Prof.  M*  Qimdt« 
L  Band.  1.  HefL  64  S.  Leipzig  und  Berlin  1906,  B.  G.  Teubner. 
Preis  Jl  1,60. 

Die  rapide  Entwicklung  des  technischen  Mittelschulwesens  läßt  es  ge- 
raten erscheinen,  mit  dieser  Zeitschrift  ein  eigenes  Organ  für  die  Interessen 
derselben,  insbesondere  für  die  Methodik  der  zu  lehrenden  Unterrichtsfächer 
und  den  Lehrplan,  der  der  Besonderheit  der  Schule  angepaßt  werden  muß, 
ins  Leben  zu  rufen.  Denn  erst  jetzt  liegen  —  so  scheint  es  —  die  Er- 
fahrungen vor,  welche  einer  festen  Regelung  der  bezeichneten  Gegenstände 
vorausgehen  müssen.  DiBr  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Heftes  zeigt  in 
gediegenen  Aufsätzen,  wie  in  den  Baugewerkschulen  die  kunsthandwerkliche 
Erziehung,  der  Naturlehreunterricht  und  der  Rechenunterricht  mit  Rücksicht 
auf  das  Ganze  vorteilhaft  zu  gestalten  sind.  Eine  Anzahl  Bücherbespre- 
chungen und  eine  kurze  Mitteilung  über  den  Vakuumreiniger  schließen  dieses 
Heft,  dem  wir  Verbreitung  in  den  interessierten  Kreisen  wünschen. 

Charlottenburg.  H.  Samter. 

F.  Paulsen.  Das  deutsche  Bildungswesen  in  seiner  geschichtlichen 
Entwickelung.  (Aus  Natur  und  Geistcswelt  100.  Bändchen.)  192  S. 
Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.     Preis  geb.  Ji  1,25. 

Es  gebührt  dem  Verleger  großer  Dank,  daß  es  ihm  gelungen  ist,  für 
diese  schöne  Sammlung  im  besten  Sinne  populär- wissenschaftlicher  Darstel- 
lungen den  Mann  zur  Darstellung  des  Werdeganges  des  deutschen  Bildungs- 
wesens  zu  gewinnen,  der  wie  kein  anderer  dazu  berufen  ist,  den  Verfasser 
der  Geschichte  des  gelehrten  Unterrichtes.  Bedingt  von  der  politischen  Ge- 
schichte und  derjenigen  der  Wissenschaften  hat  das  deutsche  Bildungswesen 
seine  heutige  Verfassung  erlangt,  die  als  abgeschlossen  nicht  anzusehen  ist. 
Der  Ausblick,  den  wir  von  dem  erreichten  Ziele  aus  genießen,  zeigt  uns 
alle  wichtigen  Tagesfragen  als  nur  im  Zusammenhange  mit  der  über  die 
Zukunft  des  Bildungswesens  zu  beantworten. 

Es  ist  ein  Buch,  dem  wir  eine  Verbreitung  weit  über  die  Kreise  der 
im  speziellen  am  Bildungswesen  Arbeitenden  hinaus   von  Herzen  wünschen. 

Charlottenburg.  H.  Samter, 
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XpOisel.   Guide  de  ramatenr  m^töorologiBte.    VI  n.  101  S.    Paris  1906, 
Gauthier-Villars.    Fr.  2,76. 

Das   bübscli  aasgestattete  Buch  erscheint  recht   geeignet,    Dilettanten 

<3ejr    Meteorologie    eine  Anleitung   zu  wertvollen  Beobachtungen   zu  geben. 

^A^TiAer  den  auf  den  Stationen  zweiter  Ordnung  üblichen   finden  wir  auch 

sololie  über  die  Temperatur  der  Gewässer  und  ihre  Niveauänderungen  sowie 

phänologischen  berücksichtigt.    Ein  recht  brauchbarer  Anhang  behandelt 

Photographie  im  Dienste  der  Wetterkunde  und  die  selbstregistrierenden 

XJzsAiiramente.     Über  die  Aufstellung  der  Instrumente  und   die   rechnerische 

rerhmg  der  beobachteten  Größen  ist  das  Nötige  gesagt. 

Charlottenburg.  H.  Samter. 


Senkler.  Der  Lehzplan  für  den  Unterricht  in  Natorknnde.  Histo- 
risch und  kritisch  betrachtet.  A.  u.  d.  T.:  Sammlung  naturwissenschaftlich- 
p&dagogischer  Abhandlungen  hrsg.  von  Hugo  Otto  Schmeil  und  W.  B. 
Schmidt  II.  Bd.  Heft  7.  IV  u.  44  S.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 
Preis  geh.  Jt  1, — . 

C^«  3[eißner.   Die  meteorologischen  Elemente  und  ihre  Beobachtung. 

Mit  Ausblicken  auf  Witterungskunde  und  Elimalehre.  Unterlagen  für 
Bchulgem&ße  Behandlung  sowie  zum  Selbstunterrichte.  (Sammlung  natur- 
wissenschaftlich-pädagogischer Abhandlungen  Bd.  II,  Heft  6.)  Mit 
33  Textabbildungen.  VI  u.  94  S.  Leipzig  und  Berlin  1906,  B.  G.  Teubner. 
Preis  geh-  Jl  2,60. 

Aus  gewissen  Prämissen,  wie  sie  theoretische  Pädagogen  formuliert 
^^l>«n,  läßt  sich  wohl  —  wie  vom  Verfasser  geschieht  —  ein  Lehrplan 
^ox&stniieren.  Doch  wäre  die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Prämissen  zu 
^^i^en.  Daß  nicht  jeder  Lehrer  die  Durchführung  der  Herbartschen 
-^OÄTnalstufen  in  allen  Unterrichtsstunden  noch  die  von  seinen  Nachfolgern 
^^>=Ki.x^fohlenen  Jahresstufen  für  notwendig  erachtet,  zeigt  nachgerade,  daß  es 
allein  richtigen  Lehrplan  auch  nicht  geben  kann,  und  daß  dieser  sich 
jedesmaligen  Bedürfnissen  anzupassen  und  stets  den  Neigungen  des  ein- 
ten Lehrers,  dessen  Persönlichkeit  doch  mehr  als  jeder  Lehrplan  wirken 
,  Spielraum  gewähren  muß.  Im  einzelnen  wird  das  erstgenannte  Werk- 
manche  Anregung  bieten. 

Die  Meteorologie  wird  im  unterrichte  der  höheren  Lehranstalten  so- 

'^>lil  bei  der  Physik  als   bei  der  allgemeinen  Erdkunde  Berücksichtigung 

^■^*^5^hren   können.     Der  Verfasser   hat    all  das,    was  sich  auch  bei  einem 

[eren  Eingehen  wird  bringen  lassen,  in  dem  zweiten  Bändchen  vereinigt, 

le   irgendwo    von    der    üblichen    Darstellung     wesentlich     abzuweichen. 

^^^inkenswert  ist  die  richtige  Erklärung  für  die   Erwärmimg  des  Wassers, 

welche  der  Verfasser  schon  im  Vorwort  hinweist. 

Charlottenburg.  H.  Samter. 

^^lltz.     Mathematisohe  Unterrichtsbriefe.     Unter  Mitwirkung  von  be- 
währten Fachleuten  bearbeitet.    Straßburg  (Elsaß),  Wolstein  &  Teilhaber. 

Von  den  uns  vorliegenden  beiden  Lehrbriefen,  deren  jedem  noch  ein 
^^iederholungsbrief  beigegeben  ist,  enthält  der  erste  auf  30  Seiten  die 
^^'^ödrechnungsarten,  die  Potenzlehre,  Dezimalbrüche  und  Wurzelberechnung, 


186 


BexeDBioDen. 


der  zweite  auf  28  Seiten  das  „Logarithmieren",  die  Gieicliungen  des  ersten 
und  des  zweiten  Grades.  Sie  sollen  dem  Selbstunterricht  dienen.  Sie  ent- 
halten fast  nur  Theorie,  während  die  Übungen  in  die  Wiederholungsbriele 
von  je  9 — 10  Seiten  gestellt  sind.  Diese  wären  aber  für  den  Selbrtunter- 
rioht  die  Hauptsache.  Gerade  hier  empfiehlt  es  sich  auch  besonders,  von 
den  Gleichungen  auszugehen  und  die  vielen  Lehrsätze  —  die  Theorie  des 
Rechnens  —  unbewiesen  zu  lassen.  Wir  filrcht«n ,  daß  der  gute  Zweck, 
der  dem  Herausgeber  vorschwebt,  nicht  erreicht  werden  wird,  daß  der  Leser 
ermüdet  die  Briefe  aus  der  Hand  legen  und  zu  andern  in  der  Unterrichts- 
literatur reichlich  vorhandenen  besser  geeigneten  Büchern  gi-eifen  wird. 
Charlotten  bürg.  _    __  H.  Sakteb. 

H,  Petrovitcll.  La  H^oanique  des  Fhdnom^nes  foudäes  sur  les  An&- 
logtes.      Sammlung  „Scientia".     Paris   1906,  Gauthier-Villars, 

Das  Buch  stellt  die  bekanntHch  sehr  zahlreichen  Fälle  zusammen,  in 
denen  Vorgänge  aus  ganz  verschiedenen  Teilen  der  Physik  auf  dieselbe 
Differentialgleichung  fahren.  Und  zwar  will  es  die  Dilferentialgleichung  als 
das  Wesentliche  hinstellen  und  schaltet  deshalb  aus  der  Betrachtung  ver- 
mittels einer  oft  wunderlichen  Namengebung  alles  aus,  was,  wie  z.  B.  das 
Wort  Kraft,  auf  ein  spezielles  Anwendungsgebiet  hinweisen  könnte.  Es  ist 
dem  Verfasser  aber  nicht  gelungen,  diesem  gewiß  interessanten  Thema  ge- 
recht zu  werden.  Er  bleibt  überall  zu  elementar,  um  in  die  Tiefe  gehen  zu 
können.  Die  Frage  nach  dem  physikalischen  Grunde  dieser  zunScbat  rein 
äußerlichen  Zusammenhänge  ist  nicht  einmal  berührt,  und  doch  hätten  z.  B. 
die  Helmholtzschen  Untersuchungen  über  die  Ausdetnung  des  Gültigkeits- 
bereiches des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung  wenigstens  erwähnt  werden 
sollen.  Auch  sticht  gegen  die  sonstige,  oft  ermüdende  Breite  der  Behand- 
lung auffallend  die  Kürae  ab,  mit  der  die  mathematisch  schwierigeren  Fälle 
partieller  Differentialgleichungen  abgetan  werden. 

Berlin  M.   Laue. 

John  Wellesley  Rüssel.    Au  Elementar]'  Treatise  on  Füre  Qeometxsr. 

With  numerous  eiampies.    New  and  revised  edition.    XII  und  370  S.   Oxford 

1905.  Price  9  a, 
Der  Verfasser  macht  mit  elementaren  Methoden  bekannt,  die  zur  Unter- 
suchung der  Eegelschnitte  benutzt  werden,  dann  aber  auch  mit  den  Metboden 
der  projektiven  Geometrie.  Er  stellt  die  Hauptsätze  'zusammen,  die  mit 
„Hannonics,  Anharmonics,  Involution,  Projection,  Reciprocation"  zusammen- 
hängen. In  der  Auswahl  des  Stoffes  und  in  der  .Art  der  DarsteUun^  zeigt 
sich  das  pädagogische  Geschick  des  Verfassers,  der  auch  wohl  versteht,  sur 
Verarbeitung  und  Aneignung  des  dargebotenen  Stoifs  durch  geeignete  Lbungs- 
bei spiele  anzuregen. 

Breslau.  M.  Peche, 

Smithaonian  Institatioa.    Annual  report  of  tiie  board  of  regents  for  tbe 
year  ending  June  30,  1904,      Washington  1905, 
Ein  stattlicher,   mit  Abbildungen  ausgestatteter  Band,    der  neben  Ver- 
waltungsberichten eine  große  Zahl  von  allgemein  interessanten  Mitteilungen, 
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besonders  aus  dem   Gebiete   der  Naturwissenschaffcen  bringt.     Zumeist  sind 
es  allerdings    schon  veröffentlichte  Aufsätze  hervorragender  Forscher    aller 
£rdteile,   die    hier    wiedergegeben    werden.     So    seien    genannt,    um    einen 
Überblick  über  die  herangezogenen  Gebiete  zu  ermöglichen:  L  an  gl  ey,  •Ver- 
suche mit  der  Langleyschen  Flugmaschine;  Haie  und  Ellermann,  der 
Bamfordsche    Spektroheliograph    des    Yerkes-Observatoriums;    Poynting, 
Strahlung    im    Sonnensystem;    Lummer,    Beobachtungen    über    Sehen    im 
Hellen  und  Dunklen  nebst  Hypothese  über  die  Ursache  der  Farbenblindheit; 
Mayer,    Fortschritte    in    drahtloser    Telegraphie;    Thomson,    elektrisches 
Schweißen;  Freshfield,  Gebirge  jmS  Mensch;  Fischer,  Marokko;  Nevell, 
Landyerbesserungsdienst  (Bewässerung);   de  Yries,   Evolution;  Lydekker, 
Tibetanische  Tiere;  Herdman,  Perlfischerei  in  Ceylon;  Hewett,  Übersicht 
über  die  Archäologie  des  Pueblogebietes;  Hrdlicka,  Bemalung  von  Menschen- 
knochen bei  den  Urbewohnem  Amerikas;  Bushell,  Chinesische  Architekturen; 
liiberty,    Zinn  und  die   Wiederbelebung  seines   Gebrauches;    Gor  gas,   die 
Gesundungsförderung  der  Zone  des  Panamakanals;  u.  a.  m.  —  Die  Gebeine 
Smithsons,   des  Begründers  des  Instituts,  sind  Anfang   1904  von  Genua 
nach  Washington  übergeführt  worden. 

Wilmersdorf.  R.  Scheibe. 

!•  TFehner.     über   die   Kenntnis    der   nia>gneti80hen   Nordweisting 
im  firfihen  Mittelalter.   S.-Abdr.  aus  „Das  Weltall''  1905,  Heft  18—20. 

Zwei  äußere  umstände  beeinträchtigen  in  hohem  Maße  unsere  empirische 
Kenntnis  von  den  erdmagnetischen  Erscheinungen  und  erschweren  damit  den 
Fortschritt  der  theoretischen  Erkenntnis:  die  außerordentlich  ungleichmäßige 
Verteilung  des  Beobachtungsmaterials  über  die  Erdoberfläche  und  im  Hin- 
blick auf  die  Langsamkeit  der  säkularen  Änderung  die  Kürze  der  Zeit,  aus 
^^  wir  bis  jetzt  Beobachtimgen  besitzen.  Beichen  doch  selbst  bei  dem  am 
besten  bekannten  Element,  der  Deklination,  die  ältesten,  spärlichen  direkten 
Messungen  nicht  über  den  Anfang  des  16.  Jahrhunderts  hinaus.  Einige  auf 
^direktem  Wege  (nach  Dopplers  Vorschlag  durch  die  Verwertimg  alter 
^nibenrisse  und  aus  einzelnen,  zuerst  von  He  11  mann  beachteten  Angaben 
*^  Sonnenuhren)  erschlossene  Daten  ei-weitern  das  Material  nicht  wesentlich, 
^  interessant  sie  an  sich  sind. 

Demgegenüber  eröffnen  die  Feststellungen,  die  dem  Verfasser  der  vor- 
*^®genden  Arbeit  gelungen  sind,  allem  Anschein  nach  eine  ungemein  reiche 
^elle  von  wesentlich  älteren  Deklinationswerten. 

Die  von  der  genauen  Ost-West-Bichtung  meist  abweichende  Lage  der 
l^ängsachse  der  mittelalterlichen  Kirchen  ist  in  Anlehnung  an  eine  von 
bissen  für  altgriechische  und  italische  Tempel  aufgestellte  Hypothese  von 
^^rschiedenen  Forschem  auf  eine  eigentümliche  Methode  astronomischer 
^öntierung  zurückzuführen  versucht  worden. 

Der  Verfasser  zeigt  zunächst  die  Unhaltbarkeit  dieser  Hypothese  und 
^Ut  ihr  dann  eine  andere,  auf  umfangreiche  eigene  Forschungen  begründete 
^''^lArung  gegenüber,  die  er  schon  vor  10  Jahren  ausgesprochen,  seitdem 
*»>ör  weiter  verfolgt  und  geprüft,  und  für  die  er  inzwischen  auch  einen  aus 
^6111  Jahre  1516  stammenden  urkundlichen  Beweis  gefunden  hat.  Er  findet, 
^^  man  die  Magnetnadel  zur  Ermittelung  der  Achsenlage  benutzt  habe,  daß 
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also,  kurx  ges^,  die  Kirchen  miSweifiend  orientiert  wurden.     Damit  wäre 
natürlicli  nun  umgekehrt,  wenn  sich  das  J&hr  der  Gründung  angeben  iK&t, 

far  dieses  Jahr  die  Deklination  an  dem  Orte  der  Kirche  bekannt. 

»Im  ganzen  hat  der  Verfasser  bis  zum  Jahre  1903  etwa  300  deutsche 
Eirctaeu  untersucht,  deren  Gründung  bis  zum  siebenten  Jahrhundert  zurück- 
reicht- Soweit  sich  die  bekannte  äiücular Variation  rückwärts  extrapolieren 
läßt,  findet  er  sie  durch  die  ans  den  Kirchen  lagen  die  Ben  den  Resultate 
bestätigt,  während  er  lilr  die  ältere  Zeit  die  gewonnenen  Einzelergebniase  in 
ein  für  ihre  sacbliche  Bedeutung  sprechendes  zusammenbUngendes  Syst«m, 
das  ihm  damit  zugleich  die  Säkular  Variation  für  jene  Zeit  gibt,  zu  bringen 
vermochte.  Danach  müßte  die  Kenntnis  der  Nordweiaung  der  Magnetnadel 
in  Europa  sehr  viel  älter  sein,  als  man  bisher  gewußt  bat. 

Auf  Einzelheiten  einzugeben,  fehlt  hier  der  Platz.  Wichtiger  erscheint 
es,  nachdrücklich  auf  die  große  Bedeutung  der  Ergebnisse  und  auf  die  Not- 
wendigkeit einer  eingehenden  Verßfl'entlicbuug  wie  einer  systematischen 
Fortfährung  der  Untersuchungen  des  Verfassers  hinzuweisen.  Wenn  dieser 
insbesondere  die  Akademien ,  deren  naturwissenschaftliche  und  historische 
Klassen  dabei  zusammenwirken  müßten,  als  berufen  bezeichnet,  diese  Auf- 
gabe zu  übernehmen,  so  wird  man  ihm  durchaus  zustimmen  können.  Eine 
entsprechende  formeUe  Anregung  von  seiner  Seite  würde  sicherlich  die  leb- 
Laftfl  ünterstütiung  der  Vertreter  der  magnetischen  Wissenschaft  finden. 
Daß  diese  bisher  den  Forschungen  des  Verfassers  nicht  die  ihnen  sachlich 
zukommende  Beachtung  geschenkt  haben ,  liegt  —  diese  Bemerkung  pro 
domo  möge  verschiedenen  Äußerungen  des  Verfassers  gegenüber  gestattet 
sein  —  vor  allem  an  der  wenig  zweckmäßigen  Art  seiner  bisherigen  Ver- 
öffentlichungen, Eine  kurze  ZusammenstelluDg  einiger  typischen  Beispiele 
unter  Beifügung  aller  zur  selbständigen  Beurteilung  und  kritischen  Nach- 
prüfung nötigen  Daten  würde,  in  einem  Fachblatt  veröffentlicht,  ausgereicht 
haben,  die  Aufmerksamkeit  der  erd magnetischen  Torscher  zu  erregen  und 
weiteren,   ausführlicheren  Mitteilungen   das  gewünschte  Interesse  zu  gicbem. 

Potsdam.  Ai),  Schmidt. 


Leibuizena    uacbgelassene    Sohrifteo   phyaikaliBOhen,    mechatüBohen 
und   tectuüschen  Inhalte.     Htu.us gegeben    und  mit  erläuternden  An- 
merkungen versehen  von  Ernst  Gerland.     VI  u.  256  S.     Li-ipzig  1906, 
B.  G.  Toubner.     Preis  Ji  10. 
Das   vorliegende    Werk   bildet  das   XXI.  Heft   der  „Abhandlungen    zur 
Geschichte    der    mathematischen    Wissenschaften    mit    Einschluß    ihrer    An- 
wendungen,  begründet   von  Moritz  Cantor";   es  bringt  die  in  der  König- 
lichen   Bibliothek    zu    Hannover    vorhandenen     von    Leibniz    hinter laasenen 
Schriften  über  Physik  und  Technik  zum  ersten  Mal  zur  öffentlichen  Kenntnis; 
die  in  gleicher  Richtung  liegenden  Briefe  sind  nicht  mit  aulgenommen. 

In  dem  physikalischen  Teil  nehmen  den  breitesten  Baum  die  optischen 
Arbeiten  ein;  sie  behandeln  überwiegend  die  Brechung  und  ruhen  auf  der 
Annahme  eines  geradlinigen  Fortschreitens  der  Lichtteilchen.  Wichtiger 
sind  die  ak-ustischen  Uutersuchnngen,  da  in  ihnen  die  Entstehung  der 
Schallwellen  zur  Darstellung  gelangt.  Am  meisten  Erstaunen  jedoch  dürften 
die    technischen    Betrachtungen    erwecken,    nicht    der    Förderungen    wegen. 
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welche  die  Technik  Leibniz  verdanken  mag,  sondern  weil  sie  einen  Blick 
in  die  onglanbliche  Vielseitigkeit  des  großen  Gelehrten  und  Staatmannes 
tun  lassen.  Wir  erfahren  seine  Bemühungen  um  die  Verbesserung  der 
Uhren,  der  Pumpen,  der  Schiffahrt  und  des  Fuhrwesens,  können  uns  aber 
bei  vielen  Nichtigkeiten,  z.  B.  seiner  „neuen  Manier  zu  schießen^^  seinen 
Bemerkungen  über  Nägel  mit  eingefeilten  Zähnen,  über  Hämmern,  Angeln 
n.  dgl.,  des  Gredankens  nicht  erwehren,  daß  hier  ein  reicher  Geist  mit  seinen 
Gaben  liebäugelt.  Den  Schlußaufsatz  „lustiger  Einfall  über  eine  neue  Art 
von  Schaustellungen^'  könnte  ein  geriebener  Marktschreier  großen  Stils  ent- 
i^orfen  haben. 

Die  Anteilnahme,  die  Leibniz  für  seine  Person  fordern  darf,  wird  durch 
die    hier    veröffentlichten    Schriften    reich    befriedigt;    zugleich    eröffnen    sie 
einen  vortrefflichen  Einblick  in  mancherlei  Denkweisen  des  17.  Jahrhunderts. 
Daher  werden  alle  Freunde  der  Geschichte  der  Physik  und  Technik  es  dem 
Herausgeber  danken,  daß  und  wie  er  die  außerordentlich  mühevolle  Aufgabe 
bewältigt  hat,  die  lateinisch,  französisch  und  deutsch  geschriebene  Hinter- 
lassenschaft  Leibnizens    für  die   Drucklegung  herzurichten;    auch  die    zahl- 
reichen Anmerkungen,  welche  über  die  Zeit  der  Niederschrift  aufklären  und 
sachliche  Erläuterungen  bringen,  bekunden  die  große  Sorgfalt  und  umfassende 
Gelehrsamkeit  des  Herausgebers. 

Berlin.  P.  Johannesson. 

'•  L.  Heiberg  und  H.  G.  Zeuthen.    Eine  neue  Schrift  des  Archimedes. 

Sonderabdruck    aus   Bibliotheca   Mathematica   7,,   1907,    S.  321—363. 
Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner.    Preis  geh.  Jl  1,60. 

J.  L.  Heiberg  hat  in  Eonstantinopel  einen  interessanten  Fund  gemacht. 

^nter  den  Schiiftzügen  eines  Manuskriptes  des  XI  Li.  Jahrhunderts  vermochte 

®^  den  abgewaschenen  Text  einer  älteren  Handschrift  aus  dem  X.  Jahrhundert 

^^  entziffern;  sie  stellte  sich  als  eine  Abhandlung  des  Archimedes  heraus,  die 

^^ü    bisher   nur  aus  Zitaten  Herons  kannte.     Ihr  Inhalt  ist  insofern  von 

^uBerordentlicher  Wichtigkeit,   als  er  einen  Einblick  in  die  Arbeitsmethode 

*®^  -Archimedes  gestattet.    In  allen  anderen  Abhandlungen  gibt  Archimedes 

^^^  Xehrsätze  mit  formvollendeten  Beweisen.    Hier  berichtet  er  dem  alexan- 

^'■^^Äischen  Gelehrten  Eratosthenes,    dem  er  vorher  die  behandelten  Lehr- 

^Ätze  ohne  Beweis  (Kubaturen  von  Rotationskörpern  und  Segmenten  derselben) 

'^^^geteilt  hatte,  wie  er  mit  Hilfe  der  Mechanik  aus  Schwerpunktsbetrachtungen 

^    Seinen  Theoremen  geführt  sei,  und  empfiehlt  ihm  diese  heuristischen  Me- 

**^o<i^ii  2U1.  Auffindung  weiterer  Sätze.    Dieser  analytischen  Behandlung  läßt 

^^clximedes  zum  Teil  die  strengen  geometrischen  Beweise  folgen.   Der  Schluß 

r®*"    Abhandlung,  in  der  sonst  nur  geringe,  leicht  zu  ergänzende  Lücken  auf- 

^'^^n,  fehlt.  —  In  einem  zugefügten  Kommentar  bespricht  Zeuthen  die 
^^^tximedischen  Herleitungen  und  sucht  historisch  die  neue  Abhandlung  den 
'^nnten  Schriften  des  Archimedes  einzureihen. 

Berlin.  Tropfke. 
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1.  Aufgaben  und  Lehrsätze.    Lösungen. 

* 

A.  Aufgaben  und  Lehrsätze. 

194.  Bezeichnet  man  die  C  lausen  sehe  Reihe  (Grelles  Joum.  HL  Bd.) 

a-ß^y  a(a+  1)  -  ß  {ß  +  1) '  7  (y  +  ^)  ^j    , 

^■^l-d.«"^        1. 2.6  (d +!).«(« +  1)  "^ 

kurz  mit  F  (a,  ß,  y,  ö,  f,  a;),  so  gilt  die  Gleichung: 

^  '  ^  VSn'      2        6n'  6n'      3'      3'      ^/ 

worin  co  eine  primitive  dritte  Einheitswurzel  bedeutet. 

Aussig,  Böhmen.  stud.  math^Jos.  Krug. 

196,  Zu  beweisen,  daß  für  jeden  Wert  von  x 

Aussig,  Böhmen.  stud.  matb.  Jos.  Krug. 

196.  Bellt  eine  logarithmische  Spirale  auf  einem  Kreise,  so  beschreibt 
der  Erümmungsmittelpunkt  des  jeweiligen  Berührungspimktes  eine  Archime- 
dische Spirale,  der  Pol  aber  eine  gewöhnliche  Kreisevolvente. 

Speyer.  H.  Wielbitner. 

197.  Die  im  Abstände  l  auf  der  konkaven  Seite  genommene  Parallel- 
kurve einer  logarithmischen  Spirale  ist  mit  derjenigen  Evolvente  derselben 
logarithmischen  Spirale  kongruent,  für  welche  die  Abwickelung  in  dem 
Punkte  der  Spirale  beginnt,  der  von  ihrem  Pole  die  auf  der  Kurve  ge- 
gemessene Entfernung  l  hat. 

Speyer.  H.  Wielbitner. 
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B.  LÖBungen* 

Zu  17  (Bd.  I,  S.  370)  (C.  A.Laisant).  —  Soit  un  diterminant,  dont  on 
consxdere  une  diagonale  Ä  JB^  et  les  lignes  obliques,  parallMes  a  cette  diagonale 

Ä B 


Le  cLeterminant  etant  du  «*  ordre,  ces  lignes  ont  n —  1,  n —  2, .  .  .,  2, 1  termes. 

Ceci  pose,  soient  p^  Q^  f',  -  -  -,  *^^  t  des  nombres  indetermines  quelconques, 
an  nombre  de  n—  1. 

On  multiplie  les  termes  de  la  premiere  ligne parallMe  s.  AB  par i>, 9, . . ., ^; 
ceiix  de  la  2%  par  pq^  qr^ .  ,  .y  zt^  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  demier  terme 
(de  Tangle)  qui  est  multiplie  par  j>,  g,  r, . . .,  t  Enfin,  on  divise  chaque  terme 
au-dessus  de  ^^  par  le  meme  nombre  qui  a  servi  de  multiplicateur  au  terme 
sjmetrique. 

Demontrer  que  le  nouveau  determinant  obtenu  est  equivalent  au  d^ter- 
°^ant  donne. 

^         N.  B.  Cette  transformation  peut  etre  precieuse  dans  certaines  applications, 
*  cause  de  Tindetermination  des  elements  i>,  ^,  .  .  .,  t 

Man  multipliziere  die  neue  Determinante  mit ^ „ ,    femer, 

pq        r        . . .  t 

'^  ihren  Wert  ungeändert  zu  lassen,  die  1.  Zeile  mit  j?,  die  3.,  4.,  . . .  (n—  1)., 

«.  Spalte  mit  q,  die  4.,  5., ...  (n  —  l).,  n.  Spalte  mit  r  u.  s.  f.,  die  n.  Spalte  mit 

^-    Man  sieht  nun  leicht,  daß  aus  der  1.  Spalte  der  Faktor  p^  au3  der  3.,  4., 

*  •  *  (**  —  1).,  n.  Zeile  (?*"^  aus  der  4.,  5.,  .  .  .  (n—  l).,  n.  Zeile  r**"'  etc.,  aus 

"®^  n.  Zeile  der  Faktor  ^,  zusammengenommen  das  Produkt  p.  g*"*.  r**~*  .  .  .  t 

▼or  die  Determinante  tritt.     Es  bleibt  dann  nur  die  ursprüngliche  Determi- 

^Mite  übrig,  womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Um  eine  Anwendung  dieses  Satzes  zu  geben,  betrachte  ich  folgendes  Bei- 

JP^^I:   „Alle  Tetraeder  zu  finden,  die  mit  einem  gegebenen  dasselbe  Volumen 

®^'tzen."     Sind  (x^,  y^  z^)  (»  =  i, «,  8,4)  die  Koordinaten   der  vier  Ecken   des 

^^ö'benen  Tetraeders  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  so 

^^  ^e\anntlich  das  Volumen  V  desselben  gegeben  durch: 

I      1     ^     ^1     ^1 
1     x^     y^     z^ 

1     «8     yz     h 
1     x^     y^     z^ 

Andererseits  ist  nach  dem  voranstehenden: 

I        1         ^        Va      Ii_ 
I  P         P9[     P9.^ 


=  6  7. 


^2 


q        ^r     I  =  6  7. 

pa     ^i<i     Vz 


^8 


pqr     x^qr     y^r       z^ 


1^  Venniflchte  Mitteilungen. 

Hierin  hat  maa  die  Psirmmeter  p,  g,  r  alle  Werte  von  —  cx)  bis  -|~  ^^  (0  aus- 
genommea  dorchlmafiHi  la  lassen,  um  alle  Tetraoder  der  verlangten  Eigen- 
schaft AU  «»iialtiB^  und  xwar  ergeben  sich  4  Scharen  derselben,  von  denen  jede 
dftdurek  «Mtfisteht^  dafi  drei  aufeinanderfolgende  Ecken  sich  in  Ebenen  bzw. 
parallel  di^r  TZ^  ZX,  XF Ebene  bewegen,  während  die  vierte  Ecke  eine  be- 
liebig« L^ig^  im  Räume  einnimmt. 

B<»rUn.  cand.  math.  Werner  Gaedecke. 


Zu   177    «Bd.  XI,   S.  276)   (W.  Fr.  Meyer).  —   Sind  x,  y,  z  recht- 
winklige Koordinaten  eines  Baumpunktes,  so  stellen  die  Gleichungen 

bei  oicht  verschwindender  Determinante  (oq  \  Cj)  stets  eine  Parabel  dar  und 
umgekehrt.  Es  sind  die  Elemente  dieser  Parabel  (Lage  ihrer  Ebene,  Lage 
von  Achse>  Brennpunkt  und  Direktrix,  Wert  des  Parameters)  zu  berechnen. 
Der  Koordinatenanfangspimkt  sei  0\  die  zu  bestimmende  Kurve  be- 
Aeichue  man  mit  K  und  setze  die  Determinante  (öq  \  Cg)  «  D,  ihre  Unter- 
determinanten (6q  Cj)  —  ^,  (co  «i)  =-  -B,  («0  ^i)  ==  ^-     Dann  ist 

mithin  genügen  jp,  y>  n  der  Gleichung  Ax-\-By-\rCz^J).    Diese  Gleichung 
x(eUt   dit^ttige  Ebene  jb'  dar,  die  von  den  Koordinatenachsen  die  Strecken 

ox-J,    ox  =  ^,    oz  =  ^ 

ab«4.bnei4i»l;  at;»o  ist  die  Kurve  K  eine  in  der  Ebene  B  liegende  Kurve. 
Kin#  b#li#bige>  der  yjs-Ebene  parallele  Ebene   schneidet  die  Kurve  K 

\u  d^  beiit^n  Piuetkten 

—  Ol  ±  Vo!-4ao  (g,  —  X) 

IH*>*^  kNakkW  (MW  susammen,  wenn  x  =  — ^-—^ *  =  x^  ist;  mithin  be- 

v4K»«   vj^  Kben^  ^  —  jr^    die   Kurve  K\  der  Berührungspunkt  ist  bestimmt 
siuivii  \  -"       J^  *     Pk^aglwchen  wird  die  Kurve  K  berührt  von  der  Ebene 

,       H  *"         1  k  ^^^^   Pviukte   ^  ™  "~  2^  1^^  ^on  der  Ebene  z  -=  z^  = 

'^"^^^      ^^\^  ^Nw^kl^  i  *•  ^  o*   •     ^^  bezeichne  nun  L  den  in  der  Ebene 

N  >4Wvik  »  —  <»^  WäU  ^  ^  Ky^  bestimmten  Punkt;  die  entsprechenden  durch 
x ,  ;  -  ty  v^  viwvh  X  ^  x^^  y  =»  ^1  bestimmten  Punkte  seien  M 
Vm>^  \  (S^¥^  ^1  4a*  in  der  Ebene  E  liegende  Dreieck  LMN  ein 
kS*^sv*4«^;*Ji^v^>Jt  ^A>M^  Kurv*  A';  die  auf  den  Seiten  MN,  NL,  LM  liegenden 
^^  >j^iv.  H.i^<s^*>Al^  ^Ä?^  I\  V.  A*»  Femer  ist  das  Dreieck  LMN  dem  Drei- 
A  V    \  >  •    ^Wiw^^  ^^  WSttdti^t  sich  mit  ihm  in  Ähnlichkeitslage. 

^  »<w    iJvv  vVv^N^  vW^^  Kwrxe  A'  zu  bestimmen,   projiziere  man  diese  auf 
^r.       .  V>\^-sv      sV  V^KN^^I^VWg  dl«'  Projektion  ergibt  sich  durch  Elimination 
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Man   findet  zunächst  k  —  ^  ^ — ^ —  und  erh&lt  sodann  nach  hin- 
reichender Reduktion:  0  » 

(I)    (6oa;-«oy)*-[26o(aA)  +  ^CGa;+[20o(a,&o)  +  «iC]y+(a»^)*-(oi^)^- 

Da  diese  Gleichung  eine  Parabel  darstellt,,  so  ist   auch   die  Kurve  K  eine 
Parabel. 

Das  ursprüngliche  Koordinatensystem  werde  jetzt  parallel  mit  sich 
selbst  Terschoben,  so  daß  0' ==  (x^j  y^,  z^)  der  neue  Anfangspunkt  wird. 
Die  neuen  Koordinaten  seien  x\  y\  0';  dann  ist  x  ^  x'  -\-  x^,  y  =  y'  +  3^1, 
iP  =  je:'  +  jpj;  die  x'- Achse  geht  durch  i,  die  y '-Achse  durch  M^  die 
f '-Ache  durch  K,     Die  Gleichung  der  Projektion  K*  der  Parabel  K  auf  die 

oj'y '-Ebene    erhält   man,    wenn    man   in    (I)  x'  -\-  x^   oder  x'  +    —  °*        ' 

für    X    und   y' +  y^    oder   y' -] ^r fClr   y   einsetzt.      Nach    einiger 

Rechnung  und  Reduktion  ergibt  sich 

(n)  (^.'-  a,t,y-^^  (6ox'+  «0/)  +  4^  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Projektionen  der  Punkte  P  und  Q  mit  P'  und  Q\  so 
findet  man 

«'«'  =  4^8'    ^'^-*^- 

Die  Gleichung  der  Parabel  JT,  bezogen  auf  die  Tangenten  NQ  und  ^P 
als  Koordinatenachsen,  hat  dieselbe  Form  wie  (II);  sie  lautet,  wenn  man 
die  Koordinaten  mit  |,  rj  bezeichnet  und  NQ^^l^  JVP=-wt  setzt, 

(m)  (m^  -  IfiY  -  2lm  (m^  +  It})  +  l^m^  =  0. 

Die   Elemente   der  Parabel   lassen   sich  jetzt   durch   Z,  m  und   den  Winkel 
PNQ  =  9  ausdrücken;  man  findet  als  Gleichungen  der  Achse 

(IV)  m|  —  /«  +  ,.,,,, T — i  =  0, 

^     ^  5*1    j«-|- 2imco894-*'* 

als  Gleichung  der  Scheiteltangente 

/\r\   ti    \                   \  }.    I    /7               I       \           /w(/ +  wco8  9)(Zco8op  +  m)        . 
V )  (^  +  *w  COS  op)  §  -f  (/  cos  op  +  m)  w ~~,    -,     ^-^^ — r-^-^ — '  =  0, 

als  Gleichung  der  Direktrix 

(VI)  (^  +  w»  cos  9)  §  +  (/  cos  qp  -f-  m)  ij  —  a&  cos  9  =  0, 

als  Koordinaten  des  Brennpunktes 


/*-f  2/wco8  9  +  m*'       '0        Z*+2Zmco89  +  w*' 

als  Halbparameter 

(Vni)  p=.  2Z«m«8in«9 


yU*  4-  2  Zm  008  9  4-  wi*)' 
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Da  die  Gleichung  (II)  die  Projektion  der  Parabel  (HI)  darstellt, 
stehen  zwischen  den    Größen    2,  m,  |,   t}    und    0'Q\  O'P',  x\  y'  die  B^  ^ 
Ziehungen 

O'Q'  (P  O'P'  (P 


cobO'LN      4ao6Jco8  0XJ^''  cob  O'MN       iagd^  cos  OFJZr 

5       A/xp/nrsr»     ^ 


008  OXZ'     ''       cos  0  YZ 

Es  ist  nun 

cosoxz  =  ^=-^=££=-^=L=,  cos  orz  =  —J=^ 

Femer  ist 

^^^       ZX*  +  ZY*-XY^  AB 

cos  qp  -  cos  xzr  =  — 2zjr~zr —  ^ 


y(^»  +  c«)(c«  +  ^'^' 


Es  ergibt  sich  also 


cyc*  +  Ä*     __  cyg'+c«     _  xyc^+A*     _  yyß^  +  c 

^"^        4a,6J       ''^■"        4aJ6,       '^"  0  '  "^  ~"  C  » 

i  +  Wt  cos  OP  =  ,       --°^,    i  cos  OP  +  W»  =  -^—zr=^=z  , 

^       4aa68yC«+^«'  ^^  4a86a>/5«+C«' 

^^+2ln,cos,,  +  -^-^^5±^^-^^ 

Durch   Einsetzen    dieser  Werte    erhSlt   man    aus  (IV),  (V),  (VI)  d 

Gleichungen    der   Projektionen    der   Achse,    der   Scheiteltangente   und  ^' 

Direktrix  der  Parabel  K  auf  die  x'y '-Ebene 

(IV)  hx-a,y _^-^^-^^___     -.0, 

(V)  («„C  -  e,A)  X'  +  (p,C  -  c^B)  y' -  ^-^^|^+^^  - 
(VI')  {a,C  -  c,Ä)  X  +  (6o C  -  c^B)  y'  -  f^^^  -  0, 

aus  (Vn)  die  Koordinaten  der  Projektion  des  Brennpunktes 

(Vir)    a^i  -  ^cos  OXZ=  ^^J^+^L_^^,  yi=r,,cosOYZ^  ^_^_^|±^1_-^- 

und  aus  (VIU)  den  Wert  des  Parameters 

^"2y(a5  +  6J  +  cJ)«* 


er 


Die    Gleichungen    der    Projektionen    der   Parabel    Ä",    der  Achse, 
Scheiteltangente,  der  Direktrix  und  die  Projektionen  des  Brennpunktes  ^^^ 
die  ^'-e '-Ebene   und   auf  die   ;f'ir'- Ebene   ergeben  sich  aus  den  Gleichung'*^ 
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(n)  und  (IV)  bis  (Vll')  durch  zyklische  Yertauschung,  und  den  Übergang 
zn  den  nrsprtinglichen  (xyz-)  Koordinaten  vermitteln  die  Substitutionen 

*^         j-      ^  y  ^  y         Ah      ,»— » 


4ao      '  ^       ^  *^      '  *c. 


0 


Damit  sind  die  Elemente  der  Parabel  K  durch  die  gegebenen  Größen  a,  2>,  c 
bestimmt. 

Prenzlau.  W.  Stegemann. 

Zu  184  (Bd.  Xn,  186)  (G.  Kober).  —  Die  Aufgabe  ist  zu  der  Auf- 
gabe 173  (Bd.  XI,  132)  dualistisch.  Wir  deuteten  in  der  zu  173  gegebenen 
Auflösung  (s.  Bd.  XII,  281/83)  die  dualistische  Umwertung  schon  an.  Daher 
beschränken  wir  uns  hier  auf  die  wesentlichsten  Angaben,  wobei  wir  auch  die 
Yon  Herrn  Eober  selbst  a.  a.  0.  gegebene  Ergänzung  benutzen. 

Ist  A^UjU^Uj^O  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes  K ^ a^ u| -|~ <Vs^l 
-f  «8^1 "»  0,  so  hat  der  einer  Tangente  T  (v^,  v^,  i^^)  in  bezug  auf  A  har- 
monisch zugeordnete  Punkt  P  die  Koordinaten  Öa?|  =  vf  ^  (i  =  1, 2, 3).  Mittels 
der  Gleichung  von  K  erhält  man  daraus  sofort  die  Gleichung  des  Ortes  von  P 

(1)  A  =^  fi^^^  +  «f  ^^  +  «j^^  =  0. 

Das  ist  eine  Quartik  mit  drei  Inflezionsknoten  in  den  Ecken  von  A.    Ist  das 
Grunddreieck  A  ^  Ä^Ä^Ä^  (mit  den  Seiten  a^,  o,,  Og),  und  schneidet  T  die 
Seiten  in  Sl^^  .^j,  .^3,  so  muß  man  auf  jeder  Seite  zu  ^^  den  vierten  harmonischen 
Punkt  0|  in  bezug  auf  die  betreffenden  beiden  Ecken  bestimmen,  dann  schneiden 
sich  die  Geraden  Ä^O^  in  P.    Die  drei  Seiten  Oj,  o^,  0^  des  A  O^O^O^  sind 
nun,  wie  man  leicht  zeigt,  selbst  Tangenten  an  K  und  bilden  mit  T  ein  voll- 
ständiges Vierseit,  dessen  Diagonaldreieck  .^^.^2-^9  ^*    Heißen  wir  die  Be- 
rührungspimkte  der  Seiten  01,02,03  bez.  B^^B^^B^^  die  Seiten  des  /S^B^B^B^ 
bez.  5^,  ^2,  ^3,  so  schneiden  sich  o^d^,  022^29  ^s^s  ^^  ^^^^  Punkten  einer  Geraden 
ty  welche  durch  P  geht  und  dort  A  berührt. 

Sind  in  (1)  die  drei  Fundamen talseiten  reell,  so  muß  eines  der  a^  negativ 
Sein.  Dann  haben  von  den  drei  Inflexionsknoten  nui*  immer  zwei  reelle  Zweige, 
<ier  dritte  ist  isoliert^   die  vier  Doppeltangenten  sind  imaginär.     Setzt  man 

asj  ^  x^  x^^y^  x^^  z^  ^i  ^  ^*»  «2  ""  ^*»  ^s  ~  —  ^»  ^^  ^^^  ^®^  Grund- 
ikegelschnitt  zu  der  Ellipse  x'/a*  +  y^fb^  —  1  «-=  0  und  A  zur  > Kreuzkurve« 
x^t  der  Gleichung  x^y*  =  a^y^  +  b^x^.  Nimmt  man  für  K  die  Hyperbel 
i*?*/«*  —  y^fb^  —  1  =«  0,  so  ergibt  sich  die  >Kohlenspitzenkurve«  x^y^  «-  a^y^  —  b^x^ 
(P.  R  Schonte,  Archiv  Math.  Phys.  (2)  2,  3,  4,  6,  1885—87:  Ülcr  Kurven 
-i.  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten).  Auch  die  gewöhnlichen  Konstruktionen 
dieser  Kurven  gehen  aus  der  allgemeinen  Erzeugung  hervor. 

Setzen  wir  aber  in  (l)  x^  ^  x  +  iy,  x^^  x  —  iy,  rcj ^ ^ («  l)  und  legen 
^ie  gleichseitige  Hyperbel 

(2)  «1-' {x  +  iyy  +  «r'  (^ - '»*  +  «8-' ^ 2«,-' (^'-y')  +  «8"'  =  o 

zugrunde,  so  wird  A  zu  der  Kurve  2«^  (x^  —  y*)  +  «s  (^*  +  y^)^  =  ö»  ^^^ 
tfja  «8  —  —  1,  «1  =  y  a^  in  die  »BemouÜische  Lemniskate«  mit  der  Gleichung 
C^  +  y^*  =  rt*  (x^  —  /)  übergeht. 

Speyer.  H.  Wibleitner. 


rf  n  * 
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Eine  ähnliche  Lösung  ist  noch  von  Herrn  W.  Stegemann  (Prenzlau) 
eingelaufen.  Sie  beantwortet  auch  die  zweite  Frage  und  zwar  genau  in  der 
Weise,  wie  es  Herr  G.  Eober  im  Anschluß  an  die  Wieleitnersche  LOsung 
der  Aufgabe  173  getan  hat.  Red. 


Zu  186  (Bd.  Xn,  S.  276)  (W.  Fr.  Meyer).  —  Für  a;,  y  als  recht- 
winklige Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  möge  ein  nicht  zerfallender 
Kegelschnitt  durch  eine  beliebige  Gleichung  zweiten  Grades  in  a;,  y  gegeben 
sein.  Dann  sollen  die  Koordinaten  x,  y  eines  Kegelschnittpunktes  als  rationale 
Funktionen  (zweiten  Grades,  mit  demselben  Nenner)  eines  Parameters  dar- 
gestellt werden. 

Die  Aufgabe  läßt  sich  sehr  einfach  in  dem  besonderen  Falle  lösen, 
daß  der  gegebene  Kegelschnitt  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  hindurch- 
geht. Man  benutzt  dann  als  Parameter  den  Richtungsfaktor  einer  Geraden, 
die  in  ihren  verschiedenen  Lagen  stets  auch  durch  den  Koordinatenanfangs- 
punkt hindurchgeht.  Außer  in  diesem  Punkte  schneidet  sie  den  Kegelschnitt 
in  einem  zweiten  Punkte,  dessen  Koordinaten  sich  ohne  weiteres  als  die  ver- 
langten Funktionen  des  gewählten  Parameters  ergeben. 

Auf  diesen  besonderen  Fall  läßt  sich  der  allgemeine  Fall  durch  eine 
einfache  Parallelverschiebung  zurückführen. 

Geht  der  Kegelschnitt  durch  den  Koordinatenanfang,  so  lautet  seine 
Gleichung:  ax^  -\-'by^  -^-cxy  -f  da;  +  ^y  =  0,  und  die  Gleichimg  der  durch 
den  Koordinatenanfangspunkt  gehenden  Geraden  sei:  y  ^=  kx.  Durch  Kom- 
bination ergibt  sich  die  gewünschte  Parameterdarstellung: 

_  d  +  eX  d  +  eX 


o  +  dX'+cX'     ^  a  +  bX*+cX 

Es   sei   hinzugefügt,  daß  die   Elimination  von  X  geleistet  wird   durch 

Einsetzen  von  ^  =  —  in  eine  dieser  Gleichungen. 

Im  allgemeinen  Fall  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnittes:  ax*  -\-  by^ 
-f-  cxy  +  rfiT  +  ey  +  /"  =  0.     Sie   werde  durch    die    Parallelverschiebung 

^  =  ^0  +  ^1  ^  =="  ^0  +  y''  ^^  ^0»  ^0  ^^  ^®°^  alten  System  die  Koordinaten 
irgend  eines  Kegelschnittpunktes,  den  wir  als  Nullpunkt  des  neuen  Systems 
wählen,  und  x\  y'  die  transformierten  Koordinaten  bezeichnen,  verwandelt 
in:  a  x'^  +  h'y'^  -f  c  x'y'  +  d' x'  +  e'y'  =  0  für  a  ^  a,  h'  ^  6,  c'  ^  c, 
d'  ^  2axQ  +  cy^  +  d^  c'  ^  25yQ  +  cXq  +  c.  Das  konstante  Glied  ver- 
schwindet, da  der  Anfangspunkt  der  gestrichenen  Koordinaten  auf  dem  ge- 
gebenen Kegelschnitt  liegen  soll.  Wir  haben  so  wieder  den  besonderen 
Fall  und  erhalten  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Kegelschnittpunktes  in 
der  Form: 

d'  +  e'X '         ,____     ^±0 

oder 

feXoX«  — (26yo  +_e)X  -  {ax^  +  cy^  +  d) 

^^  bV  +  cX+a  ' 

^  —{byo  +  cx^  +  eU«  —  (2aXo  + d)X  + ay, 
^  bX*  +  cX-j-a 


a:   =  — 
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Hier  sind  o,  6,  c,  d,  e  die  Koeffizienten  der  Gleichung,  Xq^  y^  die  Koordi- 
naten eines  beliebigen  Punktes  des  gegebenen  Kegelschnitts.  Dieser  Punkt 
ist  nan  so  zu  wählen,  daß  die  für  x  und  y  gefundenen  Funktionen  von  X 
einfachstmöglich  werden,  eine  Aufgabe,  die  sich  vielleicht  allgemein  gar 
nicht  lösen  läßt.  Es  sei  darum  gestattet,  zum  Schluß  die  Aufgabe  fClr  be- 
stimmte Zahlenwerte  zu  lösen:  Auf  dem  Kegelschnitt  2x^  -\-  ^y^  -\-  Ixy 
—  5a;  —  6y  —  35=-0  liegt  der  Punkt  a^Q  =  5,  y^^"  —  10;  folglich  ist: 

161« 4- 661 +  66  Z*  —  ^^^—}^ 

^^     8I*+7X-|-2     '        ^""    3Z*+7X+V' 

also  z.  B.  für  A  «  —  JJ:  j;  =  +  5,  y  =  —  10;  für  Z  =  —  1:  a?  =  —  7, 
y  -  +  2;  für  A  =  0:  X  =  +  f ,  1/  =  -  10;  für  A  -  +  1:  a:  -  ^^  1/  =  -  V; 
für  A  =»  oo:  a;  =»  +  5,  y  =  +  ■^. 

Hamburg.  Gustav  Berkhan. 


Zu  189  (Bd.  Xn,  S.  370)  (P.  Stäckel).  —  Ein  geometrischer  Trug- 

sdiluß.  —  Wie  bei  vielen  derartigen  Aufgaben,  verschafft  man  sich  auch 

^i  dieser  einen  richtigen  Einblick  in  die  Verhältnisse,  wenn  man  sich  eine 

genaue  Figur  anfertigt.     Der  Fehler  liegt  eben  meistens  in  der  Zeichnung. 

bt  nämlich,  unter  Benutzung   der   von  Herrn  Stäckel  a.  a.  0.   gegebenen 

Kgur,  AB  in  C  und  D  harmonisch  geteilt,  so  ist  auch  CD  in  A  und  B 

^^armonisch  geteilt,  und  es  besteht  demnach  die  Proportion  CAiAD^CBiBD. 

I^tm    ist  C-4  <  ^D,  folgüch  ist  auch  CB  <BD,     H,  die  Mitte  von  CD, 

muß    in   den  größeren  der  beiden  Abschnitte  CB  und  BD  fallen,  d.  h.  in 

^I^.      H  liegt  also  außerhalb  des  Kreises  und  nicht  innerhalb,   wie  in  der 

^igur  des  Herrn  Stäckel. 

Berlin.  A.  Baruch. 

Ahnliche  Lösungen  von  den  Herren  G.  Berkhan,  stud.  ing.  G.  Buhle 
j^arlottenburg),  E.Stamm  (Innsbruck),  W.  Lorey  (Görlitz),  E.  Köstlin 
Scbvr.  Gmünd)  und  den   stud.  math.  J.  Braunschweiger  (Erlangen)  und 
^-  Groß  (Wien). 

2.  Anfragen  nnd  Antworten. 

(Vacat.) 


3.  Kleinere  Notizen. 

Konfttmktionen  des  Krflmmnngskreises  der  geraden  Strophoide* 

,  Da  ich  in  der  mir  zugänglichen  Literatur^)  nirgends  eine  Konstruktion 

^^     Ü^rümmungskreises   der  geraden  Strophoide  gefunden  habe,   so  habe  ich 

*^o.   in  letzter  Zeit  mit  dieser  Kurve  beschäftigt,  und  es  ist  mir  gelungen, 

^  1)  Untersuchungen  über  die  Krümmung  der  Strophoide  sind  öfter  angestellt 

g^v^^^n  und  haben  zu  interessanten  Sätzen  geführt,    welche  auf  eine  Verwand t- 
g.^^^  mit  entsprechenden  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  hinweisen  (vgl.  G.  Loria, 
^^^^^ielle  algebraische  und  &anszendente  Kurven,  Leipzig  1902,  S.  63 — 64).     Ins- 
^o^idere   hat  Booth    in    seiner  von  Loria    zitierten   Arbeit,    die  im  Quarterly 
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eine  Anzahl   von   Kouatrnktionen   zu  finden,   die  memes  Wissens  sBmtlich 

neu  nnd. 

Es  seien  (Fig.  l)  0  and  A  die  Bcheitel  einer  gleiohaeitigen  Hyperbel, 

deren  Asymptoten  M&  und  MH  sind,  P  ein  Punkt  auf  ihr,  dann  lafit  sidi  die 

Kurve  als  Eizengnis  zweier  kongruenten  Strahlbtlschel  auSusen,  deren  Hittel- 
punkte 0  and  Ä 
sind.  Da  dem  Btrahl 
OA  die  Scheitel- 
tangente entspricht, 
und  da  auch  OP 
und  AP  homologe 
Elemente  sind,  so 
mufl     <  POA  — 

<  TAP  —  99  sein. 
Beschreibt  man  nm 
P  mit  PJf  den  Kreis 
der  die  Asymptoten 
in  U  und  V  und 
die  Achse  OA  in  L 
Bchneidet,  so  ist 
ÜT  Tangente  und 
PL  Normale  der 
Hyperbel.        Wird 

<  PMA  mit  if 
bezeichnet,  so  ist 
auch  <CPLM—^ 
und  <0TV—9(fi 

—  (v  +  t)-  wählt 

mau  den  nm  0  mit 
OA  beschriebenen 
Kreis  als  Basis 
einer  Inversion,  so 
entspricht  dem  Punkte  P  der  Punkt  P'  auf  OP,  für  den  OP'  ■  0P=  ÖÄ* 
ist.  Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OPA  und  GAP  folgt,  daß 
PX  =- 90«  -  29,  <0P'A  =  <0AP-'2(fi  +  q,  ist.  Trifft  OP  die 
Scheiteltangente  .42"  in  Z,  so  ist  <AP'Z  =  AZP'=9(i°  —  ff>,  daher 
AZ  ^  AP'.      Der    dem   Punkte    P  entsprechende   Punkt   P'    wird   also    am 

Jonmal,  Bd.  8  (1860)  —  nicht  Bd.  2  (1868)  —  steht  nnd  im  Treatise  on  Bome 
new  geometrical  method«  Bd.  1,  187S  —  nicht  ISTT  —  abgedruckt  iat,  die  Be- 
ziehiuigeu  Aber  die  Krümmungsradien  eatep  rechender  Punkte  bei  der  TranB- 
fonnation  durch  reziproke  Radien  genau  angegeben.  Von  einlachen  Eonetrok- 
tionen  des  Krflnunangsmittelpunktea  erwähnen  wir  die,  welche  Balitrand  und 
ValdÖB  in  ihren  Ai^sätzen  über  die  Stropboide  in  Nouv.  Ann.  (8)  12  und  IS, 
1893  und  lä94,  gegeben  haben;  in  diesen  Abhandlnugen  sind  aach  die  von  Loria 
mitgeteilten  Sätze  über  die  Krümmungskreise  der  Stropboide  ausfahrlich  her- 
geleitet. Ferner  ist  eine  Konstruktion  bemerkenswert,  die  A.  de  Saint-QeimaiD 
m  seinem  Kecueil  d'exercices  eur  la  mäcaniqne  rationnelle  (,1.  Anfl.,  Paris  1877), 
S.  169  ans  kinematischen  Betrachtungen  folgert.  Wenn  wir  trotzdem  den  Artikel 
des  Herrn  Qutache  zum  Abdrack  bringen,  so  geschiebt  dies,  weil  seine  Gnt- 
wickelungeu  ganz  elementar  sind  und  somit  beim  Unterrichte  sich  nützlich  ver- 
werten lassen.  Red. 


Yennischte  Mitteilangen.  199 

einfachsten  dadurch  gefunden,  daß  man  um  A  mit  ÄZ  den  Kreis  beschreibt. 
Schneidet  ^P'  die  in  0  auf  OÄ  errichtete  Senkrechte  in  C,  so  ist  CO  »-  CP\ 
also  ist  P'  der  Schnittpunkt  des  um  C  mit  CO  geschlagenen  Kreises  und 
der  Geraden  AC^  P'  gehört  also  einer  geraden  Strophoide  an,  deren  Doppel- 
punkt 0  und  deren  Scheitel  A  ist.     Die  Hyperbeltangente  FZ  bildet  mit 
dem  Leitstrahl  OP  den  Winkel  90®  —  (9  +  'V');  der  ihr  in  der  Verwandt- 
schaft  entsprechende  durch  0  und  P'  laufende  Kreis  muß  daher  OP  unter 
demselben  Winkel  schneiden;  da  er  die  Strophoide  berühren  muß,  so  liegt 
sein  Mittelpunkt  auf  der  Strophoidennormale,  die  also  mit  OP'  den  Winkel 
fp  +  ^  bilden  muß.    Da  die  Dreiecke  OPA  und  OAP'  ähnlich  sind,  so  ist, 
wenn  F  die  Mitte  von  OG'  ist,  <  AFZ  «=  PMA  —  t/;,  folglich,  wenn  das 
Mittellot  von  OP'  die  Strophoidennormale  in  N  trifft,  <  NFA  —  90®  —  tj;. 
Aach    K^NP'A   ist,    wie    leicht   ersichtlich,    gleich    90®  —  t/;;    die    Punkte 
NFP'A  liegen  daher  auf  einem  Kreise,  also  ist  <  P'-4.^=- 90®.     Somit 
ergibt  sich  eine  einfache  Konstruktion  der  Strophoidennormale:  Man  bringt 
das  Mittellot  von  OP'  in  N  zum   Schnitt  mit  der  auf  P'A  in  A 
errichteten  Senkrechten,  dann  ist  P'N  die  Normale  in  P',     Fällt 
xnan  von  P  auf  0-1  das  Lot  PQ,  so  ist  A  APQ  ~  POQ,  also  ist,  wenn  MQ 
mit  Xj  MQ  mit  y  und  MA  mit  a  bezeichnet  wird,  y  :  (x  —  a)  =^  (x  -{-  a)  :  y, 

claher    y*  — ■  a?*  —  a*.      Da    nun    sin  2^  »  2  sin  9  cos  q>  =-       npt         ^^^ 

— — —  J  v^^ 

OP  =»  y*  +  (ap  —  ay  =>  2x(x  —  a)  ist,   so  besteht   zwischen  q>  und  t/;  die 
Sesiehung 

^1)  tg  t/;  »  sin  29. 

Die  Parallelen,  die  man  durch  0  zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel 
zieht,  sind,  wie  eine  einfache  Überlegung  lehrt,  die  Tangenten  der  Strophoide 
im  Doppelpunkt  0.  Bezeichnet  man  nun  die  Winkel  45®  —  q>  und  45®  —  ^ 
mit  d  und  £,  so  ist  tg  (45®  —  e)  =  sin  (90®  —  26).     Hieraus  folgt: 

(2)  tg  B  -  tgM. 

Sollen  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts  auf  einem  Kreise  liegen,  so 
muß  das  durch  sie  bestimmte  vollständige  Viereck  die  Eigenschaft  haben, 
daß  je  zwei  seiner  Gegenseiten  mit  jeder  der  beiden  Hauptachsen  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  bilden.  Handelt  es  sieb  um  den  zu  P  gehörigen 
Krttmmimgskreis,  so  fallen  drei  Eckpunkte  dieses  Vierecks  in  P  zusammen, 
der  vierte  ist  der  Pimkt  i?,  in  dem  der  Krümmungskreis  den  Kegelschnitt 
schneidet,  es  müssen  dann  die  Tangente  PV  und  die  Gerade  PB  gleiche 
Winkel  mit  OA  bilden.  Da  nun  PV±PL  ist,  so  muß  <  3IPB  ein 
Rechter  sein.  Die  Mitte  S  der  Hjperbelsehne  PR  muß  auf  dem  Durchmesser 
liegen,  der  dem  zu  PR  parallelen  Durchmesser  konjugiert  ist.  Da  aber 
konjugierte  Durchmesser  einer  gleichseitigen  Hyperbel  gleiche  Winkel  mit 
jeder  der  beiden  Asymptoten  bilden,  so  muß,  wie  man  leicht  erkennt, 
<-4JI£Ä  =  i|;  sein.  Der  Ejnimmungsradius  PK  für  den  Hyperbelpunkt  P 
ist  also  gleich  MS.     Bezeichnet  man  <iAMR  mit  i^^,  so  ist 

(3)  tg  (t/;  +  i/;i)  =  2PS  :  MP  =  2tg  2i^, 

also,  wenn  <RMH=  «^  ist,  tg(  90®—  (s  +  s^))  =  2tg(90®—  2b\  woraus  folgt: 

(4)  tg  B,  =  tg»  B. 
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Wird  der  Winkel,  den  OR  mit  der  durch  0  zur  Asymptote  MH  ge- 
zogenen Parallelen  bildet,  mit  3^  bezeichnet,  so  ist,  wie  oben  bewiesen, 

tgi, -tgM,. 
Mithin  gilt  für  die  Winkel  6  und  jj  die  Beziehung 
(6)  tg  d,  -  tg'  d. 

Ut  <BOÄ-  45"  -  d,  -  »„  «0  i«t  tg  (46"  -  »,)  -  tg"  (46"  -  »), 


'g(»  +  »i)-2'g2')'- 


mithi" 

(«) 

Jedem  KrOmmongskreise  der  Hjperbel  entspricht  ein  KrttmmnngskreiB  der 
Strophoide;  der  Strahl  OR  läuft  also  dnrch  den  Punkt  H',  in  dem  der  zum 
Strophoidenpnnkte  P'  go- 
hßrige  Erümronngskreis  die 
Kurve  sclmeidei  Da  sich 
mit  Hilfe  der  hergeleiteten 
Formeln  R'  ermitteln  Uflt, 
so  ist  das  Erflmmungsien- 
trum  fDr  den  Strophoiden- 
ponkt  P'  der  Schnittpunkt 
des  Uittellotes  von  P'B' 
und  der  Kurven  Dorm  ate  in 
P'.  Um  nun  von  der  Hy- 
perbel unabhängig  zu  sein, 
betrachten  wir  folgende  Figur 
(Figur  2.):  £s  seien  0  der 
Doppelpunkt,  Ä  der  Scheitel 
einer  geraden  Stropboide,  P 
ein  Punkt  auf  ihr,  AB  ihre 
Scheitelt angeate,  OC  die  auf 
OA  in  A  errichtete  Senk- 
recht«, OG  und  OH  die 
Halbierungslinien  dervonO^d 
und  OC  gebildeten  Winkel, 
KPOA^q,,  <iPOa=S^ 
<PAO  — (fl.  Errichtet  man 
auf  P4  in  ^  die  Senk- 
rechte ,  die  das  Mittellot 
von  OP  in  JV  trifft,  so  ist 
PN  eine  Normale  der  Stropboide.  Es  kommt  nun  darauf  an,  den  Punkt 
P,  zu  ennitt«ln,  in  dem  der  zu  P  gehörige  Krümmimgskreis  die  Stropboide 
schneidet.  Treffen  OP  und  OPj  die  Scheiteltangente  in  Z  und  Zj,  so  ist, 
da  jIP,  =  AZj  ist,  Punkt  P,  bestimmt,  sobald  man  /fj  kennt.  Dieser 
Punkt  läßt  sich  auf  verschiedene  Arten  konstruieren. 

1)  Bezeichnet  man  ^AOPi  mit  qj,,  <  0.iiP,  mit  tu,  und  <P^OH 
mit  dj,  so  ist  tgd,  =  tg*d;  also  ergibt  sich  folgende  Konsti-uktion:  Man 
tragt  an  OH  in  0  den  Winkel  XOH  =  d  an,  errichtet  auf  Oi  in  X  die 
Senkrechte,  die  OH  in  Y  schneidet,  und  bringt  die  auf  XY  in  Y  errichtete 
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Seakrechte    mit    dem    von    _Y   auf  0//  geftllten    Lote    in    X^    ■/.nm    Schnitt, 

dann  begegnet  OXj  der  Scheiteltangente  in  Z,. 

2'l  Da  tg  (9)  +  gi,)  —  2  tg  2rp  ist,  kann  man  auf  folgende  Art  ver- 
flUiren:  Man  zeichnet  die  Symmetraie  von  OF  in  hezng  anf  OA,  die  von 
der  anf  OP  in  P  errichteten  Senkrechten  in  L  getroffen  wird,  und  verlängert. 
PI,  tun  sich  selbst  bis  Z,,  dann  läuft  Oi,  durch  Z[.  Es  ist  zu  beachten, 
dafi    Punkt  L  anf  ÄZ  Uegt. 

3)  Zieht  man  durch  L,  die  Parallele  zu  ÄZ,  die  PZ  in  Q  trifft,  ao 
ist  rZ  =  ZQ  und  QL^  =  2ZL~  4AZ^4ÄP.  Hieraus  ergibt  Bich 
folgende  Konstruktion:  Man  verlängert  PZ  um  sich  selbst  bis  Q  und  fSllt 
»on  <)  auf  AO  das  Lot  (^li,  dem  man  die  Länge  (/X,  =  iAP  gibt,  dann 
geht    01^  durch  Z,. 

4)  Aus  der  Beziehung  tg  (gp  +  ip,)  =  2  tg  2  ly  folgt,  daß  cotg  ^{w  +  m,) 
=-  2  cotgu  ist-  Hieraus  folgt:  Verlängert  man  AP  bis  zum  Schnitt  t'  mit 
OC,  halbiert  0  F  in  F,  tragt  an  JP  in  ^  den  doppelten  Winkel  VAO 
»n,  dessen  freier  Schenkel  00  in  2^  trifil,  und  beschreibt  um  F  mit  FO 
den  Kreis,  der  AF  in  P,  schneidet,  80  liegt  P,  auf  dem  KrOmmunga- 
fa^ise  des  Punktes  P. 

öl  Im  Dreieck  PAP^  ist,  wenn  die  Differenz  der  Winkel  APP^  und 
■^  -''1  J'  mit  t  bezeichnet  wird,  (r^  +  r)  :  (r,  —  r)  =  cotg  y  (w  +  to,)  :  tg  }  £. 
Da  aber,  wie  oben  bewiesen,  (r^  -f-  »*)  :  (""i  ~  *■)  —  2  :  sin  2  ä  =  2  :  sin  u  ist, 
***  ist  tg|^  =  C08w.  Fällt  man  von  P  auf  OA  das  Lot  PM,  so  ist 
"~^—  =  00a  ca  =  tg  JtfZ^,  daher  ist  <  AZM  ^  \  s.  Es  ist  <P^PA 
=-  90»-  1(0)  +  «,)+  J  f.  Da  nun  <OAV  ^  ^w  +  "i)  ist,  so  ist,  wenn 
**^  der  Schnittpunkt  von  F-4  und  MZ  ist,  <  üf  W.d  =  90"  —  ^(u  +  «,) 
"•"  I  *  -  <i'iPJ-  Besehreibt  man  um  Ä  mit  4P  den  Kreis,  der  4P,  in 
;r  »^riffl,  so  i8t<.4PJ  =  90"  — {(u  +  to,)=<  r^Z  und  <P,PZ-J(=.4ZJU. 
"Jthia  läßt  sich  Punkt  P,  in  folgender  Weise  ermitt«ln:  Man  bringt  AP 
■"»d  oc  in  K  j.un.  Schnitt,  halbiert  0  (7  in  V,  fitUt  von  P  auf  OA  das 
V^t  i>j/  und  tragt  an  AP  in  P  den  <  F4Z  an,  dessen  freier  Schenkel 
^^öi  Hin  A  mit  AP  beschriebenen  Kreise  in  J  begegnet.  Dann  trägt  man 
**»  JP  in  P  den  <,MZA  an  und  verlängert  seinen  freien  Schenkel,  bis 
^  -AJ  in  Pj  schneidet.  Punkt  P,  gehört  dann  dem  Krlimmungs kreise  des 
'^•laktes  P  an. 

6)  Da  <F40  =  i(o)  +  ta,)— 9ü''-(fl)  +  (pi)  ist,  so  ist  <0K4=:.p  +  T„ 
^thin.  wenn  E  der  Schnittpimkt  von  AV  und  OP  ist,  <  OK^  =  91)*+ g.,. 
^»lu  ist  aber  <  0Z,4  =  90"  -  ip,,  die  Punkte  0J?4Z,  liegen  also  auf 
*^t»  Kreise,  dessen  Durchmesser  OZ,  ist.  Daher  ist  <  OEZj  =  90".  Aus 
^fr-sen  Eigenschaften  ergibt  sich  eine  Anzahl  von  Konstruktionen  des 
^^■"Oaimungskreiaes,  von  denen  ich  nur  noch  eine  hervorhebe:  Man  verlängert 
i^-f.  bis  diese  Gerade  den  Strahl  OC  in  P  trifft,  und  halbiert  OfJ  in  T. 
^«■nn  enichtet  mau  im  Schnittpunkt  F  von  OP  und  AV  auf  OE  die 
f**»»fcecbte,  die  die  Scheiteltangente  in  Z^  schneidet.  Der  um  A  mit  4Z, 
"*'»cfarii-bene  Kreis  liefert  dann  auf  0Z^  den  Punkt  P^,  und  das  Mittellot 
auf    pp^  trifft  die  Normale  PN  im  Krümmungsmittel punkte  K. 

Die  hergeleiteten  Formeln  gelten,  wenn  Punkt  P  auf  der  Schleife  der 
Amde  liegt.     Ist  das  nicht  der  Fall,  so  verlängert  man  die  Achse  40 
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^^H  und  die  Tangenten  GO  und  HO  bis  zu  den  Punkten  A',  G',  W  i 
^^m  zeichnet  <POA'  mit  9,  <POM'  mit  S,  <P^OÄ'  mit  tp^  und  <!„ 
^^H  mit  d,.  Dann  haben  die  Formeln  (5)  und  (6)  Geltung,  miüiin  behalt«a,  1 
^^^1  geringfügigen  Änderungen  abgesehen,  die  angegebenen  Konstruktionen 
^^B  KrümuLungskreises  ihre  Gültigkeit.  Es  ist  aber  meiat  bequemer,  anders 
!^^*  verfahren.  Trifft  nämlich  .4P  die  Strophoide  7.um  zweiten  Male  in  TI, 
entsprechen  sich,  da  AP'  ATl^  AO  ist,  P  und  H  in  einer  Kreisverwaii 
Schaft,  deren  Basis  der  um  A  mit  Ä  0  beschriebene  Kreis  ist.    Die  Strophe 

Iist  also  eine  sich  selbst  inverse  Kun'e.  Sowohl  die  Tangenten  als 
Normalen  in  P  und  77  3ind  also  die  Schenkel  zweier  gl  eich  sehe  nkli. 
Dreiecke  ober  der  Basb  PIl.  Dem  Kriimmungskreiae  fflr  Punkt  P  entspri 
der  /u  n  gehörige  Krümmungskreis;  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  ei 
durch  A  laufenden  Geraden  und  ihre  Sohnittpunkte  auf  dem  um  A 
A  0  beschriebenen  Kreise.  Hat  man  also  den  Krümmungskreis  für  PtinlE 
konstruiert,  so  ist  es  leicht,  den  Krümmuugs kreis  für  Punkt  11  zu  zeichi 
Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  eine  Tangenten-  und  Normal enkouGtruk 
erwähnen,  auf  die  mich  mein  Freund  .1.  Unverricht  aufmerksam  gems 
hat.  Schneidet  die  auf  .4  P  in  U  errichtete  Senkrechte  {Fig.  2)  die  Ä.. 
AO  in  U;  so  verhält  sich  OU  :  UV'  wie  OM:PU,  also  ist,  da  0  F  = 
ist,  PU:ÜV'  —  AM:AP.  Fällt  man  von  A  auf  die  Tangente,  di 
Berührungspunkt  P  ist,  das  Lot  AT,  ao  ist  cosm  =  tg  ^^PT",  mithin 
AM^  AT  und  PUi  Uü'  =  AT:  AP.  Da  somit  A  POT' ~  TAP 
so  ist  <  Uü'tp  ^  -C  APT.  Hierauf  gründet  sich  folgende  Konstnikti 
Man  zieht  durch  den  Scheitel  A  einen  beliebigen  Strahl,  der  die  Stropbo 
in  P  und  J7  und  die  auf  OA  in  0  errichtete  Senkrechte  in  U  trifft.  Zu 
man  nun  durch  ü  die  lü  AU  senkrechte  Gerade,  die  ^40  in  t"'  achneid 
und  verlängert  V'ü  um  sich  selbst  bis  N',  ao  sind  N'P  und  iVi7  i' 
Normalen  der  Strophoide.  Herrn  unverricht  verdanke  ich  auch  die  Kennti 
einer  einfachen  Formel  filr  die  Ordinate  j;  des  Krümm ungsmiltelpunktes 
Wird  AP  mit  r  und  dos  von  P  auf  AO  gefällte  Lot  PM  mit  y  bezeichn 

BO  iat  7)  =  ^ -_  -.    Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  folgende  Koustruktii 

Man  verlängert  (Fig.  2)  ZA  um  2  ZA  bis  Z,  und  AO  am  AM  bb 
hierauf  zieht  man  die  Gerade  SZ^,  die  0  l'  in  Ä'  trifft.  Die  durch  A''  : 
Achse  OA  gezogene  Parallele  schneidet  dann  die  durch  P  laufende  Kurvi 
normale  im  Krümmungszentrum  K. 

Breslau.  0.  Gvtsche.') 

Erweiterung  des  ?)äbeniui;»ierfalireiiH  des  NlcoluaM  v,  Cuh«  znr 
und  Teilung  von  Kreialtog'eii. 

Eine  der  einfachsten  Näheningsmethoden  zur  Streckung,  d.  h.  Relrt 
eines  Kreisbogens  ist  diejenige  des  Nicolaus  v,  Cusa.  Soll  nach  diN 
Bogen  AB  (Fig.  l)  gestreckt  werden,  so  verlängere  man  den  Durchmesierj 
um  den  Radius  OC  bis  Ä.  Die  Gerade  ItB  schneidet  dann  auf  der  durch 
gezogenen  Tangent«  eine  dem  Bogen  AB  angeuübert  gleichlange  Strecke  A 
ab,  vorausgesetzt,  daÜ  der  Zentriwinkel  des  Bogeua  kleiner  als  30"  \8t,_J 

1)  Im  besten  Manueeallei  ist  der  Verfasser  den  Folgen  einer  Opc 
4.  Hai  1907  erlegen. 
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§  1.  Im  folgenden  soll  ein  diesem  entsprechendes,  aber  genaueres  Nähe- 
rosgSYei&hren  mit  größerem  Gültigkeitsbereiche  abgeleitet  werden. 

Sehneidet  die  Oerade  LB  auf  der  Tangente  AB'  ein  dem  Bogen 
AB'^ffp  genau  gleichlanges   Stück  J.T  ab  und  setzt  man  J.Z  =»  ^,    so 

.findet  man 

r<p  (1  —  coB  q>) 


(1) 


ry  (1  —  COB  y)  ^      /«  _  ?!  _  _?!_  4_      ^^  \ 

qp  —  Bin  y  V        10        4200  "^  126000  "    /  * 


Flg.  1. 


Halbiert  man  den  Bogen  AB  durch  D,  den  Bogen  AD  durch  F  und 
«etat  ^D  =  Ä,  ÖF  — Äi,  OE^q,  so  ist 


9>' 


46080 
49162 


) 


)■ 


Ä_r-(,-r(l-co8|)-r(^-^  + 

'fit  Hilfe  dieser  Formeln  erh&lt  man 

V-^;        3r  _  -  Ä  -  j^  (4Ä1  -  A)  -  r  ^3  -  j5  -  j2^^^  +  ^gjggg^ 

"^btrahiert  man  (2)  von  (l),  so  ergibt  sich 


)• 


(3)  i_3r-iA-g|(4A,-A)  +  iJ. 

*^^en  Ausdruck  kann  man  fogendermaBen  schreiben 


5 


^^^  vernachlässige  die  beiden  letzten  außerordentlich  kleinen  Glieder  und  bilde 
folgende  zwei  Formeln 

lö)  /,  -  3r  -  -J-Ä  -  (4Ä,  -70  -|  (4Ä,-/0. 
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Hierin  ist,  wie  man  leicht  zeigen  kann,  ^^  >  Z  >  l^j  so  daß  der  gesuchte  Punkt 
L  zwischen  den  zu  l^  und  1^  gehörigen  beiden  konstruierbaren  Punkten  L^ 
und  Xj  liegt.  Die  Geraden  L^B  und  L^B  schneiden  auf  der  durch  Ä  gehenden 
Tangente  zwei  Strecken  AT^  und  ÄT^  ab,  und  zwar  ist  ÄT^  <,  ÄT<,  ÄT^. 
Eine  nähere  Untersuchung  zeigt,  daß,  wenn  der  zu  streckende  Bogen  kleiner, 
als  der  dritte  Teil  des  ümfangs  ist  (genauer:  cp  <  116^  34'),  der  Abstand 
der  Punkte  7\  und  T^  kleiner  als  der  der  Punkte  L^  und  L^  ist    Da  nun 

dieser,    nämlich   ^i  —  ^j  =  ^  (-i^i  —  //),  sehr  gering  ist,  —  er  ergibt  sich  fllr 

9  =  —  ZU  rund   -qT^  ^  ^uid  für  9  «  —  zu  ^kkö  **  —  ^^^  ^*»  "^^  ^^^  weiter 

zeigen  kann,  der  Punkt  L  dem  Punkte  L^  viel  näher  als  dem  Punkte  L^  liegt, 
so  wird  in  der  Zeichnung  der  gesuchte  Punkt  L  von  dem  konstruierbaren 
Punkte  Xj,  also  erst  recht  T  von  T^,  nicht  zu  trennen  sein,  und  man  kann  an 
Stelle  des  richtigen  Punktes  L  den  Punkt  L^  benutzen. 
Mithin  ergibt  sich  folgendes  Näherungsverfahren: 

Man  halbiere  den  Bogen  AB  (Fig.  2)  durch  D,  den  Bogen  AD  durch 
P,  ziehe  die  Sehnen  AB  und  AD  und  die  Radien  OD  und  OJP,  die  AB  und 

^  AD  in  ^  bzw.  G  schnei- 
'  den.  ED  teile  man  durch 
Q  nach  dem  Verhältnisse 
1  :  4  und  mache  auf 
DO  DS^A.GK  Man 
verlängere  den  Durch- 
messer A  C  um  den  Radius 
OC  bis  22,  mache  auf  jRC 
BL^^DQ,  LoL^^ES 

und     Xj  L^  =  T"  •  Lq  Xj. 

Die  durch  die  Gerade  L^  B 
auf  der  durch  A  gezogenen 
Tangente  abgeschnittene 
Strecke  A  To  ist  dann  mit 
außerordentlich  großer  An- 
näherung dem  Bogen  AB 

an  Länge  gleich. 

2  jr 
Die  Genauigkeit  des  Verfahrens  ist,   wenn  9  <  -^  ist,  sehr  groß.    So 

2n 
zeigt  die  hier  nicht  auszuführende  Rechnung,  daß  selbst  für  q>  =^  ~^-  AT^  von 


T, 


Fig.  2. 


der  Bogenlänge  AB  um  weniger  als 


1400 


des  Radius  abweicht;  das  würde 


selbst  bei  einem  Radius  von  1  m  weniger  als  ^^  mm  ausmachen. 

Bei  genügend  kleinem  Zentriwinkel  kann  die  Strecke  4h^  —  h  in  Folge 

ihrer  geringen  Größe  in  der  Zeichnung  verschwinden.     Es  rücken  dann  die 

Punkte  Xq,  X^,  L^  so  nahe  an  einander,  daß  sie  in  der  Figur  einen  einzigen 

Punkt  bilden.   Man  hat  in  diesem  Falle,  um  L  zu  erhalten,  die  Strecke  Ai^  =»  3r 

4 
einfach  um  -,  h  ^=^  DQ  zu  verkürzen.    Dieses  vereinfachte  Verfahren  genügt 

stets,   wenn    in   der  Zeichnung  der  Punkt  S  vom  Punkte  E  nicht  mehr  zu 
trennen  ist. 
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um  ein  noch  einfacheres,  aber  auch  ungenaueres  Verfahren  zu  erhalten, 
muß  man  nach  Vorhergehendem  J.i  =  3r  —  Ä  =  2r  +  ^  (nicht  gleich  3r) 
setzen,  worin   q  den  Abstand  der  Sehne  des  Bogens  vom  Mittelpunkte  des 

Kreises  bedeutet.    Dann  wird  die  Strecke  ÄL  um  rund  —  h  zu  klein,  während 

o 

4 

sie  bei  Nikolaus  v.  Cusa  um  t~  ^  zu  groß  ist. 

§  2.  Soll  der  Bogen  AB  durch  den  Punkt  M  (Fig.  l)  nach  einem  ge- 
gebenen Verhältnisse  k :  1  geteilt  werden,  so  kann  man  zunächst  die  mit  Hilfe 
<ies  Punktes  X,  seines  „Streckungspunktes^S  erhaltene,  ihm  gleiche  Strecke 
^  T  durch  N  nach  demselben  Verhältnisse  teilen.  Ist  X  der  Streckungspunkt 
^es  Bogens  AM,  so  ist 

V  10  4200  "^  126000         / ' 

IJach  (1)  ist 

3r  -  ^i  =  1?X  =  ^  (l  +  ^  -  j^-^-  .  .  .)  . 

Hierin  bedeutet  v  den  Quotienten  der  beiden  letzten  Reihen,  der,  wie  man 
bemerkt,  kleiner  als  1,  aber  sehr  wenig  von  1  verschieden  ist.    Selbst  für 

^  «=»  -^  und  fOr  Ä;  =»  0,  für  welchen  Wert  von  k  er  am  meisten  von  1  abweicht, 

ist  t?  >  0,99. 

Für  Eonstruktionszwecke  kann  man  daher  v  unbedenklich  gleich  1  setzen, 
besonders  auch  wegen  der  geringen  Größe  der  zu  teilenden  Strecke  RL, 
Mithin  wird 

(m)  g  =  k^. 

Hiemach  kann  man  X  und  also  auch  M  folgendermaßen  bestimmen. 

Mit  Hilfe  des  Streckungspunkts  L  des  Bogens  A  B  zeichne  man  die  dem 
Bogen  gleiche  Strecke  A  T,  die  man  durch  N  nach  dem  gegebenen  Verhält- 
nisse teile.  Über  AT  errichte  man  den  Halbkreis,  ziehe  die  Sehne  AU^AN 
und  UV  senkrecht  zu  AT.  Dann  mache  man  auf  einer  beliebigen,  durch  B 
gehenden  Geraden  BZ  ^  AT,  BY  =  AV  und  ziehe  YX  parallel  zu  ZL.  Die 
Gerade  XN  schneidet  den  Bogen  ^^  im  gesuchten  Punkte  M. 

Nach  diesem  Näherungsverfahren  kann  man  auch  einen  (zwei  Drittel  des 
ümfangs  nicht  überschreitenden)  Bogen  in  beliebig  viele  gleiche  Teile  teilen 
und  einem  Kreise  ein  beliebiges  regelmäßiges  Vieleck  einzeichnen. 

§  3.  Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Strecke  t  in  einen  Kreisbogen  von  ge- 
gebenem Radius  zu  verwandeln,  läßt  sich  auch  durch  eine  Näherungskonstruk- 
tion lösen. 

Setzt  man  in  Formel  (1)  g)  =   -,  so  wird 

7  =  q^  _  1     L*  _  _i_      *'  4.     J_     ^ 
10  '  r        4200  '  r^  "^  126000     r^ 
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t  =n 


Hieiin  können  alle  Glieder  vom  dritten  ab,  sobald  —^-^  ist,  selbst  bei 

größeren  Werten  von  r  f&r  Eonstraktionszwecke  vernachlässigt  werden.    Setzt 
man  noch  <*  =  m  •  2r,  so  liefert  die>  Formel 

(IV) 


Z  =  3r- 


m 


folgende  Näherungskonstruktion.    (Fig.  3) 

Man  ziehe  an  den  gegebenen  Kreis  0  eine  Tangente  ÄT^^  tj  den  Durch- 
messer ÄCj  die  Sehne  Äü  '^  Ä2  und  UV  senkrecht  zu  ÄO.  ÄV  teile  man 

von  Ä  aus  durch  J  nach  dem 
Verhältnisse  1 : 4  und  verlängere 
ÄC  van  OJ  bis  L.  Die  Gerade 
LT  bestimmt  den  gesuchten 
Bogen  AB. 

Zum  Schlüsse  möge  darauf 
hingewiesen  werden,  daß  eine  An- 
zahl von  Aufgaben,  wie  die  Qua- 
dratur eines  Kreissektors  bzw. 
eines  Kreises,  die  Verwandlung 
eines  Quadrats  in  einen  Sektor 
von  gegebenem  Radius,  die  Kon- 
struktion eines  Sektors  von  ge- 
gebenem Winkel  und  vorgeschriebenem  Bogen  bzw.  Flächeninhalt,  femer  die 
eines  Kreises  von  gegebenem  umfange  bzw.  Flächeninhalt,  endlich  die  Be- 
stimmung eines  Kreisbogens  von  der  Länge  des  Radius,  sich  mit  Hilfe  der 
angegebenen  beiden  Näherungsverfahren  auf  einfache  Weise  löse  lassen. 

NacJitrag.  Soeben  erst  finde  ich,  daß  frfiher  schon  Strempel  („Ein  An- 
nähenmgsverfahren  zur  Verwandlung  von  Kreisbogen  in  gerade  Linien  und 
umgekehrt";  Rostock,  Programm  des  Gymnasiums;  1898.)  die  Formel  (l) 
zur  Ableitung  einer  Näherungskonstruktion,  aber  in  anderer  Weise,  benutzt 
hat.  Es  sind  daher  die  hier  abgeleiteten  Methoden,  besonders  die  in  den  Para- 
graphen 1  und  2  angebenen,  von  denen  Strempels  verschieden. 


Flg.  8. 


Buchsweiler,  Unter -Elsaß. 


W.  Herqesell. 


Bemerkung  zu  der  Notiz  in  (8)  18,  92. 

Zu  der  In  Figur  3  ausgeführten  Konstruktion  bemerke  ich  noch,  daß  die 
von  E  durch  0^  gezogene  Gerade  durch  0^  geht,  daß  die  von  E  durch  0,  ge- 
zogene Gerade  den  Kreis  um  0^  schneidet,  aber  mit  der  von  E  an  diesen  Kreis 
gezogenen  Tangente  einen  Winkel  <  j®  einschließt,  daß  der  Kreis  um  O5  die 
Ki*eise  um  0^  und  O4  nahe  D  schneidet,  daß  die  Kreise  um  0^,  0^  und  O5 
sich  nahezu  in  einem  Punkte  schneiden. 


Kassel. 


K.  HüNRATH. 
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Znr  Geometrie  auf  der  Engel. 

Von  R.  Heqer  in  Dresden. 

U. 

Bei  Anwendung  rechtwinkliger  oder  Plückerscher  homogener 
Koordinaten  geht  durch  lineare  Zusammensetzung  aus  Ereisgleichungen 
wieder  eine  Ereisgleichung,  aus  Kugelgleichungen  wieder  eine  Kugel- 
gleichnng  hervor.  Kreisgleichungen  auf  der  Kugel,  wenn  sie  in  der 
im  1.  Aufsatze  (S.  127  dieses  Bandes)  angegebenen  homogenen  Form 
vorausgesetzt  werden,  ergeben  dagegen  durch  lineare  Zusammensetzimg 
nicht  wieder  eine  Kreisgleichung,  sondern  die  Gleichung  eines  andern 
sphärischen  Kegelschnitts.  Wohl  aber  erhält  man  wieder  Kreis- 
gleichungen, wenn  man  von  der  Form  der  Kreisgleichung  ausgeht 

(1)  K^ax  +  by  +  cjs-r=^0, 

bei  der  Kreis  und  Gegenkreis  von  einander  getrennt  sind. 

Die  Gleichung  des  Hauptkreises  T,  der  K  in  x,  y,  g,  berührt,  ist 

(2)  T^ax  +  by  +  csf'-r'  {x,x  +  y,y  +  0,e)  «  0. 

Sie  verweist  auf  die  homogene  Form  der  Kreisgleichung,  im  Zu- 
sammenhange damit,  daß  T  auch  den  Gegenkreis  —  a,  —  i,  —  c,  —  r 
im  Punkte  —  rCj,  —  y^,  —  z^  berührt. 

Die  Kreise 

halbieren  die  Winkel  der  Kreise  K^  und  K^,  wenn  K^  und  K^  reale 
Schnittpunkte  haben;  denn  die  Gleichungen  der  K  und  K'  in  einem 
gemeinsamen  Punkte  berührenden  Hauptkreise  sind 

(3)  r^lr,-f  r,  =  o,  t'^^t,  +  ^t,^o. 

Man  sieht  leicht,  daß  —  T^  und  —  T,  Normalformen  sind,  d.  i.  daß 

in  diesen  Formen  die  Quadrate  der  Koeffizienten  von  x,  y,  z  die  Summe 
1  haben;  aus  (3)  folgt  dann  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

▲nhir  d«r  MAthenuttik  and  Phytik.   ni.  Reibe.    XIJL  14 


210  ^  Hbobr: 

Wenn  K^  und  K^  reale  Schnittpunkte  haben,  so  ergibt  sich  aus 
der  geometrischen  Bedeutung  der  Kreise  K  und  K'  sofort  ihre  Realität 
Wenn  aber  K^  und  K^  keine  realen  Schnittpunkte  haben,  so  ist  Ton 
K  und  K'  immer  nur  einer  real.  Denn  die  Formen  K  und  f  gehen 
in  Normalformen  über,  wenn  man  sie  durch 


m 


■/[(-::  T  ?)* + (I:  T  C)' + (^ + m 


m 


dividiert     Bezeichnet   man    den   sphärischen  Abstand   der  Mitten  von 
Kl  und  K^  mit  e,  so  ist 

man  hat  daher 

Für  die  Halbmesser  ^^  und  iS^  von  K  und  f  hat  man 

S  H  fe  ^  V  '  K  7«  +  ^  +  ^  • 

Vergleicht  man  rechts  Zähler  und  Nenner  durch  Subtraktion  der  Quad- 
rate, so  folgt 

VT  "^  iT  "^  "n^"  '"♦•?'"'^*i^^"n^  ^^'*'*^  ^^^*  ""  ^''' 

Ist  Tj  +  tg  <  c,  SO  ist  nur  g^  real,  ist  r^  —  r,  >  e,  so  ist  es  dagegen 

nur  iJ,. 

Für   die  Kreise,   die   die  Winkel   und  Nebenwinkel   des  von  den 

drei  Kreisen 

K,  =  0,  iT,  -  0,  ÜT,  =  0 

gebildeten  Dreiecks  hälften,  hat  man 

IT,  =  fiE,- f  JT,  -  0,  JT,  ^  ;-iE,+ f  IT,  -  0. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Identitäten 

JT,  +  js:;  -  js:;  =  0. 
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Man  hat  also  ganz  wie  bei  Geraden  in  der  Ebene  oder  wie  bei 
Dreiecken  aus  Hauptkreisen  oder  wie  bei  Kreisen  in  der  Ebene:  die 
sechs  Kreise  der  Büschel  K^K^,  K^K^,  K^K^,  die  die  Winkel  und 
Nebenwinkel  des  Dreiecks  aus  Kreisen  K^,  E^,  K^  hälften,  gehen  vier- 
mal zu  je  dreien  durch  gemeinsame  Punkte  (allgemeiner:  bilden  vier- 
mal zu  je  dreien  ein  Büschel). 

Es  bedarf  nur  der  Erwähnung,  daß  man  diesem  Satze  einen  all- 
gemeineren zur  Seite  stellen  kann,  bei  dem  es  sich  um  andere  Sinus- 
verhältnisse der  Winkel  als  ±  1  handelt. 

Wenn  der  Kreis 

N^  =  m^K^  —  Wjifj  «  0 

den  Kreis  Ki  rechtwinklig  schneiden  soll,  so  muß  die  Gleichung  bestehen 

^i  («lös  +  Kh  +  ^^  -  ^1^2)  -  ^  (f^i^z  +  \h  +  ^^3  -  KK)  ==  0. 
Setzt  man,  unter  ikl  eine  Folge  von  123  verstehend, 

so   sind   daher   die   Kreise   der   Büschel  K^K^,  K^K^,  K^K^,  die  die 
gegenüberliegenden  Kreise  K^^  K^,  K^  rechtwinklig  schneiden, 

JK*!  =  flfjJE^  —  a^K^  =-  0, 
JCj  =  «jiSTg  —  a^Ky^  =-  0, 
iSTj  ^  «i-Kj  —  ci^K^  =  0. 

Hieraus  folgt:  Die  Kreise  der  Büschel  K^K^j  ^i^if  ^i^ti  ^^^ 
die  gegenüberliegenden  Kreise  K^yK^,  K^  unter  rechten  Winkeln  schnei- 
den, bilden  ein  Büschel« 

Den  Kreisen  des  Büschels  K^K^,  die  die  Winkel  dieser  Kreise 
hälften,  entsprechen  die  Kreise  der  Schar  ^^^g,  die  die  auf  einem  Träger 
der  Schar  zwischen  den  Berührungspunkten  mit  ^^  und  ^  enthaltenen 
Bogen  hälften;  und  dem  Bereise  des  Büschels  JS^K^,  der  den  Kreis  £3 
rechtwinklig  schneidet,  entspricht  das  Glied  der  Schar  A^^s;  ^^  ™^^ 
9^  in  rechtwinkliger  Berührung  steht,  d.  h.  mit  ^^  auf  einem  gemein- 
sam berührten  Hauptkreise  einen  rechten  Bogen  begrenzt.  Hiernach 
lassen  sich  die  dual  entsprechenden  Sätze  leicht  aufstellen. 

Als  Potenz  eines  Punktes  P  für  einen  einzelnen  Kreis  wird  man 
das  Produkt  tan  j  PA.  tan  |  PB  verwenden.  Der  Ort  der  Punkte 
gleicher  Potenzen  für  K  und  K^  besteht  jetzt  aus  dem  einzigen 
Hauptkreise 

L  =  -p{ax  +  by  +  ce)  —  -,  {a^x  +  h^y  +  c^z)  —  0, 
dessen  Ebene  den  Schnitt  der  Ebenen  von  K  und  K^  enthält. 

14* 


Kf  s  QfX  +  b^y  +  c^e  —  r^  —  0, 
and  besteht  für  beetimmte  Zablea  n,,?i,,n,,n«  die  Identität 


(1) 


n,K,+  n^K^  +  «jATj  +  n^K^  =  0, 


so  haben  die  vier  Kreise  einen  potenzhaltenden  Punkt.  Denn  ist  p'  die 
Potenz  irgend  eines  Punktes  P  für  K^  und  r^  der  Halbnieeser  von  Ä"„ 
BO  ist  „ 

>.  =  '■  +  '• 

Da  nun  nach  (1) 

-  n^Kt  =  n^Ki  +  n^K,  +  n^K^, 

—  n,  r^  ""  »*i  »"l   +  'S  »^i  +  "s  »"i) 
80  folgt 

^  '  ^*  ~  ».  r;   +n,^,  +  n,  r-,  ■ 

Ist  nun  insbesondere  P  der  potenzhaltende  Punkt  für  A',,  K^,  K^ 
and  p*  seine  Potenz  für  diese  Kreise,  so  ist 

mithin 

K,  -  r\  (p  - 1),  ff,  -  r;  (p  -  1),  Ä,  -  r,  (,  -  1). 

Setzt  mau  dies  in  (2)  ein,  so  ei^bt  sich 
Aus  der  Identität  (1)  folgen  die  drei 

%K  +  «i.^6 "cJ^«  -  «rf^d- 

wenn  a/ifiJ  irgend  eine  Folge  der  Zeiger  12  34  ist;  hieraus  schließt 
mau:  Weim  rier  Kreise  einen  potenzb  alten  den  Punkt  haben,  so  haben 
die  beiden  ßüsebel,  die  aUB  irgend  zweien  und  den  beiden  übrigen  ge- 
bildet werden,  einen  Kreis  gemein.  Umgekehil,  gilt  auch:  Wenn  die 
Büschel  K^K^  und  K^K^  einen  Kreis  gemein  haben,  so  gilt  dies  auch 
Tou  den  Büscheln  K^K.^  und  K^K^,  sowie  von  KiK,  und  ÄjÄ",,  und 
die  vier  Kreise  haben  einen  potenzhaltenden  Punkt. 

Vier  Kreise,  die  einen  potenzhaltenden  Punkt  haben,  teilen  in  be- 
stimmter Weise  die  Eigenschaften  eines  vollständigen  ebenen  Vierseits. 
Der  großem  Anschaulichkeit  wegen  werden  wir  statt  von  Ki'eisen  eines 
Büschels  von  Kreisen  reden,  die  ein  Pnnktpaar  gemein  haben  und  als 
Eckenpaar  des  Kreis  vierseits  K,KfKgK^  die  Träger  der  Büschel  K,K^, 
K^K^,  KgK,  und  K^K,  bezeichnen.  Unter  den  Diagonalen  des  Kreis- 
vieraeits  verstehen  wir  die  gemoinaiimen  Kreise  der  Büschel 

K,K^  und  K^K^,     K^K,  und  K^h\,     K,K^  und  K,K^. 


Zur  Genmetrid  auf  der  Kugel.  213 

Die  Gleichungen  dieser  Diagonalkreise  sind 

Dj  =  n^K^  +  n^E^  =  —  WjÄj  —  n^K^  =  0, 

D,  =  n^K^  +  n^K^  =  -  n,2r,  -  n^K^  =  0, 

D,  =  n^Ki  +  n^K^  =  —  w^JTj  —  WjJKi,  =  0. 
Ans 

folgt:  Haben  die  Seiten  eines  Kreisvierseits  einen  potenzhaltenden  Punkte 
so  sind  je  zwei  Seiten  des  EreisrierseitS;  die  Diagonale  ihres  gemein- 
samen Eckenpaares  und  der  Ereis,  der  das  Schnittpunktepaar  der  andern 
beiden  Dii^onalen  mit  dem  genannten  Eckenpaare  verbindet^  in  Harmonie; 
wobei  der  Ausdruck  ,,yier  Kreise  eines  Büschels  sind  in  Harmonie'^  keiner 
Erläuterung  bedarf. 

Für  ein  hdid>ige$  Yierseit  aus  Nebenkreisen  gelten  einige  bemerkens- 
werte Sätze. 

Die  Kreise  der  Büschel  K^K^,  K^K^,  K^K^,  K^K^,  die  die  Winkel 
der  betreffenden  Ej-eise  und  deren  Nebenwinkel  hälfteU;  haben  die 
Gleichungen 

Zj,  =  —JCi  —  — if,  =-  0,  K[^  =  --K^  +  -T-Kf  ==  0, 
^8  =  7^^  ■"  7" ^8  ="  ^y  ^28  =  ;r^2  +  y^s  =  ^f 

Hieraus  folgen  die  Identitäten 

•^18  +  -^88  +  -^84  +  J^41  ^  0, 
^t8  +  ^88  ■"  ^84  ""  ^41  =*  0^ 
-^88  +  ^84  ""  -^41  ""  -^18  '^  ^; 
^84  +  -^41  —  ^18  —  -^88  =■  ö; 

JT^  +  ^ij  —  -Kj,  —  if^  =  0. 

Da  £u  mit  K^^  und  £13,  sowie  ^£"24  ^^^  ^88  ^^^  -^84  ^^^  Büschel 
bildet>  80  ergibt  die  erste  dieser  Identitäten  den  Satz:  Die  sechs  Kreise^ 
die  mit  je  zweien  von  vier  Kreisen  ein  Büschel  bilden  und  die  Winkel 
dieser  Kreise  hälften^  haben  einen  potenzhaltenden  Punkt. 

Man  erkennt  das  Seitenstück  dieses  Satzes  leicht^  das  aus  den 
übrigen  Identitäten  hervorgeht,  sowie  die  dual  entsprechenden  Sätze. 

Ferner  genügt  der  HinweiS;  daß  man  in  diesen  Sätzen  Kmn,  Em% 
durch  die  Kreise  des  Büschels  K^f  K^  ersetzen  kann,  die  die  Winkel 
dieser  Kreise  in  den  Sinusverhältnissen  ^^  m  :  n  teilen. 


WoLrauo  Voot: 


Systeme  korrelativer  Bündel,  welche  eine  gegebene  1 
erzengen. 

Von  Wolfgang  Vogt  in  Karlsruhe. 
(FortsetKung). 


Ks  sind  F*  und  zwei  Paare  konjugierter  Punkte 

Ol  Bei  ein  beliebiger  Puokt  der  F*,  'AAj  und  0,ß,  Bchneiden 
F*  noch  in  91  und  S.  Wie  auth  die  zn  Oj  assoziierten  Punkte  liegen 
mögen,  so  müssen  die  den  Strahlen  0, j4,  =ö,,  0,B,  =  6,  in  den 
Bttudeln  entsprechenden  Ebenen  «,,  ^,  durch  5[J,  bezw,  SÜ^  gehen. 
Die  Schnittgrade  Cj^j  =  fj  wird  in  jedem  Falle  der  Ebene  O^Ä^B^  —  y^ 
entsprechen.  Einer  ihrer  Schnittpunkte  mit  f  *  muß  darum  notwendig 
in  dem  Kegelschnitt  (y,/''*)  liegen,  während  der  andere  0,  ist.  Die 
möglichen  Ebenen  a^,  ß^,  die  in  einer  Bündelkorrelation  dem  n,  und  6, 
entsprechen  können,  beachreiben  darum  projektive  Ebenenbüschel  mit 
den  Achsen  Sl^ij,  S8-Bj,  so  daß  die  von  ihnen  in  j',  eingeschnittenen  Stnh- 
lenbüscbel  den  Kegelschnitt  (^li''*)  erzeugen.  Die  erzeugte  Regelscbar 
schneidet  außer  (}',  F^)  noch  einen  Kegelschnitt  in  F'  ein.  Jeder  seiner 
Punkte  ist  mit  0^  durch  eine  BUndelkorrelation  verbunden,  in  der 
«,;  (*,,  h^;  ß^  entsprechend,  also  ./l,;  j4„  Zf,;  B^  konjugiert  sind.  Er 
ist  daber  der  Ort  der  zu  Oj  assoziierten  Punkte  0,.  Seine  Ebene 
heiße  Q},.  iO|  ist  durch  drei  leicht  konstruierbare  Punkte  beetimmt: 
ErBt«nB  die  Punkte,  in  denen  ^A^  und  93^  die  F*  noch  schneiden- 
Sie  sind,  wie  man  ans  der  Konstruktion  ersieht,  keine  anderen  als  die 
dem  <>,  bezüglich  A^■,  A^  bzw.  ^,;  B^  in  ausgezeichneter  Weise  asso- 
ziierten Punkte.  Daß  diese  hier  dem  0,  assoziiert  sind,  leuchtet  ein. 
Nehme  ich  einen  von  ihnen  iils  0,,  so  wird  das  eine  Paar  konjugierter 
Punkte  von  allen  oo'  Korrelationen  befriedigt,  während  das  andere  eine 
darunter  eindeutig  bestimmt.  Ferner  geht  von  0,  eine  Trefigrade  an 
die  Strahlen  ^1,^,,  BiB^.  Nehme  ich  ihren  zweiten  Schnittpunkt  mit 
F*  als  Oj,  so  befriedigt  die  spezielle  axiale  Korrelation  mit  identischen 
Achsen  und  Ebenenblt schein  alle  Bedingungen.  Dieser  Punkt  liegt  also 
auch  in  {a^F'). 

Jedem  Pimkte  0,  oda-  0,  »ind  aUe  PunJctc  eine»  Kegdschnitis  vm 
F\  (a^F')  bzw.  (w,  J"*),  ossotiieH.     Drei  Punkte  seiner  Ebene  sind^ 
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beidett  bezüglich  A, ;  -■!,  uttd  B,;  B^  ausgezeichnet  assoiiieiim  Punkte  und 
der  zweite  SdmittpimU  von  F^  mit  der  von  Oj  o»  Ä^Aj  und  SiBj 
lommenden  Treff'graden.  AÜe  Icorrelatieen  Biindel  haben  nicht  nur  die 
Punkte  Af-,  A^,  B,;  B^  als  konjugierte  Punkte  gemein,  sondern  die 
gange  durch  diese  festgelegte  ProjektivitÜt  honjugierter  Punkte  auf  ihren 
Verbindungsgraden. 

Symbolisch  kajin  ich  schreibea:  i'jpifi*  =  4,  i)ij^(i'  ™  4- 
13.  Man   überzeugt    sieh   unschwer,   daß   ein  ao  erhaltener  Kegel- 
schnitt (tOji^*)  nur  dem  einen  Punkt   0,   assoziiert  ist. 

Was  für  einen  Ort  erfüllen  die  Ebenen  w.,  wenn  0,  die  ganze 
F''  durchläuft?  Oj  sei  eine  beliebige  Grade  des  Raumes,  sie  schneide 
F^  in  0,,  Oj,  Dem  Oj  und  Oj  ist  je  ein  Kegelsehuitt  aasoziiert. 
Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  zwei  Punkte  0,,  0\  gemein.  Das 
sind  die  einzigen  Punkte,  die  sowohl  mit  0^  als  mit  O3  assoziiert  sind; 
dämm  sind  es  auch  die  einzigen,  welche  die  Ebenen  ihres  assoziierten 
Kegelschnittes  durch  'ij  senden,  und  es  gilt:  die  Ebenen  «,,  a^  der 
den  Punkten  0^.  0,  von  7''^  asBoziierten  Kegelschnitte  umhüllen  je 
eine  Fläche  zweiten  Grades  *|,  (&J.  Beide  sind  als  Ebenengebüde  auf 
die  Punkte  von  F^  pin-eindeutig  bezogen. 

Läuft  0,  auf  einer  Graden  von  /•'*,  so  geht  durch  den  beliebigen 
Punkt  0,  von  F"  einer  von  den  assoziierten  Kegelschnitten,  weil  der 
assoziierte  Kegelschnitt  von  0,  die  Bahn  von  0,  einmal  schneidet. 
Andrerseits  müssen  durch  die  Schnittpunkte  Oi,  Oj'  von  zweien  der 
Kegelschnitte  alle  anderen  auch  gehen,  weil  deren  aHBOziierte  Kegel- 
schnitte  U],   raj'   bereits  die  ganze  Grade  enthalten.    Läuft  also  0^  auf 

'  einer  Graden  der  /"'*,  so  durchläuft  w,  einen  Ebenen büHchel.  F'  und 
<I^  sowohl,  wie  F^  und  0J  sind  also  linear  reziprok  aufeinander 
bezogen.')  Durchläuft  0,  den  Kegelschnitt  in  einer  Tangentialebene 
iDi  von  0^,  so  umhüllt  di,   einen  Kegel   zweiten  Grades,  dessen  Spitze 

'  notwendig  der  assoziierte  Punkt  Oi  des  {6}\F*)  ist.  *J  und  ^\  sind 
also  der  F-  in  ein  und  derselben  räumlichen  Korrelation  in  dem  einen 
und   anderen   Siime   eutsprechend.     Die  beiden   einem   Punkte   0,  =  O« 

t  der  F'  assoziierten  Kegelsehnitie  werden  von  seinen  beiden   Polarebeiu^i 

I  (0,,  ra'i  III  einer  rimmlichea  Korrelation  eingesehnitlett. 

Jedem  der  beiden  Schnittpunkte  von  ^4,  A^  mit  F*  ist,  wie  die  in 
(12)  angegebene  Konstruktion  der  drei  Punkte  lehrt,  der  Kegelschnitt 
m  seiner Verbindnngsebene  mit  BjBj  assoziiert;  die  Bündelkorrelationen 
sind  durchweg  asiale  der  speziellen  Art.    Analoges  gilt  von  den  Schnitt- 

I  punkten  {B^Bj,  F').     Das  Hauptvierseit  der  Korrelation  hat  daher  die 


1)  T.  Stftudt,  BetCr^e 
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^L  welchen  liä 

^ft'  Graden  o  de 

^^^^^^    ten   Wechsi 


Punkte   (AiA^,   F*)    und    (^S„   JP"*)  zn  Ecken   und  A,Aj,   B^B,  zu 
Diagonalen. 

Der  Ort  der  in  ihren  beiden  assoziierteu  Kegelschnitten  liegenden 
Punkte  ist  die  Schnittkurve  R{  der  F^  mit  der  Punktkern  fläche  der 
Korrelation.  Da  korrelative  Bündel  mit  zusammengefallenen  Scheiteln 
keine  allgemeine  F'  erzeugen  können,  so  müssen  zwei  in  einem  Punkte 
dieser  B.\  zusammengefallene  assoziierte  Punkte  durch  eine  spezielle  axiale 
Korrelation  verbunden  sein;  die  Achse  selbst  muß  A^A^  und  B^B,  treffen 
und  zugleich  die  F^  in  jenem  Punkte  berühren.  Der  Ort  der  sich 
selbst  asBoziierten  Punkte  iat  also  zugleich  der  Ort  der  Berührungs- 
punkte derjenigen  Tangenten  der  F*,  die  A^Ä^  und  ßj-B,  treffen,  und 
läßt  sich  auch  von  dieser  Eigenschaft  her  als  i^  nachweisen. 

14.  Die  Frage,  ob  es  auch  jetzt  noch  in  ausgezeichneter  Weise 
assoziierte  Punkte  Oj,  0,  gibt,  so  daß  alle  od'  Bündelkorrelationen, 
welche  die  J^*  erzeugen,  auch  A^\  A^  und  B,;  B,  zu  konjugiierten 
Punkten  haben,  iat  identisch  mit  der  Frage,  ob  es  windschiefe  Vier- 
seite  gibt,  deren  Ecken  auf  F^  liegen,  und  von  denen  zwei  sich  schnei- 
dende Seiten  durch  A^  und  J,,  die  beiden  anderen  durch  B,  und  B, 
gehen.  Nun  gibt  es  nach  1  in  jeder  Regelschar  von  F*  zwei  Paare  von 
Graden  g^,  g^]  g\,  g'%\  2„  ^;  l\,  ^,  deren  die  andre  Schar  erzeugende  pro- 
jektive Ebenen büschel  A^;A^  und  B^■,B^  zu  konjugierten  Punkten  haben. 

Nehme  ich  die  Punkte  g^l,  als  0,,  g^l^  als  0^.  so  schneiden  sich 
die  Ebenen  QiA^,  y,j4,;  ^,-^4,,  l^A^  je  in  einer  Graden  von  F*  und 
danmi  die  Graden  O^A^,  O^A^  in  einem  Punkte  von  F*.  Dasselbe  gilt 
von  O^B,,  OjB^.  Aus  den  vier  Grudenpaaren  kann  ich  vier  Punkte- 
paare dieser  Art  konstruieren,  und  auf  andre  Weise  können  solche 
windschiefen  Vierecke  nicht  zustande  kommen.  Also:  Es  gibt  vier 
Paare  in  ausgeeeidmder  Weise  assoziierter  Punkte. 

Jeder  Punkt  Ü,  von  .17,  ist  mit  jedem  0,  von  g^  assoziiert,  denn 
ich  kann  beide  duich  axiale  Bttndelkorrelation  verbinden,  deren  projektive 
Ebenenbüschel  A^;  A^  und  B,;  Bj  zu  konjugierten  Punkten  haben. 
Darum  gilt:  0\  und  F*  habeu  das  windschiefe  Vierseit  )|^,  (j,  g'i,  H, 
«PJ  und  /■''  das  windschiefe  Vierseit  g^,  l^,  g'i,  /j  gemein. 

15.  Jedem  Punkte  der  F'  sind  die  Schnittpunkte  seiner  beiden 
assoziierten  Kegelschnitte  involutorisch  assoziiert.  Der  eine  von  beiden 
ist  der  zweite  Schnittpunkt  der  von  dem  Punkte  kommenden  Treff- 
graden  von  A^Aj  und  B^B^  mit  F*;  er  hat  kein  Interesse.  Der 
andere  aber  iat  ihm  durch  allgemeine  Bündelkorrelationen  verbunden, 
welchen  Räumen  ich  die  Punkte  anch  zuteilen  mag.  Läuft  0  auf  einer 
Graden  0  der  F*,  so  beschreiben  die  ihm  zugehörigen  doppelt  konjugier- 
ten  Wechselstrahlen    in    der   Korrelation    eine    Begelschar.     Dieselbe 
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leidet  in  F'  außer  der  ff* ,  welche  auch  von  der  Regelechar 
jfo,  -^i-^,  ^1  5(]  lieben  o  noch  in  i**  eingeschnitten  wird,  noch  eine  Grade 
^^Bin,  die  derselben  Schar  wie  o  angehört.  In  der  eindeutigen  Veruandt- 
-tätafl  involitlnriach  assoziierter  Punktr  auf  F'  geht  also  jede  Regel- 
Bchar  durch  eine  Strahlentnvolution  iu  eich  selbst  über.  Daraus  können 
wir  schheßen,  daß  diese  Verwandtschaft  ein  Ausschnitt  einer  involatori- 
si^en  räumlichen  Kolliuealion  ist,  welche  F^  in  sieh  selbst  überführt. 
Eine  Homologie  kann  es  nicht  sein,  weil  in  ihr  die  Regelschareu  einer 
in  sich  selbst  übergeführten  F*  in  einander  Übergehen.  Also  muß 
es  eine  windscliief'e  Involution  sein.  Die  Achsen  der  Involution  sind  ein 
Paar  polare  Graden  der  F'.') 

§3- 

16.  Hieben   f   seien   drei  Paare  h&njagierter  Punkte  gesehen 
{A,;  A,,  B,;  B,,  C,iC,]-< 

Bezüglich  Ä^\  A^,  Bi-,B^  und  bezüglich  vl,;^!,,  C,;  Cj  ist  einem 
beliebigen  Punkte  0^  je  ein  Eegelächnitt  assoziiert.  Beide  Kegel- 
schnitte haben  zwei  Punkte  gemein  0,,  Oj.  Wofern  A^;  A^  und  F^ 
die  Bünde Ikorrelation  zwiechen  0^  und  einem  dieser  Punkte  eindeutig 
festlegen,  sind  die  Punkte  auch  bezüglich  Ay\  Ä^,  B,;  B^,  Ci;(^  as-to- 
siiert.  Einer  der  beiden  Punkte  ist  der  zu  0^  bezüglich  Ai\  A^  aus- 
gezeichnet assoziierte  Punkt,  denn  dieser  gehört  beiden  Kegelschnitten 
an;  von  ihm  gilt  das  nicht.  Der  andere  aber  erlaubt  den  Schluß; 
Jedetn  Punkte  0,  ist  eindeutiy  ein  0,  assoziiert  uml  umgekehrt. 

Läuft  0,  auf  einer  Graden  der  F^,  bo  umhüllen  die  Ebenen  seiner 
asBoziierten  Kegelschnitte  bezüglich  A,\A^,  B^\  B,  und  Ai;  A^,  C^;  C^ 
projektive  Ebenenbüschel,  ihr  Erzeugnis  ist  eine  Regelaehar.  Dieselbe 
schneidet  F*  erstens  in  der  Graden,  die  von  den  zu  0[  bezüglich  --1, ;  A^  aus- 
gezeichnet assoziierten  Punkten  durchlaufen  wird,  und  zweitens  in 
einer  B*,  welche  diese  Grade  und  darum  auch  die  ursprüngliche  zur 
Doppelsekante  hat.  Läuft  0[  auf  einem  Kegelschnitt,  so  beschreiben 
die  beiden  assoziierten  Ebenen  projektiv  zwei  Kegel  zweiter  Klasse,  die 
Schnittgraden  entsprecheuder  Ebenen  beschreiben  eine  Regel  fläche 
vierten  Grades.  Dieselbe  schneidet  F'  außer  in  dem  Kegelschnitt  der 
zu  den  Punkten  '>,  bezüglich  A,;  A^  ausgezeichnet  assoziierten  Punkte 
noch  in  einer  fl*,  (iie  die  Graden  jeder  der  beiden  Seharen  auf  F^  zu 
dreifachen  Sekanten  hat.  Ich  kann  sagen:  Die  dn-eindeuHge  Beziehung 
assoziierter  Punkte  auf  f*  ist  dritten  Grades  in  beiderlei  Sinne. 

Symbolisch  kann  ich  schreiben:  pj(i'  =  2,  ^»3,«*  =  2,  PiPtfi^  =  6. 

1)  Vgl.  Sturm,  Math,  äqu,  2«,  165,  Abschnitt  IS. 
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17.  Ist  0^  ein  Puoki  von  F*,  so  ist  sein  aBsozüerter  Punkt  der 
Schnittpunkt  der'  Ebenen,  die  ihm  in  den  durch  A^;  Aj,  B^■,  £^,  durch 
B,;  B„  Ci;  C,  und  durch  C,;  Cj,  .4i;  .-1,  festgelegten  räumlichen  Korre- 
lationen entsprechen.  Ordne  ich  jedem  Punkte  des  Raumes  i^  den 
Schnittpunkt  der  drei  ihm  in  diesen  Korrelationen  entsprechenden 
Ebenen  zu,  so  entsteht  eine  ein-eindeutige  und  in  beiderlei  Sinne  kubische 
Verwandtschaft})  Die  ein-eiudeutige  Beziehung  assoziierter  Punkte  aul 
f  ist  ein  Teil  von  dieser.  Diese  Verwandtschaft  hat  in  jedem  Räume 
eine  Fundamentalknrve  sechster  Ordnung  bestehend  aus  Punkten,  deren 
drei  entsprechende  Ebenen  sich  in  einer  Graden  schneiden.  Die  drei 
entsprechenden  Ebenen  eines  Punktes  (>,  von  7'^*  bilden  ein  Dreikant, 
dessen  Spitze  der  assoziieite  Punkt  Oj  ist.  Die  weiteren  Schnittpunkte 
der  Kanten  mit  F^  sind  die  zu  0,  bezüglich  Äi;Ä^  bzw.  Sj;Sj  nnd 
C,;  Cj  ausgezeichnet  assoziierten  Punkte  0^,  0|,  0^.  Schneiden  sich 
die  drei  zu  0,  gehörigen  Ebenen  in  einer  Graden,  so  müssen  entweder 
0^,  Oj,  0^  alle  drei  zusammengefallen  sein  —  das  kommt  nicht  vor, 
weil  nach  14.  schon  jo  zwei  von  ihnen  nur  für  vier  Punkte  0,  zu- 
sammenfallen —  oder  es  müßten  zwei  zusammenfallen,  z.  B.  0^,  02, 
und  der  dritte  auch  allen  drei  Ebenen  angehören  —  das  kann  nicht 
sein,  denn  in  den  vier  Fällen,  wo  0^  und  0!;'  zusammenfallen,  liegt  der 
ganz  nnabhängig  von  B, ;  Bj,  t', ;  C\  bestimmte  Punkt  Oj'  im  allge- 
meinen nicht  auf  dem  durch  B^;  B^,  f.',;  G,  bestimmten  Kegelschnitt 
— ,  oder  endlich  —  das  ist  die  einzige  bleibende  Möglichkeit,  —  die 
drei  Punkte  liegen  getrennt  vou  einander,  und,  weil  jeder  zweien  der 
Ebenen  angehört  und  alle  eine  Grade  gemein  haben,  so  sind  alle  drei 
Ebenen  identisch.  Also:  Jedem  Fundamentalpnnkt  in  £j,  der  auf  F* 
liegt,  entspricht  in  der  kubischen  Verwandtschaft  eine  Ebene.  Die  den 
Graden  in  E^  entsprechenden  R"  gehen  nutwendig  durch  diese  Punkte. 
Nun  soll  iu  der  kubischen  Verwandschaft  die  i*"'  in  sich  selbst  über- 
gehen. Dazu  muß  sich  von  der  ihr  eigentlich  entsprechenden  Fläche 
sechster  Ordnung  eine  Fläche  vierter  Ordnung  abspalten,  und  das  kann 
nur  dadurch  geschehen,  daß  die  F'  in  jedem  Kaume  vier  Punkte  ent- 
hält, denen  eine  ganze  Ebene  entspricht;  denn  Hauptpunkte  anderer 
Ali  kann  es  auf  ihr  nicht  geben.  Es  gibt  also  in  jedem  der  beiden 
Räume  vier  auf  F^  gelegene  Punkte,  denen  in  allen  drei  Korrelationen 
dieselbe  Ebene  polar  ist.  Da  die  Korrelationen  trotzdem  nicht  iden- 
tisch sein  sollen,  so  müssen  diese  vier  Ebenen  die  Seiten&ächen  de« 
Tetraeders  der  ausgezeichneten  vier  Punkte  im  audereu  Räume  bilden. 
Die  drei  Korrelationen  haben  zwei  polare  Tetraeder  gemeinsam,  welche 


,  Math.  Ann.  19,  4SI,  Abschnitt  3S. 
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beide  der  F'  eingeschrieben  sind.  Die  secfas  Kauten  dieser  Tetraeder 
bilden  die  Fnnd&mental-i^  der  kubischen  Verwandtschaft  in  dem  einen 
'ind  anderen  Ranme. ') 

Für  die  Beziehung  assoziierter  Punkte  auf  F'^  folgt:  Es  gibt  auf 
F*  in  jed&n  Jtaume  vier  PwwAfe,  detten  ein  gmizcr  Kegelschnitt  assoeiiert 
ist;  diese  vier  Kegelschniüe  sdineiden  sich  zu  drei  in  den  analogen  vier 
■f^triJiten  des  anderen  Raumes. 

18.  Axiale  Korrelationen,  deren  Achsen  der  i'"*  angehören,  sind 
nj^.ilit  mehr  möglich.  Die  Ächseu  der  speziellfu  axialen  Korrelationen 
e2-ftillen  die  Regelschar,  welche  sich  auf  ^1,^1,,  B,-Bj,  C,  0,  stützt. 

Die  Schnittpunkte  einer  dieser  Graden  mit  F*  sind  involutorlsch 
»«soziiert.  Außerdem  gibt  es  £wei  Paare  intxilutorisch  assoziierter  Punkte. 
D©öii  die  beiden  windschiefen  Involutionen  involutoriach  assoziierter 
f^oxikte,  die  durch  Ä^;  Ä^,  B,;  B^  und  A^\  A^,  C,;  C^  bestimmt  werden 
"^»d  beide  F'  in  sieh  selbst  überführen,  haben,  wofern  die  beiden  Achsen- 
Pa«.>-e  nicht  einer  ßegeUchar  angehören,  zwei  Punktepaare  auf  F^ 
gemein. 

Ich  will  hier  noch  einen  Satz  aussprechen,  dessen  Beweis  ich  der 
'^Q.i-ze  halber  unterdrücke:  Alle  Bündel-Korrelationen  haben  nicht  nur 
ftife  Projektivitäten  konjugierter  Punkte  auf  den  Geraden  A^A^.  B^B^, 
^«  ^'a,  sondern  auch  die  auf  allen  Strahlen  der  durch  diese  bestimmten 

r«lschar  gemein. 
19.  Nchen  F''  scieri  vier  Paare  konjugierter  Punläe  gegeben: 
[^,;  A,.Bü  B„  C,;  C„  !>,;  J),]  ^  ,t*. 
Den  Ponkton  0,  eines  Kegelschnitts  sind  bezüglich  A^;  A^,  i^,;  B^, 
^x5    <^i  eindeutig  die  Punkte  einer  imikursalen  Ä*  assoziiert  (16).     Be- 
^^KÜch  A^;  A^,  Di;  Df  gehören   ihnen  Kegelschnitte   zu,  deren  Ebenen 
'■'len  Kegel  zweiten  Grades  umhüllen  flH|.     Lasse  ich  auf  der  ü"  zwei 
**«ikte  entsprechend  sein,  welche  bezüglich  Aj;A^,  B,;  B^,  (',;  C^  und 
'^^x  5    Jj,  D,;  -Dj  einem  und  demselben  Punkte  0,  des  gegebenen  Kegel- 
'^■■^nitts  assoziiert  sind,  so  ist  das  eine  Verwandtschaft  [2,  6].    In  ihren 
^■*^**^t  Koinzideuzelementen   kann   ich    auf  assoziierte   Punkte   bezüglich 
^■^'^j'  rier  Paare   konjugierter  Punkte   schließen,  wofern  A^;  A^  mit  J*'' 
^^"■^^mrnen  die  Bündel-Korrelation  eindeutig  festlegen,  d.  h.  wofern  der 
.^^J»kt  dem  zugehörigen  0,  nicht  be/ugüch  A,;  A^  ausgezeichnet  asso- 
,  ^^*l  ist.     Sehen  wir  zu,  wie  oft  das  vorkommt;  Die  den  Punkten   0, 
_^^^Bgüch  A,;  A^  ausgezeichnet  assoziierten  Punkte  erfiUlen,  wie  diese, 
^  1]  Koetber,  Math.  Ann.  8,  &66  erwähnt  diese  Gegtalt  der  knbiacheu  Ver- 


»urititi  K*ti(Ml(u*hnitt(  1 1 )  Auf  diesem  Kegelschnitt  will  ick  jedflm  PnnksB  X 
IM  (Irrii  »«lUMii  Siiihh  du*  beiden  Punkte  eatspntiai  laann«  woldiff  be- 
/.»J«lnli  /», .  /»V  <*, ;  ^',  demjenigen  Punkte  0^  aasoBÜert  «mrf^  dm  jo- 
\  tMt/.iltflM*)!  I,;  L  iuxt^^/Michnet  asssoziiert  iat  Man  wank  dafl  so  eine 
VoiwundtMt'iitiil  l'J,  w|  mit  vier  Koinziden^Nrnktea  wt^rfuhi:  Diese 
l'iiiikN'  tmd  hM/.il«lirh  .l,;*t^,  ßi:  fl^,  Q:  C,  nni  Jt- -^r  A-A  «■ 
Miit)  drimitllMMi  i*unkion  (\  den  ursprünglichen  Kegdachnitts  aasoiüert 
iiimI  I,,  1^  lu^i  iiin  RUiidel-lvorrelation  nicht  fest  Sie  sind  unter  da 
•  tlxsii  ^tirtiiidtutoii  tioiit  Puukteii  enthalten.  Die  fthiigui  Tier  eriubeii 
«ton  Sihtiil},  liuU  «m  auf  jt'dem  Kegelschnitt  der  JF*  vier  Punkts  0^  und 
rKoitrtP  vior  Pniiku«  f>^  ){t))t,  wekhe  bezüglich  aUer  Tier  Pusre  konju- 
^toittii    l'uriki'tf  oiutui  tuMMVisiierten  haben. 

/'\  7#/>^  fH  Htirm   liuume  eine  lUjMmkmrt  ritrter  Ordmmmg  B^  tmd 

Sviii)M»lino)i  ),(«M4*hr tobten  j^lten  die  Gleichungen: 

ÜK  \i%iwv  H'U  ttirlit  wtti  eben  0|  auf  einem  Kegelschnitt,  sondern  auf 
oiti««i  liitiJuti  «tut  h'*  luufitii,  HU  tinde  ich,  daß  es  swei  Lagen  gibt,  in 
«tiiiM^ii  (\  uitioti  uuttv.iiitrUut  hat«  gleichgültig,  welcher  Schar  die  Grade 
'iii)^o)tiWi       iUu*uifi  7«'W  fufp-ior,  iiaß  die  beiden  R^  erster  Spesies  sind. 

Miiii^o  l^tllkU)  «iot-  /i^  huwea  sich,  wie  folgt,  nachweisen:  Ä^A^f 
/»\ /\.  <\  <'<.  f\  f\  hubo«  Awvi  Treflfgrade.  Sie  sind  als  Achsen  spe- 
'.loltoi    r%\ii«t\»i    Muudut  Kotft^lutiKuteu   brauchbar,  darum  liegen  ihre  vier 

IWttj^ltoli  ittviot  r>uuv  k\»njtiy:i^rter  l\inkte  gribt  es  vier  Punkte  0|, 
\loiu««i  «>ni  i^HH4\>i  Kvx^^Uoluitit  ift^oisiiert  ist,  s.B.  ^i;^,  £i;£^,  C^'^Cj. 
(Vm«\'IN^ii  ^^lllki\>tt  i;ti  iH^AUj^hch  Ai\  A^.  D^x  Dj  auch  ein  Kegelschnitt 
(«ii'^ttikti^i^.  di»i  v(^ii  x»«*«*.!:!!  tu  6wt>i  l\iukten  schneidet.  Einer  daTon  ist 
d^M  i\  («v^tiK^hoh  ((,  1^  AUHg^cichuet  assoziiert  und  kommt  hier  nicht 
^u  lU'^t^'b^.  \Wk  (4udc(v  tfttvr  isc  victti  i\  bezüglich  aller  yier  Punkte- 
)vMin'    4|.   4j.       X  l\.  t\  Äwvvat^rt     S^»  sind  wieder  vier  Punkte  jeder 

K<  iff«U  d\>»  Ku*»  uu^ht  b^^wt^HÄ^ut»  Satz:  Alle  oo^  Bündel-Korrela- 
luMV^»»  br%bw^  V*  <Na»v  lik\»rt,tu^tot«vr  l^lukte  gemein«  welche  eine  nnm- 
Uoln*  lkubi«vb%^  Vm%*Äud*»vbcikrt  btUlv^n  Sie  erfilUen  die  ProjektiTitaten 
i»u(  dv^\  Sltt^bl«^^  \{^  duivK   dtc   iiv^\^U^n^xi  vier  Strahlen  bestimmten 
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IBezöglich  der  Paare  A^;  A^,  •,  D,;  D,  erföllen  die  Punkte  0„  die 
einen  assoziierten  haben,  eine  if,  deBgleicben  bezüglich  der  Paare  A^;A^, 
B^^,Bf,  C,;  C,,  -£,;£,-  Beide  fi*  haben,  da  sie  erster  Spezies  sind, 
acht  Punkte  gemeinBam.  Schon  bei  drei  Punktepaaren  A^;  A^,  B^;  B^, 
C,;  C,  ist  jedem  Punkte  0,  i.  a.  nur  Hu  Punkt  assoziiert,  und  nur  vier 
Punkte  gibt  es,  deneu  ein  ganzer  Kegelschnitt  assoziiert  ist.  Da  beide 
^  durch  diese  Tier  Punkte  geben,  so  sind  sie  unter  den  acht  Schnitt- 
punkten Torhandeii.  Ihre  assoziierten  Punkte  bezüglich  des  einen  und 
andern  Systemes  von  vier  Punktepaaren  &Ueii  nicht  zusammen.  Da- 
gegen ist  jedem  der  anderen  vier  Punkte  in  beiden  Systemen  derselbe 
assoziiert,  und  dieser  ist  ihm  dann  auch  bezüglich  aller  fünf  Paare 
konjugierter  Punkte  assoziiert. 

»Es  gibt  vier  Paare  assoziierter  Funkte  auf  F*. 
Symbolisch  schreibt  sich  dieser  Satz:  /i^^i. 
Es   gilt   der  Satz,   der   hier  wieder   unbewiesen   bleiben  soll:    Die 
vier  Bündel- Korrelationen  haben  nicht  nur  die  Projektivität  konjugier- 
ter Punkte  auf  den  Verbindungsgraden  der  fünf  gegebenen   Paare,  son- 
dern  auf  allen    Strahlen   den   durch   diese    bestimmten    linearen    Kom- 
I  plejes  gemeiiL 

§  «- 
22,  Wenden  wir  uns  zu  doppelten  Punktbedingungeu      An  Stelle 
Ifweier  getrennter  Paare  von  konjugierten  Punkten  trete  ein  Punkt  A, 
Fund  zwei  ihm  konjugierte  oder  eine  ihm  konjugierte  Grade  a,: 

Auf  allen  Strahlen  des  Strahle nbüsch eis  von  A^  nach  a,  ist  damit 
Ldie  Projektivität  konjugierter  Punkte  gegeben.  Alle  diese  Piojektivi- 
1  tStea  zusammen  bilden  die  zentrale  quadratische  ebene  Yerwandtachaft 
\  mit  Aj  =  A^  als  Zentrum  (1).  In  dieser  entspricht  dem  Ai  auch  eine 
I  Grade  a[.  Sie  ist  dem  Ai^A'j  im  anderen  Sinne  konjugiert.  Daraus 
Pfolgt:  Zwicken  den  Bedingungen  ji,  und  ji,  brawhen  wir  nicht  eu  unter- 
wat^iden,  meil  eine  äds  mit  der  anderen  verbunden  auftritt  {ji). 

Zerlegt  man  die  Bedingung  ^i;  o^  in  zwei  Paare  konjugierter 
t  Punkt«  Ai;A'j,  Aj-,  A'^,  wo  A'^,  A'^  auf  a,  liegen,  so  kann  man  ohne 
L  prinzipiellen  Unterschied  in  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
[  zwei  Paare  konjugierter  Punkte  durch  -'li;  Oj  ersetzen.  Die  zahlenjiiäßigen 
I  Resultate  bleiben  dieselben.     Ich  will  nur  die  erste  hstge  ausführen. 

Es  sei  außer  F^  nur  A,;  a^  gegeben. 

Ist  0,  ein  beliebiger  Punkt  der  J^*,  so  entspricht  dem  Strahle  (),  A^ , 
1  wie  0^  auch  liegen  mag,  die  Ebene  0,0^.  Diese  muß  durch  den 
Lcweiten  Schnittpunkt   von  OiA^  mit  F'  gehen   und   ist   dadorch   fest- 
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gelegt.  Also  dem  Punkte  0,  eind  alle  Punkte  dee  EegeUcImitts  asBO- 
ziiert,  der  in  dieser  Ebene  liegt.  Wie  in  (12)  und  (13)  ist  auch  hier 
jedem  Punkte  in  jedem  der  beiden  Sinne  ein  Kegelschnitt  assoziiert. 
Auch  hier  ist  die  Beziehung  der  Punkte  der  F'  zu  den  Ebenen  ihrer 
asBOziierten  Kegelschnitte  ein  Teil  einer  räumlichen  Korrelatiou,  aber 
einer  axialen,  deren  Achsen  üj  und  a,'  sind.  Diese  einfachere  Gestalt 
der  Eurrelittiou  macht  die  weiteren  iVagen  ilurch sichtiger. 

Die  Si/nihole  ft'  und  ]i  sind  äquivalent. 

23.  Dagegen  bietet  Neues  die  dreifache  Punktbedinguug  [.4, ;  a,]  ^ti^. 

Ist  Ä^-jU^  gegeben,  also  die  Ebene,  welche,  wie  0^  auch  liegen 
mag,  dem  Strahl  0,-4,  entsprechen  soll,  so  ist  anf  allen  Strahlen  durch 
j4.,  die  Projektivität  konjugierter  Punkt«  bestimmt.  Alle  diese  Pro- 
jektivitÄten  machen  eine  zentrale  quadratische  Verwandtschaft  mit  dem 
Zentrum  Ay  =  A[  aus.  Dem  A^  =  Ä'^  enspricht  im  anderen  Sinne  auch 
eine  Ebene  tc'^  (1).  Sie  muB  die  dem  Strahle  O^A'^  entsprechende  Ebene 
sein.     Darum  gilt: 

I)ie  Bedingungen  fi,  und  "ji,  frcfe«  immer  eusammen  auf,  idi  braaeiie 
sie  niehi  eu  unterscheiden  (ji).  Sind  F*  und  .4,  =  ^,;  a,,aj  (feg^ten, 
so  ist  nicht  wie  bei  F'  und  fi'  jedem  Punkte  0,  ein  0,  assoziiert,  son- 
dern ein  bdieiHger  Punkt  liat  lieinen  nssosiierten ,  nur  den  Punkten  0, 
von  (a|  F^)  simi  alle  Punkte  des  Kegelschnitts  («^  F')  assoziiert  und  um- 
gekehrt.    Das  heißt  symbolisch  p*fi  ~  0,  PiP^ji  -=  4- 

Tritt  noch  ein  Paar  Bj;  B^  hinzu,  so  gilt: 

Ist  0,  ein  beliebiger  Punkt  von  (b[F*),  so  muß  die  dem  Strahle 
OiB,  entsprechende  Ebene  durch  folgende  Punkte  gehen:  den  zweiten 
Schnittpunkt  von  0,i?3  mit  F^,  den  Schnittpunkt  der  Ebene  0,B,  .1, 
mit  dem  Kegelschnitt  (K,i^'),  welcher  von  dem  zweiten  Schnittpunkt 
von  0^  A^  mit  F''  verschieden  ist,  und  endlich  durch  B^.  Diese  Ebene 
ist  also  bestimmt  und  schneidet  in  (%J^)  außer  dem  schon  genannteu 
Punkte  Diieh  den  einzig  möglichen  Punkt  0,  ein.  Nach  (4)  ist  0, 
mit  diesem  Punkte  auch  wirklich  durch  eine  BQndel-Korrelation  ver 
banden,  welche  die  Bedingungen  erfiült.     Es  gilt  daher: 

Ein  weiteres  Paar  konjugierter  Punkte  stellt  zwischen  deii  Kegd- 
sdmitten {tt[F*)  wnd  (ßji^*)  eitte  Projektivität  von  assoniierten  Punkten 
her.     Symbolisch  kann  ich  schreiben  ji,  fift  =  2,  Pfji(i  =  2. 

Kommt  noch  ein  zweites  Paar  konjugierter  Punkte  (',;  C,  hinzu, 
so  haben  die  durch  B^]  B^  und  t',j  6^  bestimmten  Projektivitäten  zwei 
Paare  gemein.  Diese  Paare  sind,  weil  A^•Uy  in  jedem  Falle  die  Kor- 
relation festlegt,  wirklieh  beKügUch  £,;  i^  und  C,;  C,  assoziiert.  Also 
bei  Aj  ^-A^,  «j,  a[,  B^;  B^,  6',;  C,  gibt  es  zwei  Paare  assoziierter  Punkte, 
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oder  symbolisch  ausgedrückt  ^ft'  =  2.     Da  ^*  mit  ft  gleichwertig  ist^ 
folgt  auch  ^fl  =»  2. 

Von  axialer  Korrelation  ist  die  Art^  di^  ihre  Achsen  auf  F^  ge- 
legen haty  bei  gegebenem  A^\  a^  überhaupt  nicht  möglich^  dagegen  kann 
jede  Grade  durch  A^y  welche  den  Kegelschnitt  (a,i^)  und  dann  auch 
(a^JP^)  schneidet^  Achse  einer  speziellen  axialen  Korrelation  sein. 

(Schluß  folgt.) 


The  Potential  Equation  and  p-fonction  Gurves. 

Von  P.  H.  Safford  in  Philadelphia. 

In  an  artide^)  by  Dr.  Wangerin,  the  opening  paragraph  contains^ 
in  effect^  the  following. 

Ist  ein  Körper  gegeben^  für  dessen  inneren  oder  äußeren  Raum  die 
Potentialgleichung 

stattfindet^  so  suche  man  ein  System  krummliniger  Koordinaten  von 
der  Beschaffenheit,  daß  die  den  Körper  begrenzende  Fläche  in  einer 
der  drei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Plächenscharen  enthalten  ist. 
He  proceeded  to  consider  the  special  problem  of  finding  for  what 
surfaces  of  revolution  a  value  of  V  exists  in  the  form 

(2)  V^X'RR,'B^, 

in  which  Jß,  R^  and  B^  are  functions,  respectively,  of  curyilinear 
coordinates  ty  Uy  0  and  contain  also  two  arbitrary  parameters.  He 
found  that 

(3)  x  +  ir^  F{t  +  iu),  x-ir^  F^{t  ^  iw), 


in  which  r «—  y^y*  +  ^*;  while  the  form  of  F  and  F^  (conjugate  func- 

tions)  was  to  be  determined.    He  derived  for  k  the  value  rp  and  then 

showed   that   the   possibility    of  obtaining   V  in  the  form  of  (2)  de- 
pended  upon  being  able  to  find  a  value  of  F  such  that 

1)  Berliner  MonaUbericbte  21,  Feb.  1878. 


in  which  sn  maj  be  repl&ced  by  cn  or  tn  and  in  which  a,  b, 
certaln  constant  coefficiente. 

Dr.  HaentzBchel')   treated  the  aame  special  problem  in  a 
what  similar  manner,  but  assuming  X  to   have  the  ralue  above, 
gave  some  of  hia  results  in  the  form 


(ö) 


F(t-i-iuy- 


a  +  b-pit  +  i 


some-     1 

i,   and     J 


the  values  of  a,  b,  c,  tf  beiag  indicated  for  sereral  caaes. 

The  purpoBe  of  this  paper  is  to  sliow  esactly  what  types  üf  linear 
transtormatiun  uf  the  (.-function  are  admissible.  The  similar  problem 
for  Waugerin'B  resulta  (together  with  a  coinpariBon  of  his  work  with 
Haentzachel'a)  has  beeu  published  by  the  writer'),  but  the  procedure 
in  the  preseiit  paper  is  much  niore  direct  and  avoids  tnany  of  the 
tediouB  computationa  of  the  earlier  paper. 

For  eouvenience  let  v'(*  +  in)  and  y(t  —  iu)  be  written  aa  P  and 
Pj  reBpectiTely,  the  invariants  y, ,  i/^  being  real.  The  coefficienta  of 
the  linear  traiiBforniation  will  be  takeu  as  cumplex  and  aB  yet  unde- 
termined,  ao  that  the  valnes  of  F  and  Fj  to  be  cousidered  are 

F     "  +  ''^       F  =^+fti 
7  + SP'        '      r.+',P, 

The  substitntion  of  (7)  in  (4)  gives  the  foUowing: 

KP^P^ 

[A  +  BP+DP,  +  EPP,]' '' 


(7) 


(u,  (t,  etc.  coi^jugate). 


(«) 


.ff(() +»,{»), 

in  which  the  abbreviationa  are 

(9)  U  =  «J'i-«.y,       I)^aS,-ß,Y, 
\B~ßy^-tt^d,       E=ßd,  -  ß,S. 

By  BueceaaiTe  diiferentiatioo  uf  (8)  with  regard  to  t  and  t(  reapectiTety, 
the  aecond  member  vaniahea.  The  new  örat  member  niuat  also  vaniah, 
so  that  after  the  derivativea  of  P  and  F^  which  it  now  oontaim  are 
removed  by  the  aid  of  the  relations  between  them 

(10)  P''  =  4P»  -  ftP  -  ft,     etc. 


1)  Haeut/achel,  Rednlttiou  der  Potantialgletchung,  Üetlin,  1B98. 
!)  Aiuer.  .louni.  of  Math.  Sl,  1.    See  aha  Archiv  der  Mathematik  und  Phjiik. 
(8)  4,  67-85  and  10,  884—287. 
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The  coefGcients  of  the  separate  powers  of  P  and  P^  in  the  resulting 
expression  most  ranish.  Thus  are  the  following  relations  between  the 
constants  in  (8)  obtained: 

IA(B  -  D)=  E{B  -  D)-  B»  -  i)»  =  0, 

^[AE  +  B{B  +  D)]-  E*g,  =  0, 

Bi4A  +  Eg,)-  2E'g,  =  0, 
{16  A*  -  I?gt*  +  16B£9s  =  0. 

Equations  (11)  lead  to  four  cases,  riz. 

10  ^  =  £=if  +  D  =  0,  5  +  0, 


(11) 


(12) 


2«,  3«,  4»,  f s', 


£ 


E 


(f9      I  f     fff\ 


•      = 


~  'i»  *»»  '•• 

=  *%*    *»*   •!• 
—  *!»    'l»    •«• 


These  are  the  only  cases  in  which  the  resolution  of  the  first  member 
of  (8)  is  possible,  and  the  results,  which  of  course  are  the  desired 
H{t)  and  B(u)  of  the  same  equation,  have  been  giyen  by  Haentzschel 
as  follows  (omitting  a  constant  factor): 


(13) 


When  the  condition  equations  (12)  P  are  expressed  in  terms  of  a^  ß  etc. 
tiiey  yield 

(U)  --T-'—T> 

^    ^  «1     ft     n     *i ' 

€rom  which  it  follows  that  the  coefficients  in  (7)  are  essentially  real^ 
so  that  the  transformation  is  an  inyersion  with  respect  to  a  point  on 
tiie  axis  of  rcTolution^  leaving  that  axis  unchanged. 
Gase  2*  giyes 

(15)  {ßy^^a,9  ay^^a^y  /.  2    .    ,  ,  \ 


Xt  may  be  shown  from  (15)  that  e   must  be  real,  so  that  cases  2^^  3^, 
-4®  do  not  exist  unless  s^,  s^}  h  ^^  respectively  real. 
The  original  ^-fünction  curves,  obtained  from 

<16)  x  +  ir^  ^{t  +  iu), 

yriz. 

<17)        i:[x'  +  r>  -  2e'x  -(e'^  +  f"£'")?(^"  "  0/(^  -  0=  0, 

are  to  be  transformed  by  the  aid  of  (7)  and  (15),  gi^ing,  in  abbreviated 
iorm, 

+[A,{pi^,+fi)+B,x,+C,]\B,-s,)/il-s,)~0. 

Archiv  der  Mathemaük  und  Phytik.     in.  Reihe.     Kill.  16 
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It  will  be  noticed  that  Üie  azis  of  revolution  is  an  aiis  of  aymmetiy 
of  theae  traosformed  curves  and  came  front  a  circle  of  symmetrj  in 
(17).     Similar  reaalts  follow  in  caaea  3°  and  4". 

The  3ummary  of  this  investigation  ia  that  the  only  allowable 
coefficients  in  (7)  are  thoee  which  cause  the  axie  of  revolation  or  the 
respective  circles  of  aynimetry  in  (17^  tu  change  into  the  asia  of  re- 
volution. From  this  fact  it  follows  that  the  snrfaues  of  revolution 
eorreapondiiig  to  (17)  are  of  the  aanie  degree  after  the  tranaformation  of 
their  meridian  curvea. 

PhUadelphia,  U.S.A.,  August  19(17. 


Über  gewisse  Transformationen  von  ebenen  Kurvenj 
dritter  Ordnung. 

Von  F   KuLMKi.  in  Baden-Baden, 
1.  Die  Glfllchim^  der  Kurve  und  deren  Interpretation. 

üie  Gleichung  einer  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  kann  stets  iu 
die  Form  3  ^^.^  ^  Ax^  +  ^  Bx't  +  3  Vxe'  -\-  De' 

gebracht  werden,  wobei  x  =  0,  e  =  0  ein  reeller  Wendepunkt,  ^  =  0 
die  Weiidetangente  in  diesem  und  y  =  0  die  harmoniache  Polare  des- 
selben iat.  Bei  reell  variableu  A,  B,  C,  D  stellt  die  Gleichung  dann 
ein  vierfach  unemlliches  System  von  Cj^)  dar,  die  einen  reellen  Wende- 
punkt, die  Tangente  in  diesem  und  deasen  harmonisclie  Polare  gemein- 
sam haben.  Ist  5  =  U  die  unendlich  ferne  Gerade  und  aind  x,  y  recht- 
winklige Koordinaten,  so  liegt  eine  divergierende  Parabel  vor.  Ist  die 
Gerade  ^  =  0  parallel  zur  Geraden  a^  =  0  im  Endlichen,  so  stellt  die 
Gleichung  eine  tj  mit  einer  reellen  Wendeaaymptote  ä  =  0  dar.  Zur 
Zeichnung  der  Kurve  bei  dieser  Annahme  trägt  man  auf  der  j/-Achse 
eine  gewöhnliche  euklidische  MaB»kaln  ab,  auf  der  s'-Achae  aber  eine 
projektive,  so  daß  dem  Schnittpunkte  der  .t-Achae  mit  der  5-Ächse 
die  MaBzahl  0,  dem  Schnittpunkte  der  x-Achae  mit  der  z-Achse  die 
MaBzahl  00  entspricht,  während  der  Ort  der  Zahl  1  noch  beliebig  ge- 
wühlt werden  kann. 

2.  Die  Transformation  zweier  solcher  Kurven  ineinander. 

Ea  aeien  zwei  solche  Kurven  gegeben  durch  die  Gleichungen:! 

3  f^e,  =  Ar\  -f  3  Ux\»,  +  3  C'x.aJ  -f  Dg[, 

3i/V=Slj''  +  3ffli»5  +3Sx**  +3)»* 

1}  Cg  =^  Kuive  dritter  Ordnuug. 
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oder 

Fix^y^z^)  =  A3i\+  ^Ba\z^  +  3  Cx^s^^  +  D:rJ  -  Syjjeri  -  0, 

Die  beiden  Aronholdschen  Inyarianten  yon  F  und  %  sind  dann  l)zw.: 
S^AC-B",    T 4(^*2)  -ZABÜ  +  2B% 

Bei  einer  Transformation  yon  F  in  %  muß  jedenfalls  ein  Wende- 
punkt und  dessen  Tangente  und  harmonisclie  Polare  wieder  in  einen 
Wendepunkt  mit  seiner  Tangente  und  harmonischen  Polaren  übergehen. 
Lassen  wir  den  Wendepunkt  aj|  =  0,  ^er^  «=-  0  in  x  =»  0,  jer  —  0  übergehen^ 
so  läßt  sich  die  Transformation  in  der  Form  schreiben: 

9  X\  —•  t*«  X        ~|~  ^t  ^ } 

Führt  man  diese  Transformation  an  F  aus  und  yergleicht  die  er- 
haltenen Koeffizienten  mit  den  entsprechenden  yon  %,  so  erhält  man 
zur  Bestimmung  der  Transformationskoeffizienten  folgende  Gleichungen: 

(1)  %^Aa\, 

(2)  Sd  ^  Aa\c^-^  Ba\c^, 

(3)  6  =  Aa^i?^  +  2Ba^c^c^  +  Ca^t^^, 

(4)  2)  =  ^cj  +  3  B(?,c,  +  3Cc,cJ  +  Z)cJ, 

(5)  \^V,c,, 

Aus  (1)  folgt  zunächst  ^i  =  *l/^>  wo  «  eine  dritte  Einheitswurzel 

und!/-,   dann  absolut^)  zu  nehmen  ist.  Aus  den  Gleichungen  (l),  (2),  (3) 

leiten   wir  durch  Diyision  mit  cj  andere  Gleichungen  ab.     Aus  diesen 
finden  wir  dann 

woraus  sich  unter  Benutzung  des  schon  gefundenen  Wertes  für  a,  ergibt 


daraus  folgt 


1)  Das  einfiu^be  Wua/thusichifu  y    ist  §UsU  our  i^kmolui  %u  lufhumu. 

16* 
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F.  Kölmxl: 


Wir  haben  also  die  Transformationsgleichuiigen: 


(A.) 


T'/l 


1  =  «  j/j  '  CC+  - 

.-±Vl-V±VU 


i 


t/Zr 


e, 


»      /-7.- 


P^i==±]/^-]/|.^. 


fif«  @' 


Wegen  der  bekannten  Relation  jn^  y*  ksjin  man  auch  schreiben: 


(B.) 


^a;, 


«•Vi 


a;  + 


ÄW 


-  ±  Vi  •  vW ■ ». 


Die  Transformationsdeterminante  wird: 


^-±.'V±Vl- 


'« 


Das  bei  y  vor  1/ -7  stehende  doppelte  Vorzeichen  ist  Ton  den  übrigen 

Doppelzeichen  TÖllig  unabhängige  kann  also  mit  jedem  kombiniert  werden, 
während  sonst  bei  den  Doppelzeichen  je  nur  die  oberen  miteinander 
korrespondieren  und  ebenso  die  unteren  zusammengehören.  Indem  man 
die  fQr  Oj;  C|;  &|,  Cg  erhaltenen  Werte  in  die  Bestimmungsgleichnngen 
(1) — (5)  einsetzt,  erhält  man: 

(1)  «  -  a, 

(2)  i8  =  SB, 


(3) 

(4) 
(5) 


IS 

D 
1 


4»«+  12«»®  q:®!/^  .  T 


4«' 


1. 


Denmach  ist  die  Gleichung  der  transformierten  Kurve  zunächst: 


Sy*e  =  ^1^+  H^x'e  +  3 


»' 


4S9«+  12*«®T®l/—  •  T 
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3.  Diskussion  der  Transformationen. 

1.  Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  am  Ende  des  vorigen  Ab- 
schnittes folgt: 

(a)  ©(l-6)-0, 

(b)  -  X  +  12»®  (1  -  «)  =  T  l/®' .  T, 

wenn  die  transformierte  C^  mit  f(  =  0  identisch  sein  soll. 

Die  Gleichimg  (a)  ist  erfüllt  für  £  =  1  oder  ©  —  fi»  =  0;  in  beiden 
Fällen  geht  die  Gleichimg  (b)  über  in: 

*-±i/®' 

T      ^  V  S" 

m 

OS  Ä8 

was  der  bekannten  Relation  jn^  ^  entspricht.     Als  besonderer  Fall 

sei  erwähnt,  daß  (b)  auch  durch  99  »  0  erfüllt  ist,  dies  führt  wegen  (a) 
auf  %6  =  0;  wenn  €  +  l.  Diese  letztere  Bedingung  ist  erfüllt;  wenn 
entweder  a)  C  =  0,  oder  ß)  Ä  —  0. 

a)  fahrt  auf  die  Gleichung 

Dies  ist  ein  besonderer  Fall  der  Cj,  für  welche  S  ==»  0.  Die  Koordi- 
naten der  zwei  imaginären  Punkte  auf  der  X-Achse  sind  von  der  Form 
Ba  und  B^a. 

ß)  führt  auf  die  Gleichung 

Diese  0,  zerfällt  in  die  Gerade  xr  =  0  und  eine  C^,  die  diese  Gerade 
in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  y  =  0  bei'ührt. 

2.  Aus  der  Gleichung  _ 

ergibt  sich  femer: 

a)  Sind  die  Koeffizienten  von  F  reell  und  die  von  ^  imaginär,  so 
sind  natürlich  die  Transformationen  imaginär. 

b)  Ist  F  reell  imd  auch  @,  und  haben  ©  imd  S  gleiche  Vorzeichen, 
so  ist  auch  %  reell,  also  auch  ^.  T  und  %  haben  gleiche  oder  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  je  nachdem  man  auf  der  linken  Seite  -f 
oder  —  setzt. 

c)  Ist  JF'  und  auch  ©  reell,  aber  S  und  ©  entgegengesetzten  Zei- 
chens, so  wird  %  und  also  auch  %  imaginär,  außer  wenn  I  ==  T  =  0. 
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d)  Ist  F  reell,  und  ersetzt  man  in  %  die  @   durch  e@,   wobei 

B  =  — — ^-^— ,  so  wird  %  imaginär  (aber  %  bleibt  reell),  außer  wenn 

@  -  S  =  0. 

3.  Darnach  haben  wir  folgende  Hauptfälle  unserer  Transforma- 
tionen: 

la)  e  -  1. 

ib)  «=1. 

pa;,  =  [/ T a;  H ..      —  «  = 


H)    « 


p«i ^ —  Y w'  V 's''^V w  Y  f-'- 
- 1  ±  «ys 


3 


-±v\vn-^. 


Sind  alle  Koeffizienten  von  i^  und  %  reell  vorausgesetzt,  so  folgt: 

a)  Sind  iS  und  ©  von  gleichen  Zeichen,  so  sind  alle  Transfor- 
mationen la)  reell  und.  fiihren  jede  reelle  G,  wieder  in  eine  reelle 
über,  wobei  die  entsprechenden  Invarianten  gleiche  Zeichen  haben.  In 
Ib)  ist  die  y -Transformation  imaginär,  aber  jede  reelle  Cj  geht  in 
eine  reelle  über,  wobei  T  das  Zeichen  wechselt. 
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Für  r=l  =  0  i^eLt  jede  harnionische  C^  in  eine  d6rHelt)6ii  Art 
(d.  h.  mit  gleichen  Vorzeichen  in  S  und  ©)  über. 

ß)  Sind  S  Hud  ©  von  verschiedenen  Vorzeichen,  so  sind  die  Trans- 
formationen la)  und  Ib)  imaginär  und  führen  eine  (gewöhnliche  reelle 
C,  nicht  in  eine  reelle  (iber. 

Filr  T  =  3  =  0  dagegen  geht  jede  reelle  hiirmonische  C^  in  eine 
reelle  der  anderen   Art   über  fd.  h.  mit  anderen  Zeichen  in  S  und  ©). 

y)  Ist  Ä  ^  S  =  0,  80  fallen  die  Transformationen  la)  und  Ib|  zu- 
sammen, wie  man  aus  der  Form  B)  sieht.  Jede  reelle  anharmoniache 
Cf  geht  in  eine  reelle  Ober,  Wechselt  T  das  Zeichen,  so  ist  die  y-Trans- 
fermation  wieder  imaginär. 

I*)  Die  Tranafonnationen  II)  führen  eine  reelle  Cj,  für  die  S  und  © 
nicht  verschwinden,  nicht  in  eine  reelle  über. 

Für  S  =  ©  =  0  d^egen  geht  jede  reelle  iiquianhürmonische  G, 
durch  11)  witder  in  eine  solche  über.  Haben  T  und  %  gleiche  Zeichen, 
to  wird  die  y-Trausformation  reell,  im  anderen  Falle  imaginär. 

Durch  eine  vermehrte  Anzahl  von  Tranafonnationen  sind  also  unt«r 
den  reellen  C^  die  harmonischen  and  äquianhannonischen  Cj  auage- 
zeiehnet,  wie  sie  auch  durch  daa  A'ersch winden  einer  Invariante  aus- 
gezeichnet sind.  Daher  treten  sie  lutch  bei  der  Eiut«iluug  der  (7,  als 
ausgezeichnete  Übergangs  fälle  auf,  sowohl  wenn  man  nach  rein  inva- 
risutentheoretischen  Gresichtspunkten^l  verfährt,  ala  auch  wenn  man  die 
Anzahl  der  möglichen  Tranafonnationen^)  als  ausschlE^gebend  ansieht. 

Baden   1906,  September. 


lÜber  die  Lage  der  Hanptträgheltsachsen  von  Panktsystemen 
in  der  Ebene. 

Von  H.  W.  E.  JuNfl  in  Marburg. 

lien  «  Punkte  in  einer  Ebene  gegeben.     Ihre  Koordinaten  in- 

jtbejiug   auf  ein   rechtwinkliges    Koordinatensysteni  seien  j„,  j„  («  =  1, 

I.  . .  n).      Wir  setzen  z^  =  x,^  -\-  (' f/,,.     Es  sei  dann  f{z)   die  Gleichung 

»•ten  Grades,  deren  Wurzeln  z^,  z^,  . .  .  z^  sind.    Die  Punktsysteme,  die 

11  Vgpl.  meine  Arbeit;  Ableitung  der  »erechiedenen  Formen  der  ebenen  Kurven 
dritter  Ordnuug  und  KlsHiSkntioii  deraelbeD.  I.  1HB*  Ht(«i]heim.  Hl.  1901  Badea- 
Baden. 

!)  Vgl.  U.  Wiener.  Die  Einteilung  der  ebenen  Kurven  und  Kegel  dritter 
Uidnnng.    Halle  1901. 
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aus  den  Wurzelpunkten  der  Ableitungen  f{is)y  f'ie)^  . .  •  von  f{e)  be- 
stehen; wollen  wir  die  abgeleiteten  Punktsysteme  des  ursprdnglichen 
nennen. 

Das  (n  —  l)te  abgeleitete  Punktsystem  besteht  nur  aus  einem 
Punkte,  dem  Wurzelpunkte  von  /^"-^)  (js).  Dieser  Punkt  hat  die  Eigen- 
schaft, daß  er  der  Schwerpunkt  sowohl  des  gegebenen,  sowie  auch  eines 
jeden  abgeleiteten  Punktsystems  ist.^) 

Das  (n  —  2)te  abgeleitete  Punktsystem  besteht  aus  zwei  Punkten, 
nämlich  den  beiden  Wurzelpunkten  von  f^~^  {z\  Die  Verbindungs- 
linie dieser  beiden  Punkte  und  die  Mittelsenkrechte  ihrer  Yerbindungs- 
strecke  sind  die  Hauptträgheitsachsen  sowohl  des  gegebenen  Punkt- 
systems als  auch  jedes  abgeleiteten. 

Der  Beweis  ist  einfach.     Es  ist  nämlich:  /^"-*)  (jer)= 
—  ;8f*  -  (n  -  1)  !  (iTi  +  if,  -f  .  • .  £fj  ^  +  (n  -  2) !  {z^z^  +  ^lir,  +  •  •  •  z^^^z^ 

Als  Bedingung  dafür,  daß  die  Wurzelpunkte  dieser  Gleichung  so  liegen, 
daß  die  Koordinatenachsen  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Wurzel- 
punkte  und  der  Mittelsenkrechten  ihrer  Verbindungsstrecke  identisch 
sind,  ergibt  sich  daraus 

S^«  =  0,     T^^a^ß  reell. 
Das  aber  gibt  umgeformt 

also  die  Bedingungen  dafür,  daß  die  Koordinatenachsen  die  Haupttrag- 
heitsachsen sind. 

Die  Wurzelpunkte  von  Z^""*)  (ß)  liegen  immer  auf  derselben  Trag- 
heitsachse, auf  der  die  Brennpunkte  der  Trägheitsellipse  liegen,  und 
man  kann  für  n  >  2  durch  passende  Wahl  der  Einheit  erreichen,  daB 
sie  mit  ihnen  zusammenfallen,  natürlich  vorausgesetzt,  daß  die  ge- 
gebenen Punkte  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

1)  Vgl.  Isenkrahe,  dieses  Archiv  (8)  8,  267 
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James  Joseph  Sylvester.    The  CoUeoted  Mathematioal  Fapers.  Cam- 
bridge.    At  the  üniversity  Press.     Vol.  I  (1837—1853).     1904.     XU  n. 
650  S.   Vol.  U  (1854—1873).  1908.    With  two  plates.    XVI  u.  731  S. 

Referent  steht  einer  Besprechung  der  vorliegenden  Sammlung  insofern 
nicht  völlig  frei  gegenüber,  als  er  in  einer  Würdigung  der  wissenschaftlichen 
Arbeit  Sylvesters  (Math.  Ann.  50)  die  ÄuBerung  tat:  „Wie  die  Abhandlungen 
vorliegen,  anfähig  ein  klares  gegenständliches  Bild  zu  geben,  kann  ihre  Lektüre 
im  ganzen  heute  eigentlich  niemandem  mehr  zugemutet  werden.'^  Indessen 
kann  ja  die  Herausgabe  noch  von  manchem  freudig  begrüßt  werden,  der 
darauf  verzichtet,  jemals  eine  Abhandlung  von  Sylvester,  oder  gar  eine 
Reihe  solcher,  von  Anfang  zu  Ende  zu  lesen.  Unsere  eben  genannte  Würdi- 
gung hat  ausgesprochen,  was  die  Geschichte  der  Wissenschaft  bezeugt:  daß  in 
der  formlosen  Produktion  Sylvesters  eine  der  Quellen  der  Wissenschaft  von 
den  algebraisch -kombinatorischen  Formprozessen  und  manche  Keime  zu  be- 
deutenden Leistungen  in  den  Theorien  der  Elimination,  der  quadratischen 
Formen  und  der  Partition  der  Zahlen,  auch  gelegentliche  geniale  Inspirationen 
enthalten  sind.  Und  wer  als  Forscher  heute  noch  aus  diesen  Bestrebungen 
Anregung  ziehen,  oder  wer  die  Geschichte  dieser  Fragen  verfolgen  will,  wird 
die  Zosanunenfassung  aller  Abhandlungen  natürlich  willkommen  heißen.  Mit 
diesem  Erfolg  aber  wird  sich  der  Herausgeber,  Herr  H.  F.  Baker,  der  be- 
kannte Mathematiker  und  Mitglied  des  St.  Johns  College  in  Cambridge,  an  dem 
Sylvester  einst  graduierte  und  dessen  Ehrenmitglied  er  war,  trotz  seiner 
großen  und  selbstlosen  Bemühung  begnügen  müssen. 

Denn  daß  die  Abhandlungen  nun  durch  ihre  Zusammenfassung  genieß- 
barer geworden  wären,  oder  daß  sie  dadurch  gar  einen  Anflug  von  Klassischem 
erhalten  hätten ^  das  ist)  wie  es  vorauszusehen  war,  nicht  der  Fall.  Im 
Gegenteil  heben  sich,  so  hart  zusammmengedrängt,  die  großen  Mängel  nur  um 
so  deutlicher  und  abschreckender  hervor  ^  so  daß  die  einzelnen  Lichter  mehr 
verschwinden  —  nicht  nur  die  Mängel  der  äußeren  Form,  sondern  auch  ihr 
tieferer  Grund:  der  Mangel  an  logischer  Entwicklung  der  Ideen  und  an  Syste- 
matik überhaupt,  an  deren  Stelle  oft  bloßes  Probieren  und  Konjekturieren 
tritt;  dann  der  Mangel  an  jeder  Selbstzucht  in  der  Prüfung  der  Gedanken 
des  Augenblicks;  die  üppige  Phantasie  und  die  grenzenlose  ungezügelte  Eitel- 
keit and  Selbstberäucherung  in  bizarresten  Äußerungen.  Es  wäre  unmöglich 
gewesen,  bei  einer  Gesamtausgabe  diese  Mängel  gänzlich  zu  unterdrücken ; 
vielleicht  sogar  schwer  durchführbar,  ihre  größten  Auswüchse  zu  beseitigen, 
ohne  den  Charakter  des  Werkes  zu  zerstören.  Aus  diesem  Grunde  scheint 
sich  der  Herausgeber  -—  er  spricht  »ich  in  der  knappen  Vorrede  darüber  nicht 
aus  —  entschlossen  zu  haben,  die  Abhandlungen  treuest  in   ihrer   Ursprung- 


liehen  Form  wiederzugebeo,  ohne  alle  Ändenmgen  und  ohne  Zusätze  aus 
späterer  Literatur,  nur  unter  Korrektur  von  Schreib-  und  Enderen  Fehlern  in 
den  Formeln.  Von  diesen  (inindsätzeti  weicht  der  Herausgeber  nur  in  zwei  Zu- 
fügungen  ab:  einem  Verweis  am  Fuße  von  I,  S.  587  und  einer  Note  Aber 
Cnterdeterminanten  am  Schluß  von  Bd.  1,  ohne  daß  der  Grund  gerade  diesei' 
und  nur  dieser  Zufügungen  ersichtlich  ist;  und  in  einer  Weglassung:  einer  auf 
Hesseü  Peraonbezüglichen  protegierenden  Äußerung  (I,  Abh.  Nr.  57).  Letzteres 
ist  nicht  recht  erldärlicb,  da  ja  alle  weiteren  persönlichen  Auslassungen, 
darunter  sehr  viele  ganz  ephemere,  unverändert  abgedruckt  sind,  so  ancfa 
(I,  S.  189)  eine  wenig  schöne  ungegrtin d et«  Priori tatsrekl am atiou  gegen  Hesse, 
der  doch  Sylvester  {cf.  I,  S,  302)  gerade  in  rein -algebraischen  Durchführungen 
überlegen  war.  Vielleicht  hätte  der  Herausgeber  doch,  ohne  seiner  Auffassung 
im  ganzen  nntren  zu  werden,  manche  St«llen  streichen  können,  welche  als 
wohl  erst  während  des  Dnickes  in  unreifer  Vermutung  konzipiert  erscheinen 
and  vom  Autor  selbst  zuletut  noch  als  falsch  erkannt  wurden  fcf.  %.  B.  II, 
B.  339—341,  Anm.). 

Anzuerkennen  an  der  vorliegenden  Herausgabe  ist  die  wesentlich  chrO' 
nologisch  gehalt«ne  Anordnung.  Eine  solche  gibt  schon  an  sich  ein  Bild 
der  SchaffenstUtigkeit  des  Autors,  wBhrend  die  Gruppierung  nach  den  Pub- 
likationsorganen, wie  sie  neuerlich  bei  einigeu  Sammlungen  beliebt  worden 
ist,  bequemer  lür  die  Herausgeher  als  für  die  Benutzer  des  Werkes  ist.  Noch 
besser  erscheint  freilich,  wenigstens  bei  einfm  viele  Bände  umfassenden  Werke, 
die  Einteilung  in  Gruppen  nach  dem  Gegenstand,  verbunden  mit  chronologi- 
Bcher  Ordnung  innerhalb  der  Gruppen,  wie  es  bei  Gauß,  Jacobi  usw.  ge- 
schehen ist;  aber  der  Umfang  des  Schaffens  Sylvesters  läßt  noch  das  erster« 
Prinzip  zu. 

Dagegen  wftre  es  —  wie  es  bei  den  Sanunlungen  Gauß,  Jacobi, 
Hesse  usw.  geschehen  ist  —  erwünscht  gewesen,  orientierende  Anmerkungen 
zugefügt  zu  sehen.  Gerade  bei  einem  Autor,  der  Schritt  filr  Schritt  der  Ver- 
besserung bedürfte,  sind  historische  und  kommentierende  Anmerkungen,  die 
auf  Zusammenhänge  mit  Vorhergehendem  und  auch  Nachfolgendem  hinweisen 
oder  deD  Sinn  erläutern,  unentbehrlich ;  sie  1^'ürden  das  Werk  handlicher  and 
einem  größereu  Kreis  zugänglicher  gemacht  habeu.  Dazu  wäre  freilich  nicht 
die  Arbeit  eines  einzelnen  Herausgebers  hinreichend,  sondern  es  müßte,  wie 
ea  in  jenen  Fällen  geschehen  ist,  ein  Zusammenwirken  einer  Reihe  von  Kräften 
stattfinden.  Und  das  wäre  im  vorliegenden  Falle  wohl  nicht  zu  erreichen 
gewesen. 

Der  erste  Band  der  Sammlung,  1837—1853  umfassend,  enthalt  68  Ab- 
handlungen, unter  denen  sich  die  wichtigsten  des  ganzen  Werkes  des  Autore 
befinden:  die  Arbeiten  über  Elimination,  die  über  quadratische  Formen  mit 
dem  Trägheitsgesetz  und  mit  den  ersten  Ideen  über  Etementarteiler,  die  über 
Sturm  sehe  Funktionen,  die  Determinantensätze  und  vor  allem  die  Forschungen 
in  der  Formentheorie,  besonders  den  kanonischen  Formen.  Der  zweit«  Band, 
von  1S54 — 1873  gehend,  bringt  110  Aufsätze,  darunter  von  stark  ausge- 
dehnten den  über  Newtons  Regel  (Nr.  74),  der  aber  mehr  wegen  der  inva- 
riantiven  R«alitUt8krit«rien  fUr  die  Wurzeln  der  Gleichungen  fünften  Grades 
bedeutend  ist,  und  die  Vorlesungen  über  Partition  (Nr.  26).  Vier  kleinere 
der  Aufsätze  hatte  Sylvester  einmal  unter  der  Überschrift  „Nugae  Matlie- 
maticae"  zusammengefaßt  —  ein  bescheidener  Titel,  der  auf  sehr  viele  der  Auf- 


N&tze  gepuBt  liabea  würde;  auch  auf  den  Anhang,  der  Bemerkungen  xur  mathe- 
matischen Hotiristik  (enthalten  in  Sylvesters  Buch  „Thp  Laws  of  Verse"!) 
und  eine  DiskaBsion  mit  G.  H.  Lewes  und  anderen  üher  Raum  und  Z<)it  aus 
der  ^ature"  in  eitonso  abdruckt.  —  Ein  allgemeiner  Index  ist  dem  letzten 
Band  vorbehalten,  fßi'  den  wir  noch  den  Wunsch  aussprechen,  daS  er  auch  ein 
PortrSt  Silvesters  und  vielleicht  auuh  seine  Biographie  bringen  möchte. 
Erlangen.  M.  Noetueb. 


Ueinrich  Wieleitlier.  Tbeorie  der  ebenen  algebrsisobea  Kurven 
höherer  Ordnung.  (Sammlung  Schubert  -13  Bd.)  Mit  H2  Figviren  im 
Teit.  XXn  u.  33  3  S.  8.  Leipzig  15)05,  G,  J,  Oöschenache  Verlagsbuch- 
handlung. Cieh.  M,  10,—. 
Als  Referent  in  seinem  aweiten  Studiensemoster  (Sommer  1861)  die 
1852  erechienene  erste  Auflage  der  Higher  plane  curves  von  Salmon  in  die 
Hand  bekam,  wirktedieses  Buch  auf  ilinwie  eine  Olfonbanmg  über  lange  gesuchte 
und  nun  klar  enthüllt«  Wahrheiten.  Die  Zusammenfassung  der  grundlegenden 
Eigenschaften  der  algebraischen  Kurven  bei  freier  Auffassung  des  Koordina- 
tenbegriffes klarte  den  Schüler  über  viele  Fragen  auf,  die  ihn  bis  dahin  ge- 
(|uSlt  hatten,  und  darum  blieb  diesem  Werke  in  den  folgenden  Auflagen  die 
Zuneigung  des  alternden  Mannes  gewahrt,  der  das  dauernde  Wachstum  des 
in  dem  Buche  abgehandelten  Stoffes  infolge  der  Arbeit  vieler  talentvoller  und 
rüstig  schaffender  Forscher  miterlebte.  Die  Vorzüge  des  Salmou  sehen 
Werkes,  dessen  deutsche  Bearbeitung  durch  Fiedler  auf  der  Höhe  der  Wissen- 
schaft geha!(.en  wurde,  haben  es  jedem  Nachfolger  schwer  gemacht,  für  den 
jeweiligen  Zeitpunkt  etwas  Vergleichbares  fertig  zu  stellen.  Die  Vorlesungen 
von  Clebsoh  üher  Geometrie  in  der  Bearbeitung  von  Lindemann  gaben 
nach  der  Theorie  der  algebraischen  Formen  hin  eine  bedeutungsvolle  Ergän- 
zung. DaB  aber  auch  für  die  englisch  redenden  Mathematiker  eine  umfassen- 
dere Bearbeitung  nötig  erschien,  zeigte  sicli  an  manchen  literarischen  Er- 
scheinungen, so  in  dem  von  einer  Schülerin  Cayleys  verfaBten  Buche:  An 
introductor;  acconnt  of  certain  modern  ideas  and  methods  in  plane  analyti- 
cal  geometry  by  Charlotte  Angas  Scott  (London,  1894),  welcher  Schrift 
Cole  im  Bulletin  of  the  Amei-iean  Mathematical  Society  (2)  S,  265—271 
enthusiastischen  Beifall  gezollt  hat. 

Hiemach  ist  es  begreiflich,  daB  eine  Neubearbeitung  des  interessanten 
Gebietes  sehr  vielen  Wünschen  entgegenkommt,  daB  aber  auch  die  Befriedi- 
gung dieser  Wünsche  keine  leichte  Aufgabe  ist.  Der  Verfasser  des  vorliegen- 
den Buches  ist  sich  der  Schwierigkeiten  seines  Unternehmens  bewußt  gewesen 
und  hat  daher  bei  der  Übernahme  des  Bandes  der  Schubertschen  Sammlung, 
derdieTheorieder  ebenen  algebraischen  Kurven  bringen  soll,  gewissenhafte  und 
umfassende  literarische  Studien  gemacht.  Als  Fracht  eines  Teils  dieser  Sam- 
melarheit  hat  er,  abgesondert  von  der  gegenwärtigen  Veröffentlichung,  die 
Sohiift  erscheinen  lassen:  „Bibliographie  der  höheren  algebraischen  Kurven 
för  den  Zeitabschnitt  von  1890— 1904"  (Leipzig  19ii5);  vergl.  dieses  Ai-chiv 
(3)  12,  83.  Der  Jugendmut  bat  ihn  aber  auch  vor  zu  großer  Ängstlichkeit 
behütet,  und  so  ist  er  frisch  an  die  Abfassung  gegangen  und  hat  nach  kurzer 
Frist  sein  flott  geschriebenes  Werk  den  Mathematikern  zur  Benutzung  fertig 
ab  ergeben. 
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Als  zusammenfassende  Darstellung  der  Eigenschaften  der  algebraischen 
Kurven  ist  das  Bach  recht  zRitgemäß;  es  vrird  hoffeotUch  dazu  beitrsgen,  der 
deutschen  studierenden  Jugend  dieses  Gebiet  der  Mathematik,  das  leider  auf 
manchen  Universitäten  ganz  vernachlässigt  wird ,  in  seiner  Schönheit  und 
Fruchtbarkeit  vor  die  Äugen  7m  fähren  und  lieben  zu  lehren.  Unterschätzt 
hat  der  Verfasser  wohl  die  Bewältigung  des  Gegenstandes  durch  den  Leser, 
wenn  er  sein  Werk  als  für  Anftnger  berechnet  hinstellt.  Hfttt«  er  den  Er- 
folg derartiger  Hochschul  vortrüge  beobachten  können,  so  würde  er  wohl 
anders  geurteilt  haben.  Dagegen  hat  er  als  praktischer  Lehrer  den  Wert, 
konkreter  Beispiele  richtig  eingeschätzt  und  <iurch  ausführliche  Behandlung 
derselben  unt*r  Zufügung  i>assender  Figuren  ein  Beizmittel  für  das  Studium 
seines  Buches  geschaffen.  Die  Faßlichkeit  der  Darstellung,  wie  sie  dem  Refe- 
renten aus  dem  Studium  der  Salmon  sehen  Higher  plane  curves  vorschwebt, 
wie  sie  dann  auch  Ch,  A.  Scott  in  ihrem  Introductory  account  bewährt  hat, 
kann  der  vorliegenden  Schrift  nicht  überall  zugesprochen  werden.  Das  Be- 
streben, in  dem  gegebenen  Rahmen  rei'ht  viel  zu  geben,  scheint  hierbei  nicht 
ohne  Einfluß  geblieben  zu  sein. 

Von  den  vierzehn  Abschnitten  sind  die  ersten  elf  (212  Seit«n)  der  all- 
gemeinen Theorie  der  algebraischen  Kurven  gewidmet.  Die  folgenden  drei 
Abschnitte:  über  die  Kurven  dritter  Ordnung  (42  Seiten),  vierter  Ordnung 
(36  Seiten!  und  über  Kurvensysteme  (19  Seiten),  endlich  ein  Sachregister 
nehmen  das  letzte  Drittel  des  Buches  in  Anspruch.  Zwei  Drittel  des  Werkes 
sind  also  auf  die  allgemeinen  Untersuchungen  verwendet;  dies  ist  ein  obarak- 
teristiflcher  Zug.  Eine  Kritik  von  Einzelheiten  wtirde  /u  weit  führen;  wir 
verweisen  dieserhalb  auf  die  eingehende  Besprechung  im  Jahrbuehe  über  die 
Fortschritte  der  Klathematik  36,  623 — 628,  wo  einer  der  best-en  Kenner  dieses 
Gebietes,  Hr.  W.  Fr.  Meyer  neben  aller  Anerkennung  der  vorliegenden  Lei- 
stung die  Berücksie htigung  einer  Reihe  von  Ausstellungen  ttlr  die  nächste 
Auflage  empfiehlt.  Hoffen  wir,  daß  infolge  einer  fleißigen  Benutzung  des 
Werkes  durch  die  Studenten  eine  zweite  verbesserte  Auflage  bald  nötig  wird, 

Berlin.  E.  Lampe. 

Walther.  Lehr-  und  Übungsbuch  der  Geometrie  für  Untei^  nnd 
Hltteletufe.  Mit  Anhang  (für  Kealausttdten]  I:  Ebene  Trigonometrie, 
II :  Abbildung  und  Berechnung  einfacher  Körper.  VHI  u.  204  8.  8. 
Berlin  1907,  Otto  Salle.     Geh.  M  2,20. 

KiiOpH.  Koppe -DiekmanDB  Geometrie  zum  Gebrauche  an  höheren 
Unterrichtsanstalten.  (24.  Auflage.)  Ausgabe  für  Eeallehranstalt^n. 
I.  Teil;  Planimetrie,  Stereometrie  und  Trigonometrie.  8.  Auflage  der 
neuen  Bearbeitung.  Mit  8  Tafeln,  184  Figuren  und  zahlreichen  Übungen 
lind  Aufgaben.  TVund272  8.   8.  Essen  1908,  Q.D.  Baedeker.  Geb.  .^2,40. 

Horerar.  Lehr-  und  Übungsbuch  für  Untergymnaeien.  Mit  184  Fi- 
guren. Achte  Auflage.   1 24  S.   H.  Wien  1 007,  F.  Temp^ky.  Geb.  1  K  80  h. 

UarisoB  and  Bichards.  Plane  Geometry  for  Secondory  Sohoola. 
Cambridge:  AttheUniversity  Press  1907.  VHI  und  411.  8".  Geb.  4  sh. 
Wer  den  Meraner  Reform  vorschlagen  zustimmt,  ist,  auch  wenn  er  an  dem 

in  der  Schule  eingeführten  Lehrbuch  Unterstützung  nicht  findet,  sehr  wohl  in 

Lage,  die  Forderungen  der  Dntenichtskoromission ,  soweit  es  ihm  die  Pensen- 
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begrenzung  erlaubt,  zu  verwirklichen.  Man  f^ngt  aber  auch  in  den  Lehr- 
bücbern  an,  den  Reform  vorschlagen  Rechnung  zu  tragen,  was  uaturgemäB  am 
gründlichsten  bei  ganz  neneo  Literatorerzeugnissen  geschehen  kann.  Walthers 
Q^ometrie  zeigt  dies  in  höchst  erfreuliL-her  Weise.  Dadurch  daß  überall  Be- 
wegongen  in  die  Vorstellungen  und  Figuren  hineingetragen  werden,  wird  die 
Anschaulichkeit  erleichtert  und  die  Anschauung  geklärt  und  vertieft.  Die 
Hinweise  auf  die  gerade  so  besonders  hervortretenden  funktionalen  Zusammeu- 
blUig«  wei-den  der  „Erziehung  zur  Gewohnheit  des  funktionalen  Denkens" 
dienstbar  gemacht.  Bei  alter  Augfiihrlichkeit  im  Metbodologwchen ,  nainen}.- 
hch  in  den  Eingan gsabscbnitten,  xeigt  die  Darstellung  im  übrigen  Streben  nach 
Kürze  und  Knappheit,  an  einigen  Stellen,  wie  bei  der  originellen  Erklärung 
der  Ähnlichkeit  Ö.  IQO,  freilich  hierin  wöhl  etwas  weitgehend.  Die  Übungen 
sind  reichhaltig  und  geschickt  ausgewählt.  So  bietet  Waltüerü  Lehr-  and 
Übungsbuch  einetrefflicheVerwirklichuugdessenjWasdurch  die  lieformvorschl&ge 
für  die  Geometrie  der  Unter-  und  Mittelstufe  gefordert  worden  ist.  Auch  in 
den  Neuauflagen  von  Kitops  (Koppe-Diekmann)  und  Hocevar  ist,  wenn 
auch  nicht  in  so  weitgehendem  Umlange,  den  Meraner  Forderungen  ent- 
sprochen. Z.  H.  behandeln  beide  Bücher  die  Orandaufgaben  für  die  Dreiecka- 
koDstruktion  vor  den  Kongruenxsatzen ,  und  beide  betrachten  an  geeigneten 
Stellen  die  Figuren  als  beweglich.  Welch'  anderes  lieben  erhalten  so  etwa 
die  Satze  über  Inkongruenz  der  Dreiecke  (Hocevar  S.  33)!  Auf  die  funk- 
tionale Abhängigkeit  geht  Knops  durch  alle  Gebiete  de«  behandelten  Stoffes 
hin  ein,  während  Hocevar  nur  gelegentlich  Vorbereitendes  gibt  und  die  Ue' 
Zeichnung  „Funktion"  noch  vermeidet.  Den  letzteren  Standpunkt  nehmen 
dem  FuaktionsbegrifF  gegenüber  auch  Davison  und  Richards  ein.  Wahrend 
ihr  Buch  in  vielem,  so  in  der  Benutzung  von  Bewegung» Vorstellungen  (z.  B. 
heim  Halbieren  und  in  der  Kreislebre),  durchaus  modern  ist,  entspricht  anderes, 
als  zu  deduktiv  (z.  B.  die  Behandlung  der  Kongruenzsätze),  den  Meraner  For- 
derungen nicht,  ßecht  empfehlenswert  ist,  daß  die  englischen  Verfasser, 
ebenso  wie  der  Österreichische,  frühzeitig  bei  Pläoheuberechnungen  Koordinaten 
benotKen.  Uas  Aufgaben material  ist  bei  Davison  und  Richards  besonders 
reichhaltig;  es  enthält  auch  schwierigere  Aufgaben,  die  über  den  Rahmen  dessen, 
was  bei  uns  für  die  Schulen  in  Frage  kommt,  hinausgehen  und  im  besondern 
auch  über  die  von  der  Unterrichtakororaissioi]  aufgestellten  Ziele.  Wie  die 
Neuauflagen  von  Knops  (Aufl.  7  wurde  im  XIIT.  Band  S.  I7ö  besprochen) 
und  Hocevar,  beides  bestens  eingeführte  Lehrbücher,  so  kann  die  Plane 
Geometrj  von  Davison  und  Richards  wegen  der  klaren  Darstellungs weise 
und  der  ausgezeichneten  Ausstattung  bestens  empfohlen  werdeu. 

Gera.  E.  Kullhicii. 


Ch.   Lucas   de   Pesloüan.     N.-H.    AbeL    Sa  vle  et  son  oeuvre.     XIU 

u.  168  8.  gr.  8.  Mit  Bildnis.  Paris  19U6,  Oauthier-Villars. 
Die  Kachrichten  über  das  Laben  und  die  Schöpfungen  von  Niels  Hen- 
rik Abel  (•  5.  August  1802,  f  6.  April  1829)  sind  zuerst  von  C.  A.  Bjerk- 
ues  mit  Umsicht  gesammelt  und  in  einer  Reihe  von  Artikeln  der  „Nordisk 
Tidskrift  fbr  vetcuskap,  konst  och  industri"  1880  in  Stockholm  veröffentlicht 
worden.  Da  eine  Übersetzung  dieser  Artikelreihe  in  eine  der  allgemein  ver- 
standeneu Sprachen  Europas  sehr  wünschenswert  war,  unterzog  sich  Hoüel. 
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der  sprachkundige  Professor  der  Mathematik  an  der  Facnlt^  des  Sciences  de 
Bordeaux,  dieser  Aufgabe  und  üeB  die  auf  diese  Weise  entstandene  Biogra- 
phie Abels  in  den  „Meiaoires  de  la  Societe  des  sciences  pbysiques  et  natu- 
relles de  Bordeaux"  abdrucken,  wo  sie  als  Band  I  der  dritten  Serie  1864  er- 
schienen ist. 

Von  der  Gröfle  seines  Helden  ganz  erfüllt,  hatte  Bjerknea  mit  rühren- 
dem FleiBe  allem  nachgespürt,  was  auf  den  Lebensgang  Abels  Einfluü  aus- 
geübt bat,  und  hat  seiner  Begeisterung  in  der  Darstellung  den  entsprechen- 
den Ausdruck  gegeben.  Allein  in  seinem  Bestreben,  die  überragende  Größe 
seines  Heros  würdig  zu  schildern,  hat  er  nicht  immer  gegen  andere  Gerechtig- 
keit walten  lassen.  Insbesondere  hat  er  gegen  unseren  Jacobi  mit  Spitz- 
ündigbeit  den  IndiKienheweis  '/.n  füluren  gesucht,  daß  dieser  gleichstrebende 
deutsche  Forscher  an  dem  naiven  Nordländer  hinterlistige  Plagiate  verübt 
habe.  Die  Abwehr  dieser  Angrifle  auf  unseren  Landsmann,  der  mehr  als 
irgend  jemand  zur  Verherrliohuug  Abels  beigetragen  hat,  übernahm  dann 
der  Franzose  Bertrand  in  einem  köstlichen  Artikel  des  „Bulletin  des  sciences 
mathematiques"  (2)  9,  190—202,  1885.  Nach  Kenntnisnahme  dieser  Be- 
sprechung des  Bjerknes  sehen  Werkes  unterließ  Welerstraß,  der  Heraus- 
geber der  Werke  Jacobis,  die  von  ihm  beabsichtigte  Erwiderung. 

Weitere  Beiträge  zur  Lebensgsscliichte  Abels  erschienen  bei  Gelegenheit 
der  Jahrhundertfeier  seiner  Geburt  1902,  unter  denen  als  die  wichtigste  Schrift 
zu  nennen  ist  das  „Memorial  du  Cent«naire"  (vgl.  Archiv  (3)  8,  162 — -Ißö). 
In  ihm  wird  der  Verlauf  seines  Lebens  von  Elling  Horst  im  Zusammen^ 
hange  eraählt,  sein  wissenschaftliches  Lebenswerk  von  L.  Sylow  vortrefflich 
gewürdigt.  Manche  bis  dahin  nicht  bekannt  gewordenen  Dokumente,  die  be- 
sonders Karl  Stürmer  mit  feinem  Spürsinn  ausfindig  gemacht  hatte,  sind 
neben  den  sümtUcben  erhaltenen  Briefen  Abels  (in  norwegischer  Sprache  und 
in  französischer  tJbersetzung)  hier  vevöfl entlicht.  Wegen  des  großen  Um- 
fanges  des  Memorial  und  seines  nicht  niedrigen  Preises  konnte  es  lohnend  er- 
scheinen, das  Leben  Abels  in  kürzerer  einheitlicher  Form  und  in  zusammen- 
fassender Darstellung  abermals  zu  schreiben. 

Eine  solche  knappere  und  leichter  lesbare  Biographie  hat  Lucas  de 
Pesloüan  geliefert.  In  einem  mäßigen  Bande  erhält  der  Leser  Aufscblult 
über  die  äußeren  Lebensscliicksale  Abelsund  seine  wissenschaftlichen  Leistungen. 
Das  Ziel  des  Verfassers  ist  aber  höher  gesteckt:  er  möchte  zeigen,  wie  die 
einzelnen  Gedanken bildungen  in  dem  Geist  ihres  Schöpfers  entstanden,  wie 
sie  miteinander  verkettet  sind.  „Man  wird  begreifen,  warum  iah  nicht  die 
Erzählung  seines  Geschickes  von  der  Zergliederung  seines  Lebenswerkes  ge- 
trennt habe;  mau  wird  schließlich  das  Phantastische  oder  sogai-  das  Boman- 
haft«  in  dieser  Arbeit  entschuldigen."  Damit  ist  also  gesagt,  daß  die  Schluß- 
folgerungen durchaus  nicht  den  Ansprui-h  auf  Sicherheit  oder  selbst  große 
Wahrscheinlichkeit  machen  können.  „Diejenigen,  denen  ihre  freie  Zeit  die 
Unternehmung  einer  derartigen  Arbeit  gestattet,  mögen  nur  gleich  von  der 
Lektüre  des  vorliegenden  Buches  abstehen".  Der  Inhalt  ist  also  mit  kritischer 
Vorsicht  aufzunehmen.  Selbst  bei  einfachen  Tatsachen  bleiben  Zweifel  be- 
stehen. So  wird  in  der  Note  2  (S.  139)  der  Vater  von  Christine  Kemp, 
der  Braut  Abels,  als  Kupferschmied  (chaudronnier)  bezeichnet,  während 
Holst  im  Memorial  Ü.  24  ihu  als  Generalintendanten  (Intendant  ginieal')  be- 
nennt. 
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Die  oben  berührte  Frage  nach  dem  YerhBltais  von  Jacobi  zu  Abel  ist 
beiseite  geschoben,  weil  ja  nur  von  Abel  zu  reden  sei.  Trotzdem  wird  hin- 
sichtlich dieser  Frage  auf  die  „sehr  schönen  Studien  im  Buche  von  Bjerknes" 
liiogewiesen,  ohne  da6  die  Kritik  von  Bertraod  erwähnt  wird.  Faat  scheint 
es,  dafi  der  Verfasser  die  deutsche  Literatur,  ja  die  deutsche  Sprache  nur 
ucgenügend  kennt.  Es  entsprii'ht  nicht  dem  Inhalte  des  von  Grelle  ge- 
gründeten „.luumals  für  die  reise  und  angewandte  Mathematik",  wenn  es  als 
eine  „Revue  matlimatique"  bezeichnet  wird.  Unter  den  Mathematikern,  die 
auf  S.  136  als  die  Ausbildner  der  Abel  sehen  Ideen  genannt  werden:  Jacobi, 
Biemaun,  Herraite,  Halpben,  vermißt  man  vor  allem  WeierstraB, 
dessen  ganzes  Leben  hauptsHchliub  dem  Ausbau  der  Theorie  der  Abel  scheu 
t'uuktioneQ  gewidmet  war.  Und  unser  Schumacher  wird  zumeist  in  Shu- 
macher  verunstaltet.  DaÜ  die  Franzosen  Abel  bei  seiner  Anwesenheit  in 
Paris  ganz  vernachlässigt,  seine  Größe  verkannt  haben,  wird  weitläufig  erklärt 
und  entschuldigt.  Daü  aber  Abel  die  in  I^Yankreich  ihm  vorenthaltene  An- 
erkennung in  Deutschland  reichlich  gefunden  hat,  muH  aus  den  Tatsachen 
mehr  geschlossen  werden,  als  daß  der  Verfasser  es  zu  betonen  Anlaß  nühme. 

Ks  ist  immerhin  eindrucksvoll,  den  bezaubernden  Einfluß  eines  so  einzig 
gearteten  Genies,  wie  Abel  es  war,  auf  das  Gemüt  eines  empfUnglichen  Fran- 
zosen aus  der  Darstellung  hervorleuchten  zu  sehen,  „Man  klage  mich  nicht 
an,  daß  ich  einen  zu  großen  Ehrgeiz  hatte,  als  ich  das  Werk  des  grüßten  Mathe- 
matikers des  neunzehnten  Jahrhunderts  zu  begreifen  verauchte  Ich  habe  ihn 
nicht  gewählt,  weil  er  der  Grüßte  wäre,  sondern  weil  kein  anderer  die  näm- 
hchen  Gefühle  der  Bewunderung  und  der  Ehrfurcht  in  mir  entzündet  hat." 
Von  diesem  göttlichen  Feuer  wird  der  Leser  sicher  ergriffen  werden. 

Berlin.  E.  Lampk. 


August  FÖppI,  Vorlesungen  Über  Teohaiaobe  Heohanik.  In  sechs 
I  Bänden.  Band  V:  Die  wichtigsten  Lehren  der  höheren  Elastizitätstheorie. 
■  Xn  u.  ädl  S.  In  Leinwand  geli.  J.  lU,— .  Mit  44  Bg.  gr.  8.  Leipzig 
W     1907,  B.  G.  Teubner. 

Dieser,  vor  kurzem  erschienene,  Band  der  Vorlesungen  behandelt  die 
wichtigsten  Lehren  der  „höheren"  Elastizitätatheorie.  Er  nimmt  durchgehends 
Bezug  auf  den  Inhalt  des  dritten  Bandes  (3.  Aufl.).  Der  folgenden  Besprechung 
werden  wir  nur  die  allgemeinen  Betrachtungen  des  Verfassers  zugrunde 
legen,  die  zur  Beurteilung  des  Werkes  ausreichend  sein  dürften. 

In  der  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegusg  elastischer 
Körper  gebt  man  gewöhnlieh  aus  von  einer  Lage  der  Punkte  desselben, 
lür  welche  sämtliche  Dnickkomponenten  im  Innern  des  betrachteten  Körpers 
Null  sind,  und  nennt  den  Zustand,  in  welchem  sich  der  Körper  alsdann 
befindet,  seinen  natürlichen  Zustand.  (Kirchhoff,  Vorlesungen  über  matb. 
Physik  1876,  p.  389.)  Von  den  Koordinaten  x,y,z  eine»  Körperpunkta  im 
natürlichen  Zustand  aus  rechnet  man  alsdann  die  Komponenten  «,  v,  tr  der 
elastischen  Verschiebungen  bei  einer  Fenn  Veränderung,  Der  Herr  Verfasser 
der  Vorlesungen  über  die  Lehren  der  höheren  Elastizitätstheorie  teilt  diesen 
Standpunkt  nicht.  Er  bezeichnet  durch  |  tj,  £  die  Komponenten  der  Ver- 
schiebung, die  ein  Körperpunkt  relativ  zu  einem  auf  dem  Körper  selbst  fesl- 
atheftetm    Koordinatensystem    erbhren    hat     (Bd.  3,   p.   47.)      Diese    Ftat- 
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heftung  geschieht  dadurch,  daß  das  Koordinatensystem,  auf  welches  die  7,  y,  i 
und  die  ^,  i\,  £'  bezogen  werden,  derart  geirühlt  w^ird,  daß  sein  Crspmng 
mit  einem  beliebig  angeDommeneD  Körperpunkt  zusamiuenlaUt,  die  X-Ächse 
durch  einen  zweiten  und  die  X  T"- Ebene  durch  einen  dritten  Punkt  des  Körpers 
gelegt  wird.  Am  bequemsten  soll  für  diese  Wahl  der  3  Punkte  ein  unend- 
lich kleines  Dreieck  sein.  (BU.  3,  p.  355.)  Der  Vorteil,  den  dieser  Ausgangn- 
punkt  vor  dem  sonst  gewühlten  hat,  ist  wenig  beneidenswert.  Die  Koordinaten 
X,  g,  e  eines  Pnnktes,  aus  dem  die  Verschiebungskomponenten  ^,  i],  £  gezählt 
werden,  sind  aUdann  stets  die  Koordinaten  eines  schon  versdioberten  Punktes, 
und  nicht  die  seinem  ursprünglichen  Zustand  entsprechenden.  Es  scheint  aber, 
daß  nach  dem  Ziel,  das  der  Herr  Verfasser  durch  Herausgabe  dieses  fünften 
Bandes  verfolgt  (Vorwort,  p,  TV  und  V,),  durch  diesen  Ausgangspunkt  schon 
eine  Doktordissertation  angeregt  werden  soll  aber  die  Frage,  wie  aus  den 
für  irgend  ein  Problem  ermittdteH  |,  ij,  £  die  anfäfiglidie  Fufm  und  Lage  des 
deformierten  Körpers  ermittelt  werden  könne.  Den  Winkeln  der  beweglichen 
Kourdinatenaehsen  mit  den  aniHnglicben  soll  wohl  nachgeforscht  werden? 

Nach  diesen  Vorbemerkungpn  können  wir  uns  auf  die  Besprechung  des 
ffinfteu  Abschnitts  des  vorliegenden  V.  Bandes  beschränken.  Er  handelt  von 
dem  Prinrip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für  feste  elastische  Körper.  In 
diesem  Abschnitt  wird  eine  durchaus  neue  Begriffsbestimmung  der  virturtlrn 
Ver.icliieluttf/cu  gegeben,  die  dem  angeführten  Prinzip  allerdings  fremd  ist. 

Nach  dem  Herrn  Verfasser  sind  vitiitelle  Verschiebungen  der  Pun]rt* 
eines  elastischen  Körpers  solche,  welche  Formveranderungen  au  ihm  her- 
vorrufen, die  nur  erdacht  sind,  aber  nicht  iHrklieh  ausgeführt  werden,  ja 
nicht  einmal  ausgetfthrt  werden  dürfen,  da  sie  die  im  Körper  vorhandenen 
Situnnwigen  nicht  lindern  sollen,  (p,  2()4,  Zeile  4  von  unten.)  Diese  Ver- 
schicbungen dienen  nur  /.ur  Beredmmig  von  ArbeitsgrÖÜen.  Auch  werden 
weiterhin  Spannmigm  im  Körper  als  auftretend  angenommen,  welche  keiner 
Formänderung  verdanlit  werden,  noch  bedürfen.  Die  „Theoretiker"  der 
E  los  tizitäts  lehre  waren  bisher  der  Meinung,  daß  Form  Veränderungen  eines 
Körpers  stets  mit  Spannungs&nderuiigen,  umgekehrt  Span  nun  gsänderun  gen  stets 
mit  Form  Veränderungen  notwndiy  verljunden  seien.  Dieser  Maugel  einer  rich- 
tigen physikalischen  Auffassung  wird  vom  Herrn  Verfasser  (p,  295)  gebührend 
gewürdigt,  offenbar  auf  Grund  seiner  Worte  im  Vorwort  zur  1.  Aufl.  des  dritten 
Bandes  (p.  Vn):  „Daß  mein  Ziel  ausschließlich  die  Erkenntnis  der  WirktichkeH 
ist,  was  mit  Recht  gefordert  werden  d&ii,  wird  der  Leser  bald  herausünden". 

Noch  Benutzung  der  erwähnten  neuen  Begriffsbestimmungen  zur  Definition 
einer  virtuellm  Forma nderungsarbctt,  gelangt  der  Herr  Verfasser  mit  Hilfe 
Ton  formalem  Gebrauch  des  Zeichens  Ö  der  Variationsrechnung  zu  der  Fonnel; 

GöfFdv  =  'V,'^6i 
(305) 


2+  Kj'^  +  y.S  +  r.J), 


in  denen  t^,  t  ,  e,  die  Dehnungen,  j^  ,  )■,,,  y^^  die  Winkel Suderungen  « 
endlich  kleinen  prismatischen  Volumen  Clements  dv  bezeichnen.  Er  schreibt 
diese  Formel  Kirchhoff  zu.  Kirchhoff  selbst  aber  gibt  an,  daß  sich  dieselbe 
schon  bei  G.  Oreen  voründet.  (Gesammelte  Abhandlungen  von  0.  Kirchhoff, 
p.  243.)  Für  das  Verständnis  der  Leser  dieses  Journals  gebe  ich,  da  die 
£i  'Ji  t  <^PS  Hen-n  Verfassers  eine  von  den  Kircbhoffschen  u,  i\  w  wesentlich 
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Ferschiedene  Bedeutung  haben,  die  von  Green  herrührende  Formel  in  den  be- 
kannten Kirchhoffschen  Bezeichnungen  wieder.     In  denselben  lautet  sie: 

(305)*  ^ff^^  ^  J^{Xöu  +  Y6v  +  Z6w), 

wenn    die  Summe  ^  über  alle  angegriffenen  Punkte  des  Innern  und  der 
Oberfläche  erstreckt  gedacht  wird,  und: 

r-  x(«»  +  »J  +  ^  +  jy»  +  i4  +  i  a|  +  e(a;,  +  y^  +  z.)*). 


famer  die  x^  etc.  durch  die  Gleichungen: 

du 

dw       dv 
y*  ^^v       dy^  dz* 

dv 

du   ,  dw 

dw 

^»^  de' 

dv    .   du 

^^fiüiert  werden.     Diese  Bezeichnungen  werden  in  der  weiteren  Besprechung 
ÄD^tÄtt  der  vom  Herrn  Verfasser  gewählten  beibehalten  werden. 

Die  Oleichimg  (305*)  ist,  unter  der  Voraussetzimg  im  ganzen  Körper  stetiger 

Verschiebungen  m,  v,  w  und  stetiger  dw,  tf  y,  öw^  eine  aus  den  Gleichgewichts- 

^^^ingungen  im  Innern   und    an   der   Oberfläche  dieses   Körpers    abgeleitete 

f^ino  Identität     Wird  ihr  Bestehen  für  beliebige  6t*,  öv,  dw  vorausgesetzt, 

^   folgen  aus  ihr  auch  die  bekannten  Gleichgewichtsbedingungen  für  jeden 

^^^^i^kt  des  Innern  und  der  Oberfläche  zurück.    Irgend  einer  Berufung  auf  das 

Prinzip  der  virtuellen  Oeschwindigkeiten  bedarf  es  zu  dem  Beweis  derselben 

^'^cht.    Was  die  Bedingungen  betrifft,  die  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts 

*Ä  der  Körperoberfläche  erfüllt   werden   müssen,   so  finden   sie   sich    in  dem 

ß^özen  V.  Bande,  der  die  höhet  e  Elastizitätslehre  behandelt,  überhaupt  nicht 

^Jigegeben^  man  müßte  sie  denn  in  der  dürftigen  Andeutung  auf  Seite  25 

des  m.  Bandes  (3.  Aufl.)  aufzusuchen  verstehen.     Diese  bezieht  sich  aber  auf 

Spaiinungszustände  beliebiger  Körper,  die  nicht  elastisch  feste  zu  sein  brauchen. 

^^  letztere  finden  die  entsprechenden  Grenzbedingungen  überhaupt  keine  Er- 

^^Ömung.    Zu  dem  §  63*  der  2.  Auflage  des  3.  Bandes  der  Vorlesungen  er- 

wfihxit  der  Herr  Verfasser  (p.  268),  daß  er  in  ihm  die  obige.  Kirchhoff  zuge- 

^hriebene  Formel  entwickelt  habe.     Das  ist  aber  durchaus  nicht  der  Fall, 

^®xui   die  dort  gegebene   Formel  bezieht  sich  nur  auf  die  in  den  Volumen- 

^^^menten  angreifenden  äußeren  Kräfte,  ist  also  nicht  die  Greensche.    Nur  die 

Z^^hrende  Bemerkung  des  Herrn  Verfassers  bleibt  von  ihr  bestehen,  die  eben- 

^^^^    nicht  zutraf.     Die  Zurückverweisung  auf  den   verlassenen   §  63*   der 

•   A^uflage  ist,  wie  wir  sehen  werden,  gleicher  Natur. 

Die  auf  den  Seiten  269  bis  272   enthaltenen   Ausführungen  über  die 

Jji^-'öiohung  d-i.  —  0  müssen  wir  der  Diurchsicht  der  Leser  des  Buches  selbst  emp- 

^'^öB,  da  ein  Eingehen  auf  die  Fehlerhaftigkeit  derselben  einen  unverhältnis- 

^öigen  Baum  beanspruchen  würde  imd  an  und  für  sich  eine  müßige  Arbeit 

^"^o^rderte. 

In  der  dritten  Auflage  des  3.  Bd.  der  Vorlesungen  p.  375  hat  der  Hen* 
ser  wiederum  einen  vollständig  falschen  Beweis  der  Eindeutigkeit  der 
t^Y^'^^laigen  der  Oleichgewichtsbedingungen  der  elastisch  festen  Körper  gegeben. 
^^^^  EindeuUgkeit  hat,  wie  z.  B.  Kirchhoff  (Vorlesungen  p.  375)  zeigt,  nur 
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unter  Erfüllung  gewisser  Nebenbedingungen  11  (1.  n)  statt,  die  der  Herr  Ver- 
fasser offenbar  nicht  kennt.  Aus  dem  gegebenen  Beweise  gebt  bekanntliuhgteich- 
7,eitig  hervor,  daß  unt«r  der  Voraussetzung  im  ganzen  erfüllten  Räume  stetig 
verlaufender  m,  v,  >r  beim  Fehlen  mißiTir  Kräfte  die  Spannungen  in  aßen 
Punkten  eines  elastischen  Körpers  verschwindea  müssen.  Nicht  ao  verhält  es  sich, 
wenn  die  u,  v,  ir  in  einzelnen  Fläoben  des  KSrpers  unstet^  werden,  da  sonst  die 
Gleiuhong  IS)  der  elften  Vorlesung  Kircbbofis  niubt  gelten  würde.  Für  elastische 
Kürper  ist  sie  die  Green'sche  {305,  des  V.  Bandes  der  Foepplschen  Vorlesungen). 

In  §  44  des  der  Besprechung  unterliegenden  Werkes  führt  nun  der  Herr 
Verlasser  eine  Betrachtung  der  Variation  ilrs  Spannunffsiintstatidrs  in  einem 
elastischen  festen  Körper  ein,  welche  nur  der  Bediugung  der  statischen  Mög- 
Uckkeit  unterworfen  sein  soll,  wie  er  sagt.  Dieser  Spannungsinistand  soll  so 
beschaffen  sein,  daß  durcli  ihn,  ohne  Jede  äußive  Kraftwirkung,  in  dem  be- 
trachteten Körper  I  il ei chge wicht  besteht.  Einem  solchen  Spannungszustand 
genügen  nur  die  Werte  Null  in  jedem  Funkt  des  Körpers,  unter  den  vom 
Herrn  Verfasser  angenommetn'n  Stetigkeitsbedingungen.  Daher  ist  seine  Be- 
diugung SA  =  Q  (Gl  315,  p.  28Ö)  nichts  als  die  Identität  0  =  0,  die  er 
für  eine  Minimalbeilinfiung  hält. 

Im  §  46  (p.  293)  konunt  er  wiederum  auf  die  „Eigenspannungen"  eines 
elastischen  Körpers  7m  sprechen,  die  bekanntlich  nur  bei  Unst^tigkeiten  der 
elastischen  Verschiebungen  m,  v,  w  auftreteu  könuen.  Für  sie  soll  die  Gleichung 
d/fit  =  0 

gelten,  deren  Bedeutung  ans  (305*)  entnommen  werden  kann.  Obgleich  in 
dieser  Gleichung  die  Größen  3:^, . .  x  , . .,  die  in  sie  eingehen,  durch  ilie  Ditferen- 
tialquotienten  der  drei  Funktionen  ii,  »,  w  definiert  wurdeu,  dieselben  also 
nicht  willkürliche  sind,  sondern  den  bekannten  Kompatibilitfitsglcichungen 
unterliegen,  so  sind  dieselben,  beim  Einti'eteu  von  Eigenspan nungen  nach  dem 
Herrn  Verfasser,  vollständig  willkOrlicL,  und  unterliegen  diesen  Bedingungen 
nicht  mehr(l). 

Ans  den  Schlüssen  des  Herrn  Verfassers  zeigt  sich  denn  auch,  daß  der 
erwähnte,  von  Kirchhott'  gegebene  Reweis  für  die  Eindeutigkeit  der  Lüsung  der 
atatischen  Probleme  der  EtastizitUbitheorie  ein  ,ßvheinbewei^*  ist,  dessen  Un- 
richtigkeit von  jedem  seiner  Schüler  auf  den  ersten  Blick  erkannt  werden  wftrde. 

Wie  wenig  der  Herr  Verfasser  selbst  die  betreffenden  Ent Wickelungen  ver- 
standen hat,  ergibt  sich  aus  der  Bemerkung  auf  Heite  397  (Zeile  I  von  oben), 
nach  welcher  jener  Beweis  aus  seiner  Gleichung  SÄ  =  0  gezogen  würde  oder 
gezogen  worden  wäre.  Auf  Grund  dieses  Verständnisses  und  seiner  physikn- 
lischen  Vorstellungen  von  virtuellen  Spannungsvariationen  und  elastischen 
Verschiebungen  verwirft  er  die  neueren  Arbeiten  über  die  Spannuugs Verhältnisse 
in  elastischen  Körpern,  welche  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum  ein- 
nehmen. Wir  glauben  nicht,  daß  für  die  verdeckt  angegriffenen  Autoren  eine 
Veranlassung  der  Erwähnung  vorliegt. 

An  einigen  Stellen  seines  Buches  beklagt  sich  der  Herr  Verfasser  über 
das  Mißverständnis,  dem  einige  seiner  Ent  Wickelungen  ausgesetzt 
Leider  ist  auch  mir  ein  solches  Mißverständnis  untergelaufen.  Ans  dem  Tito! 
und  den  Vorreden  zu  den  Vorlesungen  über  technische  Hechanik  glaubte  ich 
schließen  zu  sollen,  daß  diese  Vorlesungen  für  junge  Leute  bestimmt  seien, 
welcbe  sich  der  Laufbahn   eines    Ingenieurs    widmen  und  durch  theoretisohc 
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1  Btadien  ihre  Zukunft  vorbereitea  wollen.  In  dieser  Beziehung  war  ich  im 
I  Irrtmo.  Denn  anf  Seite  295  des  besprochenen  Buches  sagt  der  Herr  Verfasser: 
„Da  ich  in  erster  Linie  für  Ingenieure  sehreihe,  bei  denen  ich  bisher 
I  .noch  kaum  jemals  grundsätdich  falscheÄnschauungen  über  die  Eigenspannungen 
[  bemerkt  habe,  konnte  ich  es  als  entbehrlich  ansehen,  eine  Ansicht  ausdrflckÜi^b 
^derlegen,  die  von  meinen  Lesern  auf  den  ersten  Blick  als  unrichtig  er- 

I  lannt  worden  wäre."  — 

Mit  der  Anführung  dieses  Satzes  dürfen  wir  wohl  die  BfiSpreehung  der 
'icktigsten  Lehren  der  höheren  Elastizitätstbeorie"  beendigen.  Daß  sie  dem 
Studium  der  Ingenieure  nicht  eni]ifohlen  werden  kiinnen,  geht  wohl  aus  dem 
Hitf^«l«iltea  zur  Genüge  hervor. 

Wenn  der  Herr  Verfasser  dem  empfehlenswerten  Brauche  der  meisten 
A.U'boren  gefolgt  wSre,  und  eine  Zusammen  Stellung  der  von  ihm  benutzten 
Literatur,  d.  h.  der  verwerteten  Abhandlungen  und  Büchei-  beigefügt  hätte, 
so  ■%V"flrde  es  den  schon  hinreichend  unterrichteten  Lesern  ermöglicht  worden 
sein,  aus  den  Original  werken  nach  Rückgängigmachung  der  Verrenkungen, 
welohe  die  Entwickelungeu  in  den  Händen  des  Verfassers  erlitten  haben,  den 
^»"^viinschten  Nut/.en  zu  ziehen. 
■  Freibui^.  J,  Wbinoartbn. 

^Pomiliirat,  L.    L'Alg^bre  de  lo.  I<ogique.    Scientia  Nr.  24.     100  S.    8. 
H|  faris  1905,  Oautbier-Villar«. 

^H  Die  Algebra  der  Logik  wurde  von  George  Boole  (1815^1864)  be- 

^R^täxidet,    von    Ernst    Schröder    (1841—1902)    weiter    entwickelt    und 

* öf  v^ cUkomi" n et.     Die    Grundgesetae    dieses   Kalküls    wurden    erforscht,    um 

^*e      Prinzipien    des  Denkens  zum  Ausdruck  zu  bringen;    derselbe  kann  aber 

'Ott»    rein    formalen,    d.  b.  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  betrachtet 

"®r*3en  als  eine  Algebra,  die  auf  gewissen  willkürlich  angenommenen  Prin- 

r.ipien  beruht.    Oh  dieser  Kalkül  wii-klich  den  realen  Operationen  des  Geistes 

entspricht  und  geeignet  ist,  den  Vei'nunftschluB  nu  ersetzen,  ist  eine  Frage 

'^^*'    Philosophie.     Der   formale  Wert  dieses  Kalküls    und  sein  Interesse  für 

^etx  'Mathematiker  ist  ganz  uoabhSngig  von  seiner  Interpretation  und  seiner 

AüMTbiidung  auf  logische  Probleme.    Verf.  stellt  sieh  auf  diesen  rein  mathe- 

■natiscfaen  Standpunkt,    setzt    also   in   dem  Kalkül   nicht    sowohl  Logik   als 

^ielinehr  Algebra  auseinander. 

Inhaltsübersicht:  1.  Einleitung.  2.  Die  beiden  Interpretationen  des 
logischen  Kalküls  ('„Interpretation  conceptuelle  et  propositionnelle").  3.  Be-. 
Krtindung  des  logischen  Kalküls  nach  dem  Vorgange  von  Schröder  durch 
•lie  fundamentale  Beziehung  zwischen  zwei  Termen  f„relation  d'inelusion"). 
■».  IJefinition  der  Gleichheit.  5.  Piinzip  der  Identität.  li.  Prinzip  des 
Syllogismus.  7.  Definition  der  Multiplikation  und  Addition.  8.  Prinzipien 
<!♦;»■  Vereinfachung  und  Zusammensetzung.  9.  Gesetze  der  Tautologie  und 
Absorption.  10.  Theoreme  der  Multiplikation  and  Addition.  11.  Erste 
•'^"nnel  für  die  Transformation  der  Inklusionen  in  Gleichungen.  12.  Dis- 
**^bDtivea  Gesetz.  13.  Definition  von  0  und  1.  14.  Gesetz  der  Dualität. 
'^-  Definition  der  Negation.  IG.  Prinzipien  der  Kontradiktion  und  des 
"^gescblössenen  Mittels,  17.  Gesetz  der  doppelten  Negation,  18.  Zweite 
^'»Tnel  für  die  Transformation  der  Inklusionen  in  Gleichungen.    19.  Gesetz 
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der  Kontraposition.  20.  Postulat  äitr  Existenz,  21.  Entwickelnngen  von  U 
und  1.  22.  Eigens cbaften  der  Konstitueuteu .  23.  Logische  Funktionen. 
24.  Gesetz  der  EntwickeliiBg.  25.  Formeln  von  De  Morgan,  26.  Dis- 
junkte  Summen.  27.  Eigenschaften  der  entwickelten  Funktionen.  28.  Grenzen 
einer  Funktion.  129.  Formel  von  Poretsky.  3U.  8ati  von  Schröder. 
31.  Elimination sreaultante.  33.  Fall  der  Unbestimmtheit.  iJ3.  Sammen 
und  ProduJfte  von  Funktionen.  34.  Ausdruck  einer  Inklusion  mittels  einer 
unbestimmten.  35.  Ausdruck  einer  doppelten  Inklusion  mittels  einer  Un- 
bestimmten. 36.  Lösung  der  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  mittels  einer 
unbestimmten.  37.  Elimination  in  einer  Gleichung  mit  mehreren  Unbe- 
kannten. 38.  Satz  über  die  Werte  einer  Funktion.  39.  Bedingungen  der 
Unmöglichkeit  und  der  Unbestimmtheit.  40.  .  Auflösung  der  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten.  41.  Problem  von  Boole.  42.  Methode  von 
Poretiky.  43.  Gesetz  der  Formen.  44.  Gesetz  der  Konsequenzen.  45.  Gesetz 
der  Ursachen.  46.  Anwendung  dea  Gesetzes  der  Formen  auf  die  Kon- 
sequenzen und  Ursachen.  47.  Beispiel:  Vennsches  Problem.  48.  Geo- 
raetriselie  Schemata  von  Venn.  49.  Logische  Maschine  von  Jevons. 
50.  Tabelle  der  Konsequenzen.  51.  Tabelle  der  Ursachen.  52.  Zahl  der 
möglichen  auf  »  Terme  bezüglichen  Behauptungen.  53.  Besondere  Sätze. 
54.  Lösung  der  Ungleichung  mit  einer  Unbekannten.  55.  System  einer 
Gleichung  und  einer  Ungleichung.  56.  Spezielle  Formeln,  57.  Äquivalenz 
einer  Implikation  und  einer  AJtei-native.  58.  Gesetz  der  Importation  und 
Fiportation.  59.  Reduktion  der  Ungleichheiten  auf  Gleichheiten.  60.  Schluß. 
—  Bibliographie.     Liste  der  Bezeichnungen  und  Abkürzungen. 

Das  kleine  Büchlein  enthält,  wie  man  aus  obiger  InbaltsübersicbL  er- 
siebt, auf  verhllltnism&äig  kleinem  Räume  einen  überaus  reichen  StoÖ',  der 
vom  Verf.  in  ansprechender,  klarer  Weise  behandelt  worden  ist;  es  kann 
daher  als  Einführung  in  diese  prinzipiell  wichtige  mathematische  Diszipli 
angelegentlich  empfohlen  werden, 

Cbarlottenburg.  G.  Waj.lbhbbbI 


Brunn,  H.   Beziehungen  des  DaBolB-BeymondaohenHittelweFtBafuT 

zurOvaltheorie.  Xu. 138  S.  4.  Berlin  1905,  G.Reimer  Preis  geh.  J(f  7. 
In  der  vorliegenden  Schrift  handelt  es  sich  um  die  verschiedenen  Er- 
scheinungsformen eines  einzigen  Satzes.  Von  diesen  Formen  ist  die  funda- 
mentalste das  sogen.  Abelsche  Lemma,  das  sich  auf  endliche  Summen  und 
reelle  Grüßen  bezieht,  so  daü  die  Arbeit  nnch  „Verallgemeinerungen  des 
Abelschen  Lemmas  auf  komplexem  Gebiete"  genannt  werden  könnte.  Die 
bekftnnlestK  Form  des  bewußten  Satzes  ist  aber  der  Du  Bois-Reymond- 
sehe  Mitte Iwertsatz  für  bestimmte  Integrale,  und  aus  diesem  Grunde  hat 
Verf.  diesen  in  den  Titel  aufgenommen,  gleichzeitig  aber  auch  die  Theorie 
der  Ovale,  deren  Verwertung  für  die  Arbeit  charakteristisch  ist.  — ■  Die 
Abhandlung  ist  nicht  rein  analytiseb  gestaltet,  um  Lungen  zu  vermeiden; 
doch  ist  die  Analyse  stets  so  weit  gefuhrt,  daß  die  geometrischen  Fassungen 
nur  zur  Vereinfachung  der  Darstellung,  nicht  zur  Verschleierung  unbewSl- 
tigter  Schwierigkeiten  dienen.  Das  Hauptziel  des  Verf.  ist  die  Verallge- 
meinerung des  Abelschen  Lemmas  und  des  Du  Bois- Reymondschen 
MittelwertsatKes  (Satz  317). 
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Die  Sätze  des  Verf.  sind  ein  Beispiel  dafür,  wie  die  zum  Teil  aus 
reellen,  zum  Teil  aus  komplexen  Größen  gebildeten  Funktionen  bisweilen 
eine  eigentümlich  selbständige  Mittelstellung  zwischen  den  bloß  aus  reellen 
und  den  bloß  aus  komplexen  Elementen  zusammengesetzten  Funktionen  ein- 
nehmen, und  wie  diese  mittlere  Funktionsart  zu  Sätzen  Veranlassung  geben 
kann,  die  sich  nicht  durch  Spezialisierung  aus  den  für  rein  komplexe  Funk- 
tionen geltenden  Sätzen  ableiten  lassen. 

Es  haben  nunmehr  drei  der  bedeutendsten  Mittelwertsätze:  der  erste  (ver- 
allgemeinert von  Weierstraß  und  veröffentlicht  in  Hermites  Cours  litho- 
graphie,  3.  Ed.  p.  58)  und  der  zweite  Mittelwertsatz  für  bestimmte  Integrale 
und  der  Hold  ersehe  Mittelwertsatz  (verallgemeinert  in  des  Verf.  Habilitations- 
schrift „Kurven  ohne  Wendepunkte",  S.  65  ff.)  bei  ihrer  Verallgemeinerung 
auf  Eigebilde  geführt.  Der  gemeinsame  Grund  ist  leicht  erkennbar:  man 
wird  überall  da,  wo  das  arithmetische  Mittel 

a^  x^  +  a^ x^  +  .  .  .  +  a„x^ 

«1  +  «2  +  •  .  .  +  a, 

aus  n  Größen  x^  eine  offene   oder  versteckte  Rolle  spielt,   auf  das  Hervor- 
treten von  Eigebilden  gefaßt  sein  müssen. 

Inhalt:  Vorrede.  I.  Von  der  Summe  «o^o  +  *i^i  ~^  h^  "t"  •  •  •  "1"  ^»^n* 
Reelle  a,  reelle  positive  nie  steigende  e:  Abelsches  Lemma.  Verallgemeine - 
rang  desselben.  Komplexe  a,  reelle  positive  nie  steigende  €.  Eigebiete. 
Komplexe  o,  reelle  monotone  €.  Punktsummen-  und  Punktdifferenzgebiete. 
Komplexe   a,    komplexe    monotone   €.    —    IT.   Von   der   Reihe    ^o^o  +  ^i^i 

-f  f^Og -f* '  Komplexe  a,  reelle  positive  nirgends  steigende  e.    Komplexe 

a,  reelle  monotone  e.  —  III.   Vom  Integral  jf  (a;,  y)  g  (x^  y,  i)  d  {x  -Y  iy). 

(Verallgemeinerung  des  zweiten  Mittelwertsatzes  der  bestinmiten  Integrale): 
An  die  Bonn  et  sehe  Form  anknüpfend;  f  {x^  y)  reell,  auf  dem  Integrations- 
wege nirgends  steigend;  erste  Form  der  Verallgemeinerung,  geometrische 
und  analytische  Einkleidung:  zweite  Form  der  Verallgemeinerung;  /'  (a;,  y) 
reell  und  monoton  auf  dem  Integrationswege.  —  An  die  Weierstraß -Du 
Bois-Reymondsche  Form  anknüpfend.  Das  Randproblem:  Die  Bonnet- 
sche  Form  des  Mittel wertsatzes  scheint  stets  eine  umkehrbare  Gebiets- 
gleichong  zu  geben,  während  dies  für  die  Du  Bois-Reymondsche  Form 
nicht  unter  allen  Umständen  gilt,  und  gerade  in  jenen  Fragefällen  i.  a. 
nicht,  mit  deren  Beantwortung  sie  über  die  Bonnetsche  Form  hinausgeht. 
Zum  Schluß  möge  bemerkt  werden,  daß  die  vorliegende  Arbeit  viel- 
fache Berührungspunkte  mit  der  Abhandlung  von  A.  Schön  flies  „Beiträge 
zur  Theorie  der  Punktmengen.    II."  aufweist. 

Charlottenburg.  G.  Wallenbekq. 

Myller^  A.  Gewöhnliche  Differentialgleiohongen  höherer  Ordnung 
in  ihrer  Beziehung  zu  den  Integralgleichungen.  Diss.  36  R.  gr.  8. 
Göttingen  1906,  Dieterichsche  Üniv.-Buchdruckerei. 

Einleitung:  Die  mathematische  Physik  hat  seit  langer  Zeit  die  Mathe- 
matiker auf  Integralgleichungen  geführt.  Trotz  ihres  häufigen  Vorkommens 
sind  aber  die  Eigenschaften  und  die  wichtige  Rolle,  welrhe  diese  Gleichungen 
in   vielen   Problemen   spielen,    erst    in   der  letzten    Zeit   bekannt   geworden. 


I 


'  physikalischen  Problem«,  in  welchen  die  Tntegralgleichungen  aul'tnit^n 
ir  auftreten  konnten,  wurden  im  allgemeinen  mit  Hilfe  von  Differentiai- 
gleichungen,  die  neben  den  Integralgleichungen  als  gleichberechtigt  für  die 
Untersuchung  standen,  gelöst. 

Hilbert  hat,  nachdem  schon  Neumanu  und  Fredholni  Methoden 
Kur  Lösung  von  Integralgleichungen  gelundeo  hatfJiQ,  den  Wert  der  Integral- 
gleichungen in  ganzem  Umfange  erkannt.  In  einer  Reihe  von  Mitt«ilungen 
an  die  Göttinger  Ges.  der  Wiss.  betrachtet  er  zwei  Arten  von  linearen 
Integralgleichungen:  Integralgleichongen  erster  Art,  welche  die  Fonn 


ind  Integralgleichungen  zweiter  Art,  welche  die  Fonn 
/■(!)-V(.)-j/K(,,()»y)'" 


haben.  Dabei  ist  A'  (u,  A  eine  Funktion  der  reellen  VerJLnderlichen  s  und  I, 
fin)  eine  gegebene,  ip  (s)  eine  ra  bestimmende  Funktion  und  l  ein  Para- 
meter. Jede  der  Veränderlichen  kann  sich  im  Intervalle  von  a  bis  b  be- 
wegen. Die  Funktion  K  (s,  /)  heißt  der  Kern  der  Integralgleichung.  — 
In  seiner  ersten  Mitteilung  (Gott.  Nachr.  1904,  Heft  1)  begründet  Hilbert 
die  Theorie,  indem  er  von  dem  Problem  der  orthogonalen  Transformation 
einer  quadratischen  Form  von  n  Variabein  ausgeht  und  durch  strenge  Ans- 
fühnmg  des  Gre  na  Überganges  für  i>  —  rxi  zur  Lösung  des  transzendenten 
Problems  der  Integralgleichungen  gelangt.  - —  In  der  zweiton  Mitteilung 
(1.  c,  Heft  H)  sind  Anwendungen  auf  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung behandelt.  Hier  zeigen  sich  die  Vorteile  der  Methode  der  Integral- 
gleichungen. Verschiedene  Randwertaufgaben,  gleichviel  ob  sie  bei  gewöhn- 
lichen oder  partiellen  DifTerentialgleicbungen  vorkommen,  und  unabhängig 
von  der  Art  der  auferlegten  Bandbedingungen,  können,  wenn  einmal  die 
ibnen  entsprechenden  Integralgleichungen  gefunden  sind,  nach  derselben  all- 
gemeinen Methode  untersucht  werden. 

An  diese  letzte  Mitteilung  von  Hilbert  schließt  sich  die  vorliegende 
Arbeit  an.  Sie  ist  ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Eandwertaufgaben  bei 
Difiercntialgleichungen  höherer  als  zweiter  Ordnung.  Es  stellt  sich  heraus, 
daß  diese  Differentialgleichungen  auf  dieselbe  Art  von  Integralgleichungen 
wie  diejenige  zweiter  Ordnung  führen.  Daraus  ergibt  sich  auch  hier  die 
Möglichkeit,  die  allgemeinen  Sätze  der  Theorie  der  Integralgleichungen  an- 
zuwenden. Unter  anderem  wird  die  Entwicklung  willkürlicher  Funktionen 
nach  Funktionen,  die  eine  Dilferentialgleichung  höherer  Ordnung  befriedigen, 
erörtert.  —  Die  Gleichung 


l^(^wS)-"«- 


welche  bei  der  Untersuchung  der  transversalen  Schwingungen  eines  elasti- 
schen dünnen  Stabes  vorkommt,  ist  als  Beispiel  herangezogen.  Uayleigh 
(Theory  of  sound,  I)  hat,  auf  mechanische  Prinzipien  gestützt,  diese  Glei- 
chung   zuerst    untersucht.      Davidoglou   (Ann.  de  l'ec.  norm    sup^r.  19f" 


KeEendoneu, 
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a.  1 906)  bat  sie  später  mit  Hilfe  der  Methode  der  sukzessiven  ÄtinShcrungen 
behandelt.     Die    Beüehungen    dieser   Gleichung    zu    der   Integralgleichuags- 
th&orie  hat  Verf.  im  „Bulletin  de  la  sor,.  des  sciences  de  Bucarest^'  (Februar 
J90.'i)  angedeutet.     Im    Herbst   l'JOS    ist  eine  Arbeit  von  Westfall  („Zur 
Theorie  der    Integralgleichungen",   Uöttingen)    erschienen,    in    welcher    viele 
IVtilicr  in   der  Kot«    des  Verf.  behandelte  Fragen  abermals  in  Betracht  ge- 
K«>^^ii  siud.  —  I.  fiewöhnlit'he  Difl'erentialgleichungen  vierter  Ordnung.    AIl- 
gr^iaieiue  Beti-achtungen.    II.  Die  uUgenieine  Difl'erentiai gleich ung  des  schwin- 
genden   Stabts:    1.   Beide    Enden    festgeklemmt.     '2.    Beide  Enden   gehalten. 
3.      JEin  Ende  festgeklemmt,  ein  Ende  gehalten.     4.  Ein  Ende  festgeklemmt, 
ein      Unde  frei.     5.  Ein  Ende  gehalten,  ein  Ende  frei,     6.  Beide  Enden  frei. 
i-i.1-      Die  Differentialgleichung  des  homogenen  schwingenden  Stabes  (dieselben 
*>       *'~ÄlIe  wie  in  II).     IV.    Die  Schwingungen  eines  spitzen  Stabes.     V.    Er- 
«^^itenuig  auf  beliebige  Differentialgleichungen  gerader  Ordnung. 

Charlott«tiburg.  G.  Wai.lenberg, 

htser,  (tskar.  Die  EntwickluDg  dee  FunktioaebegrifTea  und  die 
IPSegfl  des  funktionalen  Denkens  im  Mathematiknnterriobt  nnsrer 
Xiöheren  Schulen.  (Enthalten  in  der  Festschrift  zur  50-Jahrl'eier  der 
MiDger-Oherrealschide  zu  Frankfurt  a.  M.).  Mit  Figuren.  74  S.,  Lex.-8. 
Trankfurt  a.  M.  1907,  Gebr.  Knauer.  Preis  geh.  M  1,80. 
Seitdem  als  eines  der  wichtigsten  Ziele  der  Reformbestrebungeji  auf  dem 
'~'^l>iete  des  mathematischen  Unterrichts  die  klare  Entwicklung  des  Funktious- 
'^**S"*Tffs  hingestellt  ist,  haben  auch  gleich  an  verschiedenen  Stellen  die  prakti- 
**^t»^n  Versuche  eingesetzt,  die  auf  die  planmäßige,  methodische  Durchführung 
**^*"  soeben  genannten  Forderung  von  unten  auf  ausgehen.  In  der  vorliegenden 
^**^li.xift  berichtet  uns  der  Verfasser  über  seinen  Ideengang,  soweit  in  erster 
""-»sie  der  Unterricht  in  den  Mittelklassen  in  Betracht  kommt  Er  will  dar- 
^K^n,  wie  man  der  Aufforderung  der  LeUrpläue  von  1901  nachkommen  kann, 
*'^'ö  Schülern  ein  eingehendes  Verständnis  des  Funktionshegriffs  zu  erschließen, 
'*^**i  wie  sich  die  Forderung  von  F.  Klein  erl'iiUen  läßt,  daß  der  Funktionshegriff 
*l«»i    ganzen  mathematischen  Unterricht  wie  ein  Ferment  durchdringen  soll. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  2  Teile,  nämlich  1 )  der  Funktionsbegriff  im  Unter- 
'^^^fa-t  der  Arithmetik  und  der  Algebra,    2)  das  funktionale  Denken  ira  geo- 

»'^^^'trischen  Unterricht, 
In  dem  ersten  Teile  wird  unter  Auseinanderhaltung  der  einzelnen  Klassen- 
■•^**fen  von  Quarta  bis  Untersekunda  in   eingehender  Welse  entwickelt,  wie 
**a.s     Prinzip    der   graphischen    Darstellung   in    allen    Teilen    des    algebraisch- 
**~>t.limetischen  Unterrichts  von  Anbeginn  an  eine   vorherrschende   Rollo  zu- 
K^'**iesen  erhalten  kann,  und  wie  es  den  Schüler  heßhigt,  nicht  —  wie  hei 
**^»"    gewöhnlichen  Lösung  von  Gleichungen  —  nur  ein  Augenblieksbild  oder 
**^en  Spezialfall,  sondern  den  völligen  Zusammenhang  zwischen  den  jeweils 
***     Betracht  kommenden  Größen    zu   ühei-schauen.     Von  den   Elementon  der 
■**^thinetik  an  bis  zu  den  quadratischen  und  höheren  Gleichungen,  den  Irigono- 
'*'etiTSf  den  Funktionen  und  den  Logaritiimen  findet  es  andauernde  Verwendung. 
**®*  den  Logarithmen  würde  ich  es  allerdings  in  der  Weise  angewandt  haben  — 
"*«  ich  es  in  Hamburg  an  der  Oberrealschule  vor  dem  Holstentore  im  letzten 
oomtuer  b  der  Tat  gemacht  habe  — ,   daß  ich  zunächst  auf  gewöhnlichem 


Wege  durch  fortgesetzte  Quadrat wur/elausKieliung  bis  auf  hflchatens  3  PeiimalV  _^ 
steltfn  die  Wert«  von  VTÖ,  t/fÖ,  (Vl^))'.  fTo.  f|^)*,  f^lÖ)*  nnd  (VTn)C%i 
hpstimmen  lasse.  Die  erbalteneu  ZuMcn  werden  unter  Hinzunahme  von  ICV^II^I 
und  lu'  /u  einem  graphischen  Biidp  vereinigt,  welches  dann  sofort  auch  bK^^^ 
auf  '2  Dezimalen  die  Ablesung  der  Wurt«  von  log  'J,  log  S,  ■  ■  ■  log  9  gestatt«'^^^ 
Ehe  der  Schüler  überhaupt  eine  gedruckte  Logarithmentafel  in  die  Haud  t>^^^ 
kommt,  hat  er  sich  auf  die  angegebene  Weise  in  den  Besitz  einer  graphii-ciie^^  ^ 
Tabelle  gesetzt  und  seihst  die  migefilhren  Werte  einiger  Logarithmen  gefunde~-^^J 

Im  zweit«n  die  Geometrie  betreffenden  Teile  zeigt  der  Verf.  in  feaaelnd-  ~^=^ 
Weise,  wie  fruchtbar  sich  die  Erfassung  des  Abhängigkeitsbegriffs  auch  hLf-  ^| 
erweist,  und  wie  es  bei  geometrischen  Problemen  immer  darauf  ankomi^-~^^j 
ein  durch  die  Aufgabe  bestimmtes  Fuuktionsintervall  deutlich  /.u  erkenne  _^^ 
In  diesem  Znsammeuhange  kommt  er  dann  auf  die  Diskussion  der  sog.  ■  ^  ^ 
brauchbaren,  dem  Sinn  einer  Aufgabe  ZTinSchst  nicht  entsprechenden  Lösung  -^^^^ 
die  aber  sehr  häufig,  z.  B.  bei  Einführung  negativer  Flächen,  doch  einen  t 
nflaftigen  Sinn  haben.  Besonderes  Gewicht  wird  auf  die  klare  Begründe 
der  Determination  bei  geometrischen  Aufgaben  alier  Art  gelegt,  um  prB 
DetermiDationen  /ii  gewinnen,  muQ  man  in  jedem  Falle  die  ganze  Reibe 
erhaltenen  Konstruktionsbilder  unter  stetiger  Variierung  eines  der  Bestinimucn^^^ 
stücke  durchlaufen,    womit  wieder  durch  das  Prinzip  der  Beweglichkeit  i 

Figuren  dem  Funktionsbegriff  auch   hier  eine  führende  Rolle  ?.ufSllt.      W —  m 

so  der  geometrische  Unterricht  an  Leben  und  Frische  gewinnt,  so  soll  d« 
doch  nicht  ä  tout  prix  die  euklidische  Beweismethode  ganz  aufgegeben  « 
Nach  dem  Verfasser  wii'd  man  gerade  auf  der  Mittelstufe  zweckmäßig  ( 
fahren  können,   daß  nach  Auffindung  und   Formulierung  eines  Satzes 
Behandlung  voran fgegangener  Aufgaben  der  strenge  Beweis  folgt.     Beiü^H^ 
der  Fassung  der  Lehrsatz^  wird  mögliebst  Zusammenfassung  verwandter  Sl^^ 
zu  einem  allgemeineren  Satze  einjifohlen.     Schließlich  wird  angeregt,  flli"        < 
Kegelschnitte  eine  mehi"  aus  allgemeineren  Gesichtspunkten  fUeßende,  gena^^i. 
schaftliche  Form  der  Behandlung  anzustreben  und  eine  Trennung  erst  d^^a 
eintreten  zu  lassen,   wenn   es  sich  um   das  Studium  der  besonderen  Ei^*'" 
Hchaften  der  einzelnen  Kurven  handelt. 

Beigegeben  ist  der  Arbeit  eine  ganze  Reihe  gnt  ausgeführter  graphim:Kw 
Darstellungen  sowie  ein  ausführlicheres  Verzeichnis  von  Arbeit«n,  auf  die 
der  Text  bezieht. 

In  Anbetracht  der  sorgfältigen  Form   der  Darstellung  und  der  Wi 
des  Tones,  die  das  Ganze  beherrscht,   wird   sich  die  LektOre  der  Abhandlt» 
für  jeden  auf  Fortschritt  im  Unterricht  bedachten  Schulmann  zu  eineni  rei 
Genuß  gestalten  und  nachhaltige  Anregungen  hinterlassen. 

Hamburg.  J.  Schbodrr. 


Fack,    MIdiB«!.    Zur  didaktiaohen  Daratellang  von  Stoffen  ans 
niederea  und  höheren  Mathematik,      .'ifl  S.  mit.  I  Tafel,    gr.  8.  (I 

! Tilge    zur    Lehrerbildung    und    Lehrerfiirtbildiing ,    37.    Heft,    hrsg. 

K.  Muthesius.)    Gotha  "lÜUT,  E.  F.  Thieuemanu.     I'reis  geh.  Jt  l.iO. 

Die  Abhandlung  beginnt  im  ersten  ihrer  7  Kapitel  mit  bßchst  seni 

baren,  mau  könnte  sagen,  mystischen  Auslassungen  über  den  Funktionsbej 

nnd  verst«igl  sich  sogar  zu  folgendem  famosen  Satze  (p.  7}:  „Mancht 
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latiker  betODen  bei  <lei-  Detinitiou  lier  Funktion  dip  AbhaDgigkeit  gewisser 

Daher  auch  die  Redewmsen :    'Die  Ordinate  ist  eine  Funktion  der 

'.      'Die  Fallstretke  iat  eine  Funktion  der  Fall/.eit'.     Usf.     Für  uns 

mdelt  es  sich  in  der  Funktion  um  die  Form  gewisser  Zahlwerte,  und  es 
kommt  uns  wenig  darauf  au,  ob  gewisse  GnlBen  in  der  einen  oder  andern 
SuBeren  Weise  Ton  einander  abhängig  sind.  Will  man  in  der  Definition  des 
Begriffs  der  Funktion  auf  den  Begriff  der  Abhängigkeit  Bezug  nehmen,  so 
möge  man  wenigstens  nur  von  der  Abhängigkeit  gewisser  Maßzahlen,  also 
von  einer  arithmetischen  Abhängigkeit,  reden."  Dieser  eine  Sst«,  dem  eine 
ganze  Herde  ähnlicher  Expektorationen  folgt,  kennzeichnet  schon  zur  Genüge 
das  ganze  Elabomt,  das  augenscheinlich  auch  noch  durch  die  Menge  der 
Literaturhinweise  den  Anspruch  auf  Wissen schaftlichkeit  erhehen  möchte. 
Solche  Aufs5t):e  aber  werden  von  jedem  Fach-  und  Sachverständigen  a  liraine 
zurückgewiesen ! 

Hamburg.  J.  Schbödbä. 


Sehfilke,  A,    Differential-  und  IntegraJreclmuiig  im  Unten-icht.    Mit 
7  Figuren  im  Text.  30  S.  gr,  8.    Leipzig  und  Berlin  1907,  B.  O.  Teiibner. 
^L       Preis  geh.  Ji  1, — . 

^B  Nicht    eine  vollständige    systematische    Behandlung   der  GrundzUge   der 

^BDifferential-    lud  Integralrechnung  beabsichtigt  diese  kleine  Schrift  zu  geben, 

^W>ndem  der  Verfasser  will  „aus  dem  weiten  Gebiete  einen  Ausschnitt  gehen, 

^ber  in  der  Schule  leicht  bewältigt  werden  kann  und  zugleich  durch  das  Zu- 

^P  lammen  wirken    von    reiner   und    angewandter  Mathematik   dem    Schüler    die 

Grundlagen     der    Infinitesimalrechnung    zu    voller    Klarheit    bringt."       Auf 

24  Seiten  wird,  zum  Teil  in  gedrängtester  Form,  der  sich  in  3  Haiiptalischnitte 

gliedernde  Stoff  behandelt.    Das  erste  Kapitel  (Differentialrechnung)  bringt  Er- 

Brterungen  über  das  Wachstum  einer  Funktion,  den  Grenzwert,  den  Differen- 

tiglqnotienten ,    die   Fehlerhestimmung,   Ma ximal aufgaben ,   über  den  zweit«n 

Differentialquotienten,   Anwendungen    auf  die   Physik,    die    Umkehrung   der 

Differentialrechnung  und  endlich  unter  weiteren  Übungen  noch  insbesondere 

kwniges  über  die  Eipoaentialfunktion  und  den  I.ngaritlunus.  Im  zweiten  Ka- 
pitel (Integralrechnung)  folgt  die  Behandlung  von  Potenzsummen,  die  Aus- 
irertnog  der  Inhalte  von  Flächen  und  Rotationskörpern ,  die  Bestimmung  des 
Drehmomentes  und  Schwerpunktes,  des  Trägheitemomentes  und  der  Arbeit. 
Das  letzte  Kapitel  eathält  die  Schnittpunktsbestimmung  von  Geraden  und 
Kurven,  die  Ermittlung  des  Krüramuug.skreises,  Newtons  Naherun gsmethode, 
die  Theorie  der  Interpolation  und  der  Reihen. 

Was  die  Form  der  Darstellung  angeht,  so  ist  sie  klar  und  einfach,  aller- 
dings stellenweise  etwas  knapp  gehalten,  wie  z.  B.  p,  16  bei  Behandlung  der 
Maximal  aufgaben    und    p.  23    hei    der   Bestimmung   des    Drehmomentes    und 
^^Schwerpunktes,  wo  auch  die  Formulierung  der  Aufgabe  erwilnscht  gewesen 
^■Wire.     Daß  der  Verfasser  die  Heranziehung  des  Grenzbegriffea  erst  auf  ein 
^P^pSteres  Stadiimi  verschiebt  und  ihn  nicht,  was  ich  unter  anderen  Bedingungen 
ohne  weiteres  bcrarworten  würde,  zur  Grundlage  schon  der  ersten  Differen 
tiationsübungen  macht,  rechtfertigt  sich  durch  den  vom  Verfasser  gemachten 
Vorschlag,  den   Anfang  der  Differentialrechnung  bereits  in  Obersekunda  mi) 
der  Aufstellung   der  Differentiale   rationaler   ganzer  Funktionen,  zu   machen. 
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Von  da  ab  soll  dann,  überall  wo  sich  eine  passende  Gelegenheit  darbietet, 
der  Unterriclit  mit  Betrachtungsweisen  der  Infinitesiraali'echnung  durchsetzt 
werden.  Auf  solche  Weise  will  der  Verfasser,  der  ja  in  Fachkreisen  längst 
als  ein  eifriger  Verfechter  der  auf  eine  zeitgemBfle  Reform  des  mathematischen 
Unterrichts  abzielenden  Bestrebungen  bekannt  ist,  dem  Unterricht  die  er- 
sprießliche (jestaitung  mitverleihen  helfen,  die  mau  vor  allem  von  der  stär- 
keren Betonung  des  Funktionsbegriffes  erhofft  Diesem  Endzwecke  dienen 
natürlich  auch  die  xum  Teil  hübsch  ausgewShlten  Aufgaben  aus  den  mancher- 
lei Anwendungsgebieten,  iasbesondere  für  die  Fehl  erb  est  im  mung.  Im  SchloB- 
kapitel  hat  die  etwas  mühsame  Behandlung  des  KrUmmuugskreises  meinen 
Beifall  nicht  gefunden,  dagegen  empfehle  ich  die  Art,  wie  der  Verfasser  die 
Eeihenent Wicklungen  unter  Betonung  der  Approximation  durch  Parabeln  ver- 
schiedener Ordnung  durchfuhrt,  der  Beachtung  der  Fachkreise.  Die  Namen 
„Maclaurinsche"  und  „Tajlorsche  Reihe  finden  sich  allerdings  im  Teit« 

Ich  bin  überzeugt,  daB  das  Buch  sich  vielen  Fachgenossen,  die  den  Re- 
formhestrebungen  sympathisch  gegenüberstehen,  als  ein  brauchbarer  Berater 
erweisen  wird,  zumal  wenn  das  in  den  bereits  fiHber  erschienenen  Äufgalien- 
sammlungen  des  Verfassers  vorliegende  Material  mit  herangezogen  wird. 

Samburg.  J.  Schröder. 


I 


Adler.  Ä.  Theorie  der  geometriaohen  Eonatruktioiien.  Sammlung 
Schubert  LH.  Mit  177  Vigui'en.  VIll  u.  301  S.  8.  Leipzig  1906, 
C.  J.  Göschen.  Preis  geb.  M  9,—. 
In  der  bewährten  Scbubert-Bammlung  ist  als  52.  Band  ein  kleine» 
Meisterwerk  erschienen,  welches  von  allen  Mathematikern,  Insbesondere  von 
Freunden  der  Geometrie,  mit  großer  Freude  begrüßt  werden  wird;  Eef.  kann 
wohl  sagen,  daß  er  8elt«n  durch  das  Studium  eines  Lehrbuches  in  gleicher 
Weise  angeregt  worden  ist.  Verf.  hält  vollauf,  was  er  in  den  folgenden  Stellen 
des  Vorwortes  verspricht:  ,,Dieses  Buch  ist  dem  Wunsche  entsprungen,  die 
anziehenden  und  für  den  Anfänger  ungemein  anregenden  Methoden  und 
Theorien  zur  Auflösung  geometrischer  Konstruktionsaafgaben  in  zusammen- 
hängender Weise  und  mit  einer  gewissen  Vollständigkeit  darzustellen.  Es 
setzt  keine  eingehenderen  Kenntnisse  aus  der  höheren  Mathematik  voraus; 
alle  notwendigen  Hilfssatze  werden  angegeben;  der  Beweis  derselben  wird 
aber  oft  nur  angedeutet,  sodaß  der  kundige  Leser  nicht  ermüdet,  wahrend  der 
ÄnfUngei-  num  Beweise  dieser  einfachen  Sätze  angespornt  wird.  —  Um  seinen 
Zweck  als  Lehrbuch  zu  eritlllen,  sind  zahlreiche  Ül)ungsaufgaben  hinzugefügt 
worden,  deren  Lösungen  meist  kurz  angegeben  werden.  Ein  Teil  des  Lehr- 
stoffes konnte  in  diesen  Aufgaben  untei^ebracht  werden,  sodaß  der  Leser  trotz 
de»  mäßigen  Umfanges  des  Buches  über  alle  rein  geometrischen  Fragen,  welch» 
die  geometrischen  Konstruktionen  betreffen,  orientiert  wird".  —  Es  möge  nun 
in  großen  Umrissen  das  reichhaltige  Inhaltsverzeichnis  folgen: 

Einleitung  (geschichtlicher  Überblick).  1.  Abschnitt;  Methoden  -mx  Auf- 
lösung geometrischer  Konstruktionsaufgaben.  U.  Abschuitt:  Konstruktioneo, 
ausgeführt  durch  bloßes  Ziehen  von  geraden  Linien,  wenn  gegebene  Figuren 
zur  Benutzung  vorliegen.  (Steinersche  Konstruktionen).  HI.  Abschnitt:  Kon- 
struktionen, ausgeführt  durch  bloßes  Schlagen  von  Kreisbogen.    (Masoheroni- 
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«che  Konstruktionen),  IV.  Absclmitti  Konstruktionen  mit  Hilfe  eineB  Parailel- 
Unealrs  (zwei  parallele  Linien  in  konstantem  Abstände);  Konstruktionen  mit 
Hilfe  eines  beweglichen  rechten  und  eines  beliehigen  Winkels;  Konstruktionen 
mittels  des  Lineales  nnd  eines  Eichmaßes;  Konstruktionen  mittels  des  Winkel- 
faalbierers.  V.  Abschnitt:  Konstruktionsaut'gaben  ersten  und  zweiten  Grades. 
VI.  Abschnitt:  Unmüglichkeitsbe weise.  VLI.  Abschnitt:  Kreisteilung.  (Kon- 
struktion regelmäßiger  Polygone).  VIIL  Abschnitt:  Geometrische  Kon- 
struktionen dritten  und  vierten  Grades  (Verdoppelung  des  Würfels ;  Trisektion 
des  Winkels;  Graphische  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades). 

IX.  Abschnitt:  Gesebichtliche  Bemerkungen  über  die  Quadrator  des  Zirkels; 
näherungsweise  Rektifikation  des    Kreises;   Regeln  tiir  genaues  Konstruieren. 

X.  Abschnitt:   Geometrographio. 
Zum  Schluß  noch  einige  Wünsche  des  lief,  im  Interesse  des  Werkdiens 

Rir  eine  eventuelle  Neuauflage:  \.  Berichtigung  einiger  störender  Druckfehler 
(8.  33,  Fig.  25  (statt  52);  8.  266  Lndolf,  S,  267  Liouville)  und  Unrichtig- 
keiten (8.  39  Dreieck  APB  tikht  ■^.4'f'S').  2.  Beseitigung  einiger 
stilistischer  und  sachlicher  Milngel  (S.  244  ,^n  dem  Winkel  gehören  .  ,  ."; 
S.  93  fehlt  die  Bestimmung  des  Punktes  E).  3.  Eingehendere  Berücksichtigung 
der  Konstruktionen  bei  ungünstigen  Lage  Verhältnissen  (schleifender  oder  unzu- 
g&cigjiober  Schnitt:  Benutzung  des  Höhensatzeti}.  4.  Die  elementare  Parallele n- 
konstrukiion  des  Ref.  mittels  des  ParalleIHneals.  5.  Die  Güntschesche  Kon- 
struktion des  regelmäßigen  17-EckB  {Ber.  d.  B.  M.  G.  3,  10—16).  ß.  Reicb- 
haitigere  Literatur  über  die  Winkelteilung  und  die  Konstruktionen  dritten  und 
»werten  Grades  (z.B.  Lampe  Ber.  d.  B.  M.  G.5, 17— 27;  London,  Schlörailoh 
2-  4-1,  129 — 15'i),  7.  Ausführlichere  Behandlung  der  „Genauigkeit  geo- 
**^«triBeher  Konstruktionen"  {Die  Bravaissche  Fehlerellipse,  vergl.  i.  B. 
Haentischel,  Ber.  d.  B.  M.  0.  5,  54—57),  8,  Eventuell  Konstruktionen 
****■    absoluten  Geometrie, 

Es  sei  ausdrücklich  hervorgehoben,  daß  diese  wenigen  AuBstellungen  den 
"'ert  des  Buches  in  keiner  Weise  beeinträchtigen.  Das  verdienstliche,  mit 
?*Q1  reichen  Figuren  ausgestattete  Werkchen  kann  allen  Freunden  der  Geometrie, 
*^®l>«Bondere  Autodidakten  und  Lehrern  dieses  Faches  wiinn  empfohlen  werden: 
s»e  werden  auf  alle  einschlagigen  Fragen  dort  die  Antwort  finden  sowie  viel- 
''■^lie  Anregung  und  Bereicherung  des  Lehrstoffes,  zu  der  Verf  selbst  durch 
_  ^*ti«  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  nicht  wenig  beigetragen  hat,  —  Das  Lehr- 
r  '^'cli  darf  fortan  in  keiner  Schulbibliothek  fehlen. 
K  Charlottenburg.  G.  Wallekhüro. 


k 


^^hs,  L.     Oeaaminelte   Uathematiaohe  Werke. 

R,  Fucbsuml  L  Schlesinger,      2.  Band:    Abhandlungen  (1875— 1887), 

redigiert  von  L.  Schlesinger.    X  u,  4Hf>  S.    Lei.-8.    Berlin  1906,  Mayer  u. 

MftUer.     Preis  geh,  JC  30,—,   geb.  JC  34,50, 

Der    jetzt   vorliegende    zweite   Band   der    gesammelten    uiathematischen 

.  rke  von  L.  Fuchs,   deren  erster  Band  bei  seinem  Erscheinen  vom  Ref.  in 

'''**^sor  Zeitschrift  eingehend  besprochen  worden  ist,  enfbElt  die  35  in  der  Zeit 

"^n   OsUm  1S75  bis  Ende   des  Jahres  1887  verüffentlichten  Abhandlungen. 

*''e  redaktionelle  Arbeit  wurde  in  derselben  sorgfältigen  Weise  wie  beim  ersten 

^ande  anageführt;  die  in  diesem  Bande  besonders  zahlreichen  in  franzCsischer 
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Sprache  geschriebeoen  Arbeiten  hat  wieder  Herr  H.  Vogt  in  nprachlieher 
Hinsicht  revidiert. 

Aus  den  im  Nachlaß  vorgelimdeuen,  an  Fuchs  gerichteten  ßiielen  von 
Ch.  Hermite  konnte  der  Herausgeber  in  den  Anmerkungen  zu  den  Ab- 
handlungen XXIV  und  XXVI  einige  für  die  Entst«huDgsge schichte  dieser 
Arbeiten  wichtige  Auszüge  mitteilen. 

Auch  dieser  Band  enthält  mehrere  Arbeiten,  die  bahnbrechend  gewirkt 
haben;  zunächst  die  beiden  in  Grelles  Journal  erschienenen  klassischen  Ab- 
handlungen Über  die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche 
algebraische  Integrale  besitzen;  diese  haben  ebenso  »-ie  die  spätflre  hierher 
gehörige  Arbeit  aus  den  Acta  Mathematica  (Bd.  IJ  „über  lineare  homogene 
Differentialgleichungen,  zwischen  deren  Integralen  homogene  Relationen  höheren 
ah  ersten  Grades  bestehen"  eine  reiche  Literatur  auf  den  verschiedensten  Ge- 
bieten der  Mathematik,  wie  Invariantflnthcorie,  Gruppentheorie  nnd  selbst 
Geometrie,  hervorgerufen.  —  Eine  zweite  Gmppe  von  Arbeiten  beschäftigt  sich 
mit  den  Umkehrungsproblemen,  en  denen  die  Losungen  der  linearen  Differential- 
gleichungen Anlaß  bieten;  sie  stellen  eine  Erweiterung  der  einschlägigen  Unt«r- 
fluchungen  von  Abel  und  Jacobi  dar  und  haben  Herrn  Poincare  zu  seiner 
großartigen  Schöpfung  der  Fuchsschen  Funktionen  die  erste  Anregimg  gegeben. 

Von  prinzipieller  Wichtigkeit  sind  endlich  einige  Abhandlungen  aus  der 
Theorie  der  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  so  diejenigen 
über  die  Form  des  allgemeinen  Integrals,  faUs  es  algebraisch  ist-,  und  über 
die  „Punkte  der  Unbeatimmtbeit"  (eine  von  Fuchs  eingeführte  Terminologie) 
der  Lösungen  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  insbesondere  aber 
die  Arbeit  „Ober  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feste  Verzweigungs- 
punkte besitzen";  diese,  eineErweiterungder  Arbeiten  von  Briot  und  Bouqaet, 
bildet  den  Ausgangspunkt  fHr  eine  ganze  Ueihe  von  neuen  Untersuchungen, 
die  hauptsächlich  mit  den  Namen  Hamburger,  Picard,  Poincare  nnd 
Painleve  verknüpft  sind. 

Charlottenba rg.  _^ G,  Wallenbero. 


Weinstein,  B.    Die  philosophlBohen  Grundlagen  der  WiBBenBohaften. 

Vorlesungen,  gebalten  an  der  Universität  Berlin.  XIV  n.  .343  6.  8.  Leipzig 

nnd  Berlin  1306,  B.  0.  Teubner.  Preis  geb.  J(.  9,—. 
Der  Verfasser  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt,  die  Stammbegriffe  und  die 
letsten  Grundsätze  der  Wissenschaft  in  leicht  verständlicher  Form,  dabei  in 
voller  Gründlichkeit  darzustellen,  die  vorhandenen  Abhängigkeiten  der  Begriffe 
und  Sätze  von  einander  hervortreten  zu  lassen  und  die  in  unserem  Seelenver- 
mögen liegenden  Quellen  der  Erkenntnis  aufzuneigen;  die  allgemeine  Natur- 
wissenschaft bildet  den  Hauptgegenstand  der  Untersuchung,  doch  handeln  die 
letzten  drei  Vorlesungen  auch  von  der  Dichtung  und  dem  Leben.  Das  Werk 
bietet  durchaus  selbständig  Erdachtes  und,  wo  es  auf  den  Schultern  anderer 
ruht,  inneriich  Angeeignetes;  dabei  ist  sein  Inhal)  ungemein  reichhaltig  und. 
vielseitig;  das  Weltganze,  wie  es  in  der  Erfahrung  sich  darstellt,  sucht  es  er- 
klärend und  deutend  zu  umfassen,  ohne  die  Entwickelung  in  den  festen  Rahmen 
einer  vorgefaßten  Lehrmeinung  einzuspannen.  Dieses  Verfahren  bewahrt  sioher 
vor  Einseitigkeit,  erschwert  indessen  dem  Leser  die  Übersieht,  zumal  Wieder- 
bolongen  und  Hinweise  auf  spätere  Erörterungen  auffallend  häufig  sind. 


Die  ersten  sechs  Vorlesungen,  etwa  ein  Sechstel  des  Buches,  handeln  von 
.  Begriff  und  der  Einteilung  der  Grundlagen  überhaupt,  von  der  Seele  und 
ihren  Tätigkeiten,  aus  denen  weiterhin  die  üuBere  und  die  innere  Welt  ab- 
geleitet wii-d.  Nachdem  dann  vom  Erkennen  und  Walimehmen  die  Rede  ge- 
wesen ist,  werden  der  Zeitüchkeit,  der  Räumlichkeit,  der  Substanzialitat  und 
der  Ursächlichkeit  als  den  Stammbegriflen  der  Seele  die  zugehörigen  Vergegen- 
stBudtichungen,  nllmlich  der  Haum,  die  Zeit,  die  Substanz  und  die  Ursachen 
eutgegengestellt.  Vorlesungen  über  die  Vorzüge  und  die  Erscheinungen,  die 
Einheit  und  die  Erhaltung  der  Welt,  die  Erfahrung  und  die  Hypothesen  bilden 
(leu  ächluß  der  uatur philosophischen  Betrachtungen.  Ziemlich  ausgedehnt  be- 
Uaudelt  dabei  der  Verfasser  die  Dreidimeusionaütät  des  Haumes,  die  Theorie 
der  lUaterie,  das  Energieprinzip,  die  Entropie  uud  das  Prinzip  der  kleiusten 
Wirkung. 

Wegen  seiner  SelbstUndigkeit  und  seiner  Mannigfaltigkeit  kann  das  Buch 
keiner  bestimmten  Schule  zugei'echnet  werden.  Sein  pfailosop bischer  Grund- 
gedanke ist  der  Kantiscbe  des  transzendentalen  Idealismus;  Baum,  Zeit,  Buh- 
stanzen  und  Ursachen  sind  die  durch  die  Seelentätigkeit  geschaffenen  Formen, 
unter  denen  alle  Erfahrung  erscheint;  in  der  Bemühung,  die  ÄnschauungS'  und 
Denkformen  aus  einer  gemein acbattlichen  Wurzel  herzuleiten,  folgt  der  Ver- 
fasser Schopenhauer.  Doob  wird  das  Verhältnis  der  jenseitigen  zur  Er- 
fahrungawelt  ebenso  wenig  klar,  wie  dies  bei  Kant  der  Fall  gewesen  ist;  nur 
gegen  die  materialistinch -mechanistische  Weltauffassung  verwahrt  sich  der  Ver- 
fasser. 

Das  Ziel  des  Buches,  leicht  verst&udlicb  zu  sein,  ist  zweifellos  erreicht; 
Jenn  es  wird  üheraJl  deutlieh,  was  gemeint  ist,  und  wo  die  AusfQhrungen  nicht 
biiireipbea ,    um  dein  unkundigen  Leser  genaue  Vorstellnngen  zu  vemiittebi, 
^-   B,  beim  Entropiebegriff  und  dem  Gesetz  der  geringsten  Wirkung,  tritt  die 
Al»siebt,   den  Gegenstand    nur    oberfläcldich   zu    l.ehandeln,   dnrehaus  zutage. 
••  Bniger  sicher  erseheint  dagegen,  ob  auch  der  Wunsch  des  Verfassers  sich  er- 
eilen wird,  den  Fachgelehrten  zu  dienen.    Wer,  wie  Mach  in  seiner  Mechanik, 
'*en   historisch- kritischen  Weg  der  Darstellung  wählt,  vermag  den  Laien  zu  be- 
loUron  und  zugleich  die  wissenschaftliehe  Einsiebt  ku  vertiefen;  da  aber  Herr 
"^  6  i  nstein    nicht  eigentlich   forschend   verfahrt,   sondern   bei   Zwistig keiten, 
^     B.  über  das  Wesen  der  Seele,  des  Raumes,  der  Materie,  die  landläufigsten 
*«einungen  nur  anführt,  um  sich  schließlich  mehr  oder  minder  bestimmt  zu  einer 
***    V»ekennen,   ohni^  das  Filnindwidcr  zu  endgültiger  Entscheidung  zu  bringen, 
^    gebohrt  ihm  zwar  das  Lob  weitgehender  Besonnenheit;  doch  wird  bei  solchem 
^rtahren  der  Prinzipien  forscher,  »üfem  er  restlose  Aufklärung  sucht,  zumeist 
'^«r    ausgehen. 

Eine  Eigenheit  des  Verfassers  ist  e 
^^fakenntnis  Über  wissenschaftliche  Gee 


,  solche  zu  tadeln,  die  ohne  die  nötige 
instände  volkstümlich  schreiben  und 


'"^^    ihr  Publikum  täuschen,  dagegen  die  Klarheit  und  Gediegenheit 
i^^Uung  zu  empfehlen.    Er  biete  Blumen;  „der  Kohl  aber,  um  beim  DÜdi 
_^il>en,  wuchert  in  den  NebeuKärten.  die  den  Garten  der  Wissenschaft, 


Dar- 


wiichert  in  den  Nebengärten,  die  der 
Cudeu  den  Mainzer  Dom  einengen,  und  die  eben  von  Unberufenen  bebaut 
^■>i«n"  (S.  6).     Würde  solch  Lob  des  Buches,  zumal   wenn  es  reichlich  oft 
*~~  'erkekrt,  im  Munde  der  Leser  nicht  anmutiger  klingen? 

Berlin.  P.  JoHA^HESäuM. 
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Willard  Gibbt^,  J.  Soientiflo  papers.  Bd.  I.  Thermodynamics,  mit  Porträt. 
Bd.  n.  Dynamics,  Vector  Analyais,  Multiple  Algebra,  Elektromagnelic 
theorj  of  ligbt.  London,  New  York  and  Bombay  1906,  Longmans, 
Green  and  Co. 

In  zwei  stattlichen,  sehr  schön  ausgestattet« d  Bänden  Liegt  das  wissen- 
schaftliche Lebenswerk  Ton  Gibbs  vor  und  das  Hauptinteresse  konzentriert 
sieh  natürlich  auf  die  im  ersten  Bande  enthaltenen  therraodynamischen  Ab- 
handlungen, von  denen  ich  die  dritte:  „Über  das  Gleichgewicht  heterogener 
Substaoiteti"  besonders  hervorhebe.  Sie  nimmt  drei  Viertel  des  Bandes  ein; 
und  dokumentiert  sich  dadurch  schon  duQerLich  als  die  bedeutungsvollste. 
Vorangeschickt  ist  den  Abhandlungen  eine  kurze,  aber  von  liebevoller  Ver- 
ehrung für  Gibbs  zeugende  Biographie,  vfirfaBt  von  dem  einen  rier  beiden 
Herausgeber,  H.  A.  Bumatead. 

Im  zweiten  Bande  ist  unter  anderem  eine  von  Gibbs  für  seine  Hörer 
geschriebene,  bisher  nur  als  Manuskript  gt^druckte  Einführung  in  die  Vektor- 
analysis  enthalten,  die  von  wundervoller  Präzision  und  KUrze  ist.  Schade 
nur,  ilaQ  die  Bezeiclmungs weise  so  total  verschieden  von  der  in  der  math. 
Enzyklopädie  durchgefiibrten  ist;  die  Lektüre  ist  auf  diese  Weise  unnQÜg 
erschwert. 

Endlich  mache  ich  aufmerksam  auf  die  Untersuchungen  zur  elektro- 
magnetischen Lichttbeorie  (1882 — 1889),  die  analytisch  äußerst  elegant  imd 
iiit«ressant  sind,  wenn  auch  der  Herausgeber,  wie  ich  glaube,  ihre  Bedeutung 
zu  hoch  veranschlagt,  wenn  er  sagt:  .  .  .  „Diese  (libbsschen  Arbeiten  würden 
genügt  haben,  der  Maxwellschen  The()rie  tnm  Siege  zu  verhelfen,  selbst  wenn 
die  Hertzschen  Entdeckungen  nicht  vorhanden  wären."  Ich  glaube  im 
Gegenteil,  dafi  keine  noch  so  bedeutende  theoretische  Untersuchung  der  elektro- 
magnetiacben  Lii'httheorie  bUtte  zum  Siege  verhelfen  können,  ohne  die  Hertz- 
schen oder  ihnen  äquivalente  Veisuchr.  Doch  wird  man  diese  injeiiroibung 
des  Herausgehers  der  Verehrung  för  den  Meister  der  theoretischen  Physik  in 
Amerika  gerne  zn  Gute  halten.  Eine  weitere  Empfehlung  der  wertvollen 
Ausgabe  erübrigt  sich  demnach. 

Breslau.  Ci..  Schaefeb. 


Orllcb,  E.    Aufiiahme  und  AnaljrBe  von  WeobBelBtroinkiirTeii..    Aus: 

L       Elektrotechnik  in  Einzeldarstellungen  herausgegeben  v.  Dr.  G.  Beuischke. 
7.  Heft.  Mit  71  Abb.  vm  u.  117  S.  gr.  8.    Hi-aunschweig  1906,  F.  Vieweg 
&  Sohn.    Preis  geh.  J(  3.50;  geb.  J(  4,—. 
Dieses  Heft   aus   der   bi'kannten  Sammlung   „Elektrotechnik   in   Eim£l- 
darstellnngen",  kam  mit  der  Behandlung  eines  gesuchten  Stoö'es  recht  zeit^emSU. 
Fourier  bat  sich  in  seiner  Theorie  der  Warme  1822  auf  Reihenentwicklungen 
gestützt,  die  vor  ihm  bereits  Taylor  und  Euler  bei  dem  Problem  der  Saiten- 
bewegungen angewendet   hatten.     Er   wurde  auf  seine  berühmten  Theoreme 
der  unendlichen  periodischen  Reihen  geführt.    Also  ilem  praktischen  Bedflr&ÜB, 
zur  Erkennung  zusammengesetzter  Erscheinungen  der  Natur  sie  in  übersichtliche 
Teilvorglnge  zu  zerlegen,  verdankt  das  Reich  der  reinen  Mathematik  den  Er- 
werb einer  neuen  fruchtbaren  Provinz.   Die  Fourierscho  Reihe  bot  eine  scharfe 
Waffe   dar,   mit   der   mau  in  allen  Gebieten  der  Naturwissenschaften  rielen 
Fragen  erfolgreich  an  den  Leih  rücken  konnte.    So  ist  es  auch  in  allen  Ge- 
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bieten  der  technischen  Wissenschaften  geblieben.  Nicht  nur  der  reine  Mathe- 
matiker und  Physiker,  sonderQ  auch  der  Techniker  kann  ihrer  nicht  mehr 
antraten.  Beim  Massenausgleiehsprohleiu,  in  der  Hydraulik,  bei  den  Wechsel- 
stromaufgaben, überall  begegnet  er  den  periodischen  Enrven  und  diesen 
Fourierschen  Reihen.  Mit  den  Instrumenten  zur  Kurven  aufnähme  war  ein 
Werkzeug  geschaffen  worden,  mit  dem  man,  gleichwie  der  Dampfmaschinen- 
bauer mit  dem  Dam p Indikator,  den  Vi>rgQngen  den  Puls  fühlen  konnte.  Ans 
den  wissenschaftlichen  Laboratorien  mit  ihren  idealen  Zwecken  nalimen  diese 
Apparate  ihren  Weg  in  die  gelderwerbenden  Prohiei-sale  der  elektrischen  Fabriken, 
ein  Beweis,  wie  sie  zum  täglichen  Bedürfnis  geworden  waren.  Fast  in  jedem 
Hefte  eines  technischen  Blattes  wird  das  Thema  infolge  seines  weiten  Bin- 
äusses  berührt.  Dem  Schreiber  dieses  wird  z.  B.  soeben  die  Vereinszeitschrift 
dentscher  Ingenieuro  von  9,  II.  1907  gebracht.  Sie  enthält  tatsächlich  die 
oszillographischen  Aufnahmen  des  elektrischen  Stromes  und  der  Spannung  für 
die  Eisenbahnschienen  der  elektrisch  betriebeneu  Simplonbahn.  Die  LehrbQcher 
und  Vorträge  über  Elektrotechnik  behandeln,  von  einzelnen  abgesehen,  deu 
(Jegeostaad  aU  zu  mathematisch  noch  immer  nicht  gründlich  und  ausführlich. 
Von  den  rühmlicben  Ausnahmen  sei  das  Transform atorenbuch  Feldmanns 
und  das  Wechselstrom  werk  Dr.  Arnolds,  von  den  Vortragen  Jener  raeister- 
hftfte  von  Prot  Seydera  an  der  elektrotechnischen  Hochschule  zu  Delft  über 
Einleitung  in  die  Elektrotechnik  hervorgehoben.  Und  das  vorliegende  Bach 
behandelt  erfreulicherweise  den  Gegenstand  als  Monographie,  womit  es  nach 
Hudlen  obigen  Bemerkungen  einem  wirklichen,  beileibe  keinem  papierenen  Be- 
^ftSfirfnisse  nachkommt. 

^fe  Das  Heft  gliedert  den  Htoff  in  vier  Teile:  Die  mathematische  Darstellung 

^nnm  Strömen  beliebiger  Kurvenform,  die  Kurv enaufnah inen,  die  expeiimentelje 

^HtEnd  mathematische  Analyse  und  die  harmonischen  Analysatoren. 

^B         Auf  den  Seiten  1 — -11  wird  die  mathematische  Darstellung  von  Kurven- 

^forroen  hinsichtlich  der  Fourierscheu  Reihen  erörtert.    Aus  der  Trapezform 

werden  die  dreieckige  und  rechteckige  entwickelt.    Die  wichtigen  Begriffe  der 

Form-  und  Scheitelfaktoren,  der  effektiven  Spannung»-  und  Stromwerte,  sowie 

der  Mittelwerte  folgen. 

kKun  finden  auf  51  Seiten  die  Metboden  und  die  Beschreibung  der  Apparate 
Kurven  au  l'n  ahmen  Platz.  Vorei-st  filr  punktförmige  Autiiiihmen  die  Franke- 
«0  und  Uospitaiierschen,  worauf  sich  die  Eompensationsmetbode  und  die 
Apparate  von  Goldschmidt  und  Ryan  anschlieüen.  Dann  wird  der  elektro- 
chemischen Methoden  von  Griitzner,  Jauet  und  der  geistreichen  Verbesseruug 
von  Prof,  Blondel  gedacht.  Ausführlich  wird  uRbst  einer  Theorie  der  Os- 
.xillographen  der  Apparat  von  Gehrcke  mit  Glimmlieht  erörtert..  Der  dritte 
1  von  Seite  13 — 65  fügt  sich  mit  der  esperim enteilen  und  mathematischen 
lalfse  naturgemäß  an.  Für  die  erstere  wird  auf  des  Coudres'  Lösung  und 
Ire,  bei  der  letzteren  namentlich  auf  Houston  und  Ken  nelly,  sowie  Fi  scher- 
innen hingewiesen.  Eine  neuere,  an  diese  anschließende  Methode  ist  nach 
Erseheinen  dieses  Buches  durch  K.  H.  Haga  {Archiv  d.  Math.  (3)  11, 
—244,  1907J  veröffentlicht  worden. 

In  den  Seiten  90 — 109  werden  die  harmonischen  Analysatoren  zur  me- 
chanischen Zergliederung  der  Kurven  von  Kelvin,  Henriti,  Coradi  und 
Hideren  beschrieben.  Der  Apparat  von  Micbelson  und  Stratton  wird  warm 
^nupfohlen.    Ein  vollständiger  Literaturnachweis  und  eine  Namen-  und  Sach- 
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liste  beschließen  das  Buch,  welches  nicht  nur  dem  Inhalte  sondern  auuli  der 
»iuBeren  Form  nach  allen  gerächten  Anforderungen  entspricht.  Er  läBt  keinen 
anderen  Wunsch  beim  Leser  aufkommen,  als  sieh  beim  beriifenen  Verfasser 
für  seine  schöne  Gabe  zu  bedanken,  der  ^ewiB  eine  weite  Verbreitung  und 
eine  dauernde  Anurkeunung  bescbieden  sein  wird. 

Budapest.  JüScpu  He&zou. 

Schulz-Euler,  LBonhard  Buler.  Gin  Lebensbild  zu  seinem  300.  Ge- 
burtstage nach  QueUen  und  Familienpapieren.  Mit  zwei  Portr&ts  39  S. 
Frankfurt,  a.  M.  1»07,  C.  Fr,  Schulz.     Preis  geh.  M  1,50. 

Aus  der  interessanten  Schrift,  die  einen  Naehkommen  Eulers  suro  Ver- 
fasser hat,  i»t  besonders  hervorzuheben,  daß  in  der  Gulerschen  Familie  der 
vierte  April  als  Geburtstag  des  großen  Mathematikers  augegehen  wird  auf  Grund 
der  biographischen  Notizen,  die  Eulers  filtester  tiohn  auf  ein  RolztSf eichen, 
welches  sich  unter  Glas  auf  der  llückseite  des  Uandmauuschen  Kupferstiches 
befindet ,  aufgeschrieben  hat.  Dabei  ist  allerdings  zu  bemerken ,  daB  der 
ir».  April  im  heutigen  Kalender  dem  4.  des  alteu  Kalenders  entspricht. 

In  Ergänzung  seiaer  Schrift  verdanke  ich  dem  Herrn  Verfasser  noch  die 
liebenswürdige  Mitteilung,  daß  sein  Großvater,  der  im  Jahre  1665  zu  Frank- 
furt a.  M,  verstorbene  Geheime  Justizmt  Dr.L.H. Etiler,  manche  Euler-Beliqaie 
besessen  habe,  daß  aber  nach  seinem  Tode  seine  Sammlungen,  Handschriften, 
Wappen  und  Familienpapiere  an  das  Germanische  Natioualmuseum  zu  NQmbei^ 
gekommen  sind.  Vielleicht,  daß  sich  an  dieser  Stelle  noch  neue  Eulerbilder 
und  Elllerbriefe  finden  dürften. 

Und  weiter  teilt  mir  der  Herr  Verfiisstir  mit,  daß  er  im  Besitze  des  Siegel- 
ringes Leoiihards  ist,  welcher  das  bekannte  Wappen  Eulers  (ein  springendes 
Pferd)  tragt. 

Von  den  beiden  Porträts,  die  der  Schrift  beigegeben  sind,  ist  eins  die 
Wiedergabe  des  oben  erwähnten  H  and m an n sehen  Kupferstiches  (l 756), 
wahrend  das  andere  von  Darbea  (1782)  herrühren  soll, 

Berlin.  E.  Jahnkb. 

ZliiiiUDriDUUii,  U.    Beohentafel  aebst  Sammlung  httoflg  gebraaehtez 

Zahlenwerte.     5.  Auflage.     XXXIV   u.    204  S.     Lex.-fi.     Berlin    1907, 

W.  Ernst  und  Sohn.  Preis  geb.  M  5,00. 
Die  sichere  Handhabung  und  allseitige  Verwertung  des  Beuhenschiebers 
verlangt,  außer  der  Kenntnis  der  Logarithmen,  ein  scharfes  Auge  und  viele 
Übung  im  Ablesen  und  Schätzen  von  Teil ungs werten.  Dabei  liefert  der  Rechen- 
schieber die  gesuchten  Zahlen  nur  mit  mUßiger  (ienauigkeit..  Die  vorliegende 
Tafel  bietet  einen  Ersatz  lilr  den  Rechenschieber.  Es  ist  eine  einfache,  band- 
liehe  Rechentafel,  deren  Hauptinhalt  gewissermaßen  ein  großes  Einmaleins 
bildet,  welchem  am  Fuße  jeder  Seite  noch  die  Quadrat-  und  Kubikzuhlen,  die 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln,  die  Kreisbogenlängen  und  Kreisinhalte  und  die 
reziproken  Werte  und  Logarithmen  angereiht  sind.  Da  also  die  vorliegende 
Tafel  in  erster  Linie  diejenigen  Rechnungen  erleichtern  soll,  die  sich  loga- 
rithmisuh  weniger  bequem  ausführen  lassen,  so  sind  die  Logarithmen  nur  auf- 
genommen, um  sie  für  einige  seltene,  in  anderer  Weise  schwer  zu  behSi&delnda 


Dabem.     IJes   originea   de   Ib.  Blatdque.      Tome  premier,  Paris   1905. 
A.  Hena&nn. 
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ftUe    (Berechnnng    einer    höheren   Wurzel,     Auflösung    einer   Exponential- 
jfleicltniig  a.  dgl.  I  bereit  zu  haben. 

Ira  ilbrigen  läßt  das  Erscheinen  der  fünften  Aullage  erkennen,  daß  sich 

das     Buch  andauernden  Beifalls  zu  erfreuen  hat.     Als  Beweis  fttr  da.s  groBc 

4'ertrruuen,  das  ic  ilie  ZuTerl&ssigkeit  der  Tafel  iiUenthalben  gesetzt  wird,  ver- 

dieut  noch  hervorgehoben  £u  werden ,  daB  diu  Rechentafel  daroh  einen  Erlaß 

des     FreuBiscben  Ministers    der  öffentlichen  Arbeiten   für  den  Dienstgebrauch 

«•«npfoblen  worden  ist, 

k        Berlin.  —  E.  Jahnkb. 

Bis  in  die  letzte  Zeit  hinein  wai'en  die  Vorstellungen,  welche  uns  die 
hrbücher  Über  das  Werden  der  Mechanik  gabeu,  etwa  die  folgendeu:  Aris- 
to leg  beaitüt  einige  unklare  Ideen  von  dem  Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten, 
^  «"cliniedes  beweist  ilenHehelsafa.  Dann  kommt  das  ganzeMittelalter  hindurch 
(r»T-  uichts  von  Bedeutung,  erst  Lionardo  da  Vinci,  Cardauo  und  Guido 
l-*  Vialdo  arbeiten  im  .^ristot-elischen  (jedankeukreise  weiter,  ohne  jetloch  zu 
'***rchgreifendeu  Kri'olgen  zu  kommen;  und  dann  erst,  am  Ende  des  lii.  Jahr- 
l*«in<lert8  beginnt  die  moderne  machtvolle  Entfaltung  der  Mechanik  mit  Simon 
"t-fcvins  Endeckung  der  Gesetze  der  schiefen  Ebene  und  des  Kräfte [larallelo- 
LjE'  Kounes,  sowie  mit  fialileia  Erforschung  des  freien  Falles, 
^r  Wie  kindlich  aber  diese  Ansichten  vom  Entstehen  der  Mechanik,  speziell 

^PK^r  Btatik  als  Wissenschaft  waren,  zeigt  uns  das  vorliegende  Werk  Diihems. 
"^««hdem  schon  andere  Forscher  einzölne  dunkle  Punkte  in  der  Geschichte  der 
Mc:>clumk  aufgebellt  hatten,  gibt  uns  hier  Dubem  einen  zusammenhängenden 
A-briB  der  ganzen  Entwicklung  der  Statik  bis  auf  Descartes  und  stützt  sich 
'*'^bei,  soweit  ich  es  als  Nichthistoriker  beurteilen  kann,  auf  zahlreiches,  neu 
^**>a-«nmelte8,  sorgftltig  und  scharfsinnig  bearbeitetes  Material.  Wir  haben  hier 
'■^^■»ifellos  den  ersten  Band  einer  Geschichte  der  Mechanik  großen  Stils  vor  uns. 
Wie  sieht  nun  bei  Duhem  der  Werdegang  der  Statik  ausV  An  dem  Bild, 
"^a-s  wir  uns  von  den  Leistungen  der  Alten  machten,  ändert  er  nicht  viel: 
■^  »"istoteles  kommt  zum  richtigen  Hebelgesetz  auf  einem  recht  unklaren  Wege 
"^D  seinen  uns  heute  falsch  erseheinenden  kinetisclien  Anschauungen  her; 
*-*"ctimedBS  beweist  den  Satz  in  großer  Strenge  aus  gewissen  einfachen,  jeder- 
'***Min  einleuchtenden  Axiomen.  Die  anderen  Schriften,  die  uns  aus  dem  Altertnin 
^■^^Iten  sind  und  meist  der  alexandriniscben  Schale  angehören,  bringen  außer 
~^**  SchwerponktasStzen ,  diu  zum  Teil  auch  schon  Archimedes  angehören, 
5**"  die  Statik  der  festen  Körper  nichts  wesentlich  Neues,  auch  nicht  die  Schriften 

*'"■    Araber,  die  sich  als  Übersetzungen  griechischer  Arbeiten  erweisen. 
-^  Die  neue  Entwicklung  beginnt  mit  Jordanus  de  Nemore,  von  dessen 

«rson  man  leider  noch  nichts  sicher  weiß,  als  daß  er  etwa  um  1200  ge- 
^"^t  hat.'j  Er  beschäftigt  sich  ausschließlich  mit  dem  Hebelgesetz  und  kommt 
~^*=Hl!(;h  nicht  wesentlich  weiter  als  die  Alten;  was  aber  wichtig  ist,  er  begründet 
^^*    Hebelgesetz  durch  ein  neues  klares  und  richtiges  Prinzip:  „Das,  was  ein 

f .  Ij    Ich    mdchte    hier    auf    den    beachl«uii werten    Umataad    binweigeD,    daS 

^^o  a,  niberlfcin,  der  VerfaHBCr  der  „ürnndlagen  des  IM  .lahrhunderts"  die  moderne 


Kiati 


'Vigesehiehte  überhaupt  um  läOO  beginnen  läfit. 

A^l>ll  in  UlUMDUlik  und  Ptayiik      UJ.   »elb>.      Kill. 
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gewisses  Gewicht  auf  eine  gewisse  Höhe  emporheben  kano,  hann  auch  ein  k  mal 
BO  grofles  Gewicht  auf  eine  fcmal  kleinere  Höhe  heben."  Darin  steckt  deutlich 
der  Begriff  der  Arbeit;  und  Jordanus  wendet  das  Prinzip  so  an,  wie  wir  beute 
das  Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten  gebraueben. 

Ein  anderer  Autor,  der  in  alten  Schriften  mit  Jordanus  ideatifiziert  wird, 
den  aber  Duhem  für  jünger  hält  und  den  Vorläufer  Liouardos  nennt,  ver- 
mag mit  diesem  Prinzip  bereits  im  13.  Jahrhundert  das  Gesetz  der  schiefen 
£bene  richtig  aufzustellen;  auch  erscheint  bei  ihm  bereits  der  allgemeine 
Momentbegriff  für  ebene  Kraftsysterae. 

Die  Schule  des  Jordanus  beherrscht  dann  die  folgenden  Jahrhundert*, 
obwohl  manche  wertvolle  Erkenntnis,  wie  das  Gesetz  der  schiefen  Ebene,  fast 
ganz  wieder  verloren  geht. 

Lionardo  da  Vinci,  der  selbst  nichts  veröffentlicht  hat,  dessen  ungemein 
reichhaltige  Aufzeichnungen  aber  seine  Nachfolger  in  schamlosester  Weise  ge- 
plündert und  in  alle  Welt  zerstreut  haben,  bereichert  die  Wissenschaft  der 
Statik  namentlich  durch  zwei  wertvolle  Gedanken:  erstens  erkennt  er,  «laß  bei 
drei  au  einem  Punkte  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräften  die  Moment« 
KWeier  der  Ifräfte,  bezogen  auf  einen  Punkt  in  der  Angi-iffslinie  der  dritten 
Kraft,  einander  gleich  sein  mfissen.  Merkwürdigerweise  gelingt  es  ihm  nicht, 
daraus  das  Parallelogramm  der  KrSft^'  zu  finden,  er  stellt  vielmehr  darQber 
eine  ganz  falsche  Behauptung  auf.  Zweitens  betont  er  die  Unmöglichkeit  des 
Perpetuum  mobile  und  trägt  dadurch  znr  Ausbildung  des  Arbeitsbegriffes  bei. 

Guido  Ubaldo  und  Benedetti  erscheinen  daun  Duhem  als  die  Trtge«' 
einer  Reaktion  gegen  Jordanus.  Sie  imterwerfen  seine  Untersuchungen  einer 
zum  Teil  berechtigten,  zum  Teil  kindischen  Kritik,  ohne  seibat  wesentlich  Besseres 
zu  leisten  und  tragen  eher  da/u  bei,  seine  Resultate  vergessen  zu  machen.  Uir 
will  aber  scheinen,  als  ob  bei  Benedetti  insofern  wenigstens  ein  Fortschritt 
zu  bemerken  sei,  als  der  Grundsatu  der  Verscliiebbarkeit  einer  Kraft  in  ihrer 
Angriffslinie  als  Mittel  für  die  Begründung  des  Momentensatzes  zum  min- 
desten angedeutet  ist. 

Simon  Stevin  und  Galilei  stellen  nach  dieser  kritischen  Epoche  zu- 
nächst noch  einmal  wieder  uUes  sicher,  was  die  Vorgänger  schon  gehabt 
haben:  den  allgemeinen  Hebelsat;:,  das  Gesetz  der  schiefen  Ebene.  Dazu  konmit 
bei  Stevin  als  ganz  neues  Ergebnis  das  Parallelogramm  der  Kräfte. 

Boberval  begründet  einige  Sätze  Stevin s  besser,  als  es  diesem  gelungen 
war,  und  Descartes  endlich  spricht  das  Gesetz  der  virtuellen  Arbeiten  schSrfer 
aus  als  seine  Vorgänger:  er  erkennt  zum  ersteauiale  ganz  klar  den  virtuelleu 
Charakter  der  Verschiebungen  und  die  Tatsache,  duB  man  sieb  die  Verschiebungen 
unendlich  klein  zu  denken  bat. 

Mit  Descartes  schließt  der  vorliegende  erste  Band  des  Duhemschen 
Werkes  ab.  Die  ganze  Entwicklung  der  Statik,  wie  sie  Duhem  sieh  vor  unsem 
Augen  entfalten  läßt,  zeigt,  eine  außerordentliche  Kontinuität,  So  erwächst  aus 
dem  Aristotelischen  Chaos  der  klare  Gedanke  des  Jordanus,  der  wieder  alle 
seine  Nachfolger  beeinflußt,  and  selbst  Simon  Stevin,  der  sonst  die  ganee 
Richtung  des  Jordanus  als  unatrenf;  verwirft  und  wieder  an  Archimedes 
anknüpft,  nimmt  doch  als  Grundsatz,  auf  den  er  seine  Gesetze  der  schiefen 
Ebene  stützt,  die  Unmöglichkeit  des  Perpetuum  mobile  an,  den  doch  Lionardo 
gefunden  hat,  indem  er  die  Gedanken  des  Jordanus  weiter  verfolgte.  So 
kommt  denn  Duhem  zu  dem  Ausspruch,  der  den  Grundgedanken  des  gansen 


ex-bes  darstellt'):  ,^a  science  meoanique  et  pbyeique  dont  s'enorgueillissent 
boc  droit  lea  tunps  modernes  decoale,  par  une  auite  iniat-tsiTOnipue  de  perfec- 
üormeEoents  ä  peine  sensibles,  des  doctriues  professees  an  sein  des  ^uoles  du 
moyen  äge;  lea  pretandues  r^volutions  intellectueUes  n'ont  ete,  le  plus  souveut, 
q^uo  des  ^volatioDS  lent«s  et  longuement  preparees;  les  soi-disant  renaissances 
des  reactions  frequemment  injustes  et  steriles;  le  respect  de  la  traditiou 
txue  oondition  essentiflllB  du  progres  seieutifique."  Wohl  eine  Überspannung 
i«9  gewiß  im  ganzen  richtigen  Saties  hat  aber  nun  den  Verfasser  verleitet, 
1  i  lei  in  seiser  Bedeutung  als  Begnlnder  einer  neuen  Kinetik  im  Gegensatz 
Kur  a.]ttn  Aristo talisohen  an/.ugreifen,  ja  abzusetzen,  indem  er  erklärt*):  „Jamals 
(iaJilee  na  eesse  de  cr«iro  ii  lariome  peripateücien  qui  proelamait  la  propor- 
tionaialit«  eutre  la  force  et  la  vitesse;  l'opinion  qui  en  fait  le  createur  de  la 
I>^Maniique  moderne  est  uoe  legende  controuvee." 

Ich  fttrchto,  die  Tendenz  hat  hier  dem  Verfasser  einen  Streich  gespielt. 
^■Venigstens  kann  ich  die  angefahrten  Stellen,  welche  die  obige  Behauptung 
'»^gründen  sollen,  nicht  als  zureichend  anerkennen.  Zunächst  beweisen  einige 
S't*;llen  aus  alteren  Werken  Galileis  sicher  nichts  fflr  das  „Jamais",  zumal 
'^'eon  sie  mit  Ergebnissen  der  Discorsi  in  Widerspnich  stehen.  Außerdem 
K&nn  man  bei  alten  öchriftstellem  aus  einzelnen  Teststelleu  ohne  Kenntnis 
H&ü  ganzen  Zusammenhanges  nie  mit  Sicherheit  ihre  Meinung  erschließen;  sie 
**^c)(en  sich  manchmal  ungenau  aus,  ringen  nach  Worten  —  Galilei  braucht 
oft  vier  Worte  für  eine  Sache  —  und  im  besonderen  halte  ich  den  Ausdruck: 
''■■öB  Kraft  „erzeugt",  eine  Geschwindigkeit,  oder  „ruft  sie  hervor"  dem 
'f*^v  =  kdt  sogar  noch  f3r  angemessener,  als  wenn  man  in  diesem  Satze  das 
"^ort  Geschwindigkeit  durch  Beschleunigung  ersetzt.')  Was  nun  die  „Discorsi" 
Zugeht,  80  soll  ein  in  dem  ersten  Schoüum  des  dritten  Tages  angedeuteter  Be- 
'^^'s  für  das  Gesetz  der  schiefen  Ebene  und  ein  zugehöriger  Hinweis  auf  ein 
*'t«res  Werk  dartun,  daß  auch  hier  noch  Galilei  die  kinetischen  Anschauungen 
"«es  Aristoteles  geteilt  habe«  soll.  Liest  mau  aber  die  betreffenden  Stellen, 
***  Scheint  mir  Galilei  die  fraglichen  Sätze  ganz  in  der  Art  zu  beweisen,  wie 
''''  die  Schule  des  Jordanus  tat,  d.h. durch  eine  richtige  Anwendung  des  Prinzips 
^*'  virtaellen  Arbeiten.  Und  wenn  auch  dieses  Prinzip  historisch  aus  der 
Kinetik  des  Aristoteles  hervorgegangen  ist,  so  scheint  es  sich  mir  doch  schon 
**^i  Jordanus  von  dieser  deutlich  loszulösen;  um  wieviel  weniger  kann  also 
^^f  richtige  Gehrauch  des  Prinzips  der  virtuellen  Arbeiten  noch  Galilei  als 
^men  Glaubigen  Aristotelischer  Kinetik  veiyflichten !  Für  die  gegenteilige 
T^hauptung  lassen  sich  vielmehr  Stellen*)  aus  den  Discorsi  anführen;  z.  B.  steht 
^^  »weiten  Scholium  des  dritten  Tages:  „längs  der  Horiiontalen  würde  aber 
in  B  erlangte  Geschwindigkeit  ohne  Ende  beharren",  oder  zu  Anfang  des 
Widerstand  sich  horizontal  be- 
:fUhrlich  Erörterten  bekannt,  dafl 

1)  Seite  IV  am  Schlüsse  der  Einleitnng. 

ii  Seite  -261. 

S)  Ea  erscheint  mit  noch  nicht  einmal  sicher,  ob  die  Aristo telische  Mechanik 
^fklicb  Bo  sehr  in  allen  Stacken  unaerer  Äuil'aHBUng  zuwiderläuft.  Ich  glaube, 
^^  stellen  den  alten  SchriflBtelleru  noch  viel  ea  selu:  als  Philologen  gegenüber, 
"Qcljen  Ausdrücke  wie  loxvg,  äivajiiif,  virtus,  fortitndo  xa  fiberaetzen,  anstatt  auf 
**>o»Batiächem  Wege,  d.  b.  aus  den  Behauptungen  heraus  AufschluB  über  die  ver- 
wondeten  Begriffe  zu  suchen. 
I  i)  Ich  zitiere  nach  der  deutschen  UberBetzuiig  io  Oatnalda  Klassiker- Sammlung. 
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diese  Bewegung  eine  gleichförmige  sei  und  unaufhörlich  fortbestehe  e.uf  einer 
unendlichen  Ebene."  Solche  SBtze  aber  laufen  allen  Aristotelischen  Ansichten 
Strucks  zuwider.  leb  will  nun  gewiß  nicht  behaupten,  ilaÜ  Galilei  mit  Tollem 
Bewußtsein  die  Aristotelbche  Kinetik  bereits  in  allen  Teilen  umgestoßen 
habe,  aber  die  Werkzeuge,  die  er  mit  seiner  niichtemen  und  streng  wissen- 
schaftlichen, aber  doch  ao  originalen  Arbeit  zu  dieser  Bevolutiün  geschmiedet 
hat.  Bind  so  gewaltig,  daß  man  es  nicht  unternehmen  sollt«,  so  nebenher,  auf 
wenigen  Seiten  eines  Buches  über  die  Entsteh ungageschichtu  der  Statik, 
Galileis  Bedeutung  für  die  Kinetik  zu  Terkleinei-n.  Die  Sache  bedurfte  zum 
mindesten  einer  sehr  viel  tiefer  gebenden  Untersuchung. 

Noch  über  einen  zweiten  prinzipiellen  Standpunkt  des  Verfassers,  der  aber 
mehr  eine  Geschmackssache  betrifft,  möchl«  ich  ein  paar  Wort«  hinzufflgen. 
Uuhem  teilt  die  Mechaniker  in  zwei  Klassen,  die  Philosophen:  Aristoteles, 
Jordanus,  Lionardo,  und  die  Geometer:  Arcbimedes  und  Simon  Stevin. 
Die  einen  arbeiten  mit  allgemeinen  Prinzipien  von  großer  Fruchtbarkeit,  die 
anderen  mit  speziellen  Prinzipien  von  größerer  Strenge.  Duhem  läßt  uns  nicht 
im  Zweifel  darüber,  daß  er  die  erste  Klasse  der  zweiten  vorsieht,  wendet  er 
doch  ein  von  Descartes  auf  Galilei  gemÜJtztes  Wort  auf  Arcbimedes  an: 
„Archimede  eiplique  fort  bien  quod  ita  sit,  mais  non  pas,  cur  ita  sit.'^  Ich 
glaube,  man  kann  darüber  ziun  Teil  wenigstens  anderer  Meinung  sein;  ich 
mOcbte  gerade  von  Arcbimedes  sagen,  daß  er  zeigt,  warum  es  so  ist,  während 
es  Aristoteles  fast  nur  zufällig  einmnl  gelingt  zu  sagen,  daß  es  so  ist. 
Batlirlieb  liegt  die  Sache  bei  Jordanus  und  Lionardo  schon  wesentlich 
anders;  hier  sind  schon  viel  bestimmtere  und  klarere  Gedanken  anzutreffen; 
aber  jedermatm  wird  zugeben  müssen,  daß  diese  Gedanken  an  sich  metaphysisch 
sind,  die  man  ohne  Besitz  eines  großen  Erfahr ungsmaterials  glauben  kann  oder 
auch  nicht,  während  die  Axiome  des  Arcbimedes  durch  ihre  Binfacbbeit, 
Harmonie  und,  wie  ich  auch  im  Gegensatze  zu  Duhem  betonen  möchte,  durch 
ihre  Allgemeinheit  jeden  überzeugen. 

Aber,  wie  gesagt,  das  ist  Geschmackssache;  und  ich  mOcht«  zam  Schlosse 
hervorheben,  daß  natürlich  auch  meine  Ausstellungen  über  die  Behandlung 
Galileis  nichts  an  dem  Urteile  Knderh  können,  daß  das  vorliegende  Werk 
Duhems  grundlegend  lür  unsere  Kenntnisse  über  die  Geschichte  der  Statik 
sein  wird, 

Brunn.  Uambi. 


Geyger,  Erich.  Lehrbuch  der  darsteUendeu  Oeometrie  f&r  den  Gebrauch 

an  technisi.'ben  Hochschulen,  mittleren  gewei'blicben  und  technischen  Lehr- 
anstalten, Kuustgewerheschulen,  Fortbildungsschulen  usw.  und  für  dag  Selbst- 
studium.   /,  Teil:  Mit isahireichen  angewandten  Beispielen  und  29l>  Figuren, 
XVHI  u.  321  3.  gr.  8.    Leipzig  19U6,  G.  J.  Göschen.    Preis  geh.  JC  8,—, 
geb.  jK  8,(10. 
Das  vorliegende  Lehrbach  soll  eiue  Fortsetzung  des  von  J.  Schröder  in 
der  Sammlung  Schubert  erschieueuen    1.  Teiles  der  darstellenden  Geometrie 
sein  (wo  im  wesentlichen  bloß  die  Parstellung  geradliniger  und  ebenflaobiger 
Gebilde  sowie  des  Kreises  mittels  Auf-  und  Grundriß  behandelt  wurde),  schließt 
sich  Jedoch  weder  dei-  Form  noch  dem  Inhalt  nach  systematisch  an  jenes  Werk 
an.    Doch  dies  ist  beim  Wecbsel  des  Verfassers  verständlich. 


Beiennooen. 
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Weniger  veiT-tiiniJlicIi  ist  jedoch  ilas  Ziel,  Jas  dpm  Verfasser  iles  vor- 
'  liegenden  Bandes  vor  Augen  achwebte.  Ein  für  BÜmtlicht;  im  Titel  luigeföhrten 
ScJiulgattuBgen  hrauohbares  Lehrbuch  ai  schreiben,  dünkt  mir  unmöglich,  dazu 
i^t  die  matheiimtische  Vorbildung  der  in  Betracht  kommenden  Schüler,  ja 
schon  deren  Fähigkeit  Gedrucktes  aufKufassen,  ?.a  verschieden.  Ein  Schüler  einer 
gewertlieben  Fortbildunga8chnIe  z.  B.  wird  aas  dem  vorliegenden  Bande  wohl 
nur  »wenige  Seiten  verstehen  kiinnen.  Nach  der  Vorrede  zu  urteilen,  hlltte 
der  Verfasser,  der  ja  selbst  Oberlehrer  an  einer  Baugewerkschiile  ist,  hauplr- 

tliciiUch  gewerbliche  Mittelschulen  („Lehrende  und  Lernende")  vor  Augen  gn- 
^bt,  denn  er  schließt  mit  den  Worten:  „Möge  das  Buch  an  seinem  Teile  dem 
JBwerbUehen  Schulwesen  wie  der  gewerblichen  Pi-asis  zugute  kommen,"  Sollte 
ABS  der  Kall  sein,  dann  möQte  ich  aus  ziemlich  ^jenaner  Kenntnis  der  preuBischon 
Hiige>rerkschalen  erklären,  daß  das  Buch  seinen  Zweck  verfehlt  habo.  Pi-nn 
[WS  ein  Baugewerkachüler  mit  den  214  Seiten  rein  geometrischer,  von  den  An- 
*ftßtlungeii  in  der  darstellenden  Geometrie  fast  ganz  losgelöster  Betrachtungen 
(AFfinitiit  und  Perspektivität  ebener  Figuren,  Theorie  der  Kegelschnitte)  be- 
|ü>Qcn  soll,  vermag  ich  nicht  einzusehen,  aethst  wenn  er  ansnahmsweise  die 
Vorbildung  zu  deren  Verständnis  besSfle. 

►  Es  bleibt  also  nur  übrig,   daß  das  Buch  in  erster  Linie  für  technische 

HochBchulen  oder  Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  an  gewerblichen  Mittfll- 
■cholen  berechnet  ist.  Auch  dann  erscheint  mir  die  geometrische  Beigabe  noch 
*0  reichlich,  laßt  sieh  aber  damit  erklären,  daß  alle  größeren  deutschen  Werke 
ober  darstellende  Geometrie  einen  Abriß  der  projektiven  Geometrie  enthalten, 
•»äniljch  tiberflilssig  erscheinen  jedoch  manche  Seiten  Rechnung  (z.  B.  S,  29  f, 
Nr.  47—49).  Wenn  aber  das  Buch  in  erster  Linie  für  technische  Huchschnlen 
■»«stimmt  war.  dann  hätl«  an  gar  manchen  Stellen  ein  hßherer  Standpunkt 
^'Dgcnommen  werden  kennen.  In  einem  so  weit  ausholenden  Werke  sollte 
*-   B.  ein  Beweis  des  Pohlkeschen  Satzes  nicht  fehlen,  dürfte  die  allgemeine 

|*™iete  Axonometrie  nicht  übergangen  sein,  wenngleich  ihre  Untersehätzung 
ziemlich  allgemein  verbreitet  ist;  es  müßte  der  Satz  (S,  306),  daß  zwei  Kegel- 
'«Sclien  2.0.  mit  gemeinsamer  Kui-ve2,0,  sich  noch  in  einer  zweiten  Knrve  2.0. 
'■^hueiden,  begründet  sein  nnd  bei  der  Definition  eines  Kegelschnittbüwchels 
VNr.  371  auch  der  Fall  imaginnrer  Grundpunkte  berücksichtigt  werden. 
Der  eigentlich  darstellend-geometrische  Teil  behandelt,  die  orthogonale 
""Onometrie,  die  schiefe  Projektion,  die  Ranrukurven  (sehr  kuri),  die  Kugel 
~'*'3  die  Kegel-  nnd  ZylinderflUchen,  insbesondere  deren  ebene  Schnitte  und 
'*Urohdringungen.  Die  Kiemlich  zahlreichen  Beispiele  über  Steinschnitt  sind 
'"*i«t  gut  ausgewählt.  Die  Figuren  lassen  in  bozug  auf  Nettigkeit  der  Aus- 
2""^ng  öfter  zu  wünschen  übrig.  Bei  Fig.  248  fehlt  in  der  Projektion  der 
^■■Umkurve  auf  die  Normalebene  (Ebene  durch  Haupt-  und  Binormale  1  die  Spitze. 
Dieser  jedenfalls  mit  großem  Fleiß  vei-faßte  l.  Teil  wird  sicherlich  von 
J^elftn  Jf^^^  Nutzen  verwendet  werden,  aber  Eigenartiges  fiel  mir  weder  in  saeh- 
"^lef  noch  in  pädagogischer  Hinsicht  auf.  In  letzterer  Beziehung  könnte  ich 
"^Sar  auf  manche  Verstöße  aufmerksam  machen  in.  B,  S.  271,  272  auf  die  Zu- 
y'ttitiBnsetzung  von  ebenen  Kurven  aus  Halbkreisen  zur  Darlegung  der  Formen 
g^'  gewöhnlichen  singulfiren  I'unkte;  S.  279  anf  die  Definition  der  allgemeinen 
^afUubenlinie  durch  das  konstante  Verhältnis  zwischen  Kriimmung  und  Torsion ). 
Wien.  E,  Müller. 


V.  Oettingeti,  Arthur.    Die  perspektivischen  EreisbUäer  der  Eegel- 
Bolmitte.      Mit  85  ÄLb.  im  Test  und  auf  vier  Tafeln.     VIH  n,  118  8. 
gr.  8.     Leipzig  1906,  W.  Engeimann.    Preis  geh.  JL  b, — . 
Das  vorliegeailc  Buch  knüpft  an  die  1901   erschienenen    „Elemente  des 
geometrisch -perspektivischen  Zeichnens"  desselben  Verfasserg  an  (vgl.  die  Be- 
sprechung in  dieser  Zeitsehr.  (3)4(1903),  S.  134—136)  und  ist  auch  in  dem- 
selben Geiste,   nämlich  ohne  Kenntnis  der  auf  diesem  Gebiete   vorhandenen 
Literatur,  abgefaßt.    „In  der  Überzeugung,  daß  es  ein©  dankbare  Aufgabe  wäre, 
die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  an  Kreisbilclem  darüustellea,  entBchloB  sieb 
der  Verfasser,  die  Studie  seihst  dureh/.uflihren",  beißt  es  in  der  Vorrede.    Nun 
ist  es  aber  für  die  Untersuchung  gleiyhgtUtig,  ob  man  einen  Kreis  als  Zentral- 
bild  eines  Kegelschnittes  oder  den  Kegelschnitt  al.s  Zentralbild  des  Kreises  be- 
trachtet, und  letztere  Methode  zur  Untersuchung  der  Kurven  2,  0.  wurde  seit 
Poncelet  von  allen  Geometern  verwendet. 

Wien.  E.  Müli^b. 

Loria,    Glno.     VoTleBUngen    über    darBtellende  0«oinetrie.       Autori- 
sierte,  nach  dem  italienischen  Mannskript  bearbeitete  deutsche  Ausgabt* 
von  Fviti  Sobtltte.     In    2  Teilen.     Erster  Teil:    Die  Darstellungs- 
niethoden.   A.  u.  d.  T.:   Teubners  Sammlung  von  Lehrb^ohem  auf  dem 
Gebiete    der    mathematischen    Wissenschaften    mit    Einschluß    ihrer    An- 
wendungen.     Bd.  XXV,   1.     Mit  163  Figuren  im  Texte.      XI  u.  219  S. 
gr.  8.     Leipzig  und  Berlin  1907,  B.  G.  Teubner.     Preis  geb.  Jl  6,80. 
Das   Werk,   dessen    erster  Teil  hier  vorliegt,   ist  das  Ergebnis  der  Vor- 
lesungen   Aber   darstellende  Geometrie,   die   der  Verfasser  an  der  Universität 
Genua   seit  dem  Wintersemester    1897/'98  gehalten  hat,   also  wohl  das  erste 
för  Universitäten   bestimmte    Lehrbuch    dieses    Gegenstandes.     Ob    in   päda- 
gogischer Hinsicht  die  ätolTauswahl  fllr   diesen  Zweck   getroffen    ist,    darüber 
werden  die  Meinungen  sehr  verschieden  ausfallen.     Mir  erschiene  es  jedenfalls 
nicht  empfehlenswert,   einem    AnlUnger  in  einem  Zuge  die  ganze  Methoden- 
lehre des  vorliegenden  Bandes  vorzutragen  und  dann  erst  ihre  Anwendungen 
auf  Körper   und  Flänhen  zu    bringen.     Doch  der  Verfasser  kann  ja  bloß  für 
die  Veröffentlichung  die  Methodenlehre  abgesondert  und  beim  Vortrage  Gegen- 
stände ans    dem    7,weiten  Teile   eingeflochten   haben,      tiber  den  voraussicht- 
lichen Inhalt  dieses  zweiten  Teiles  enthält  die  Vorrede  nur  die  Mitteiinng,  daß 
seinen  Schluß  eine  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie  bilden  soll.      Darauf 
muß  man  nach  den  bisherigen  historischen  Arbeiten  des  Verfassers  gespannt 
sein;  denn  die  allgemein  bewunderte  grundlegende  Arbeit  Chr.  Wienera  auf 
diesem  Gebiete  hat  erst  recht  das  Bedürfnis  geweckt,  mehr  tlber  die  geschicht- 
liche Entwicklung  einzelner  Teile  und  Methoden  der  darstellenden  Geometrie 
zu  erfahren. 

Der  Verfasser  verfolgt  dag  Ziel,  seinen  Lesern  einen  Begriff  von  den  mo- 
dernen Anschauungen  der  darstellenden  Geometrie  zu  geben  und  sie  in  den 
Stand  IM  setzen,  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete  verfolgen  zu  können. 
Er  bebandelt  daher  nach  einer  sehr  hübschen  Einleitung  über  die  Natur  und 
den  Zweck  dieser  Disziplin,  Über  die  „Geometrie  des  Zirkels"  und  die  „Geo- 
metrographie",  nicht  nur  das  Auf-  und  Grundriß  verfahren  (von  ihm  „Methode 
der  doppelten  Ortbogonalprojektion "  genannt),  die  Zentralprojektion,  die  ko- 
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FrojekÜon,  die  Di'tbogouale  und  schiefe  Axonometrie,  soaderu  bat  auch 
die  Perspektive  Asonometrie  und  Photogramraetrie  in  den  Bereich  der 
Betraolitiiiig  gezogen.  Das  Hauptgewicht  ist  natürlich  in  erster  Linie 
ftof  die  Orthogonalprojektion,  in  zweiter  aui'  die  freie  PerspektiTe  ge- 
legt. Einer  Methodenlehre  entsprechend,  handelt  es  sich,  von  wenigen  Fällen 
nbgeselien,  nur  um  die  Darstellung  von  Punkten,  Geraden  und  Eheneu  und 
utii  die  Lösung  der  sie  betreffenden  Gmndaufgaben ;  in  der  schiefen  Axono- 
metrie wird  auch  auf  lüe  Lösung  dieser  Aufgaben  nicht  mehr  eutgegangen.  Die 
Zficlographie  Ündet  nur  gelegentliche  Erwähnung.  Entgegen  dem  Gebranche  in 
ijen  mcdsten  deutschen  Lehrhächem  wird  die  projektive  Geometrie  als  bekannt 
vorausgesetüt,  was  far  Universitäta Vorlesungen  ganz  angemessen  erseheint. 

DaB  die  Darlegungen  des  Buches  nicht  uiu*  klar  und  deutlich,  sondern 
in  wissenschaftlicher  Hinsicht  auch  einwandfrei  sind,  bedarf  bei  dem  Namen 
des  Autors  wohl  keiner  besonderen  Erwähnung.  Ja  das  Buch  besitzt  anderen 
gegenüber  den  Vorzog,  daß  es  raiSglichst  vollständig  die  bemerkenswerten 
SoniJerfillle  hervorhebt  und  bei  Konstruktionen  die  Möglichkeit  ihrer  Durch- 
rahruug  beweist  oder  ihre  Grenzen  untersucht.  Verschiedene  Elementarauf- 
gaben sind  auf  eigenartige  Weise  gelöst.  Nr.  22  z.  B.  enthält  eine  Kon- 
struktion der  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  deren  Spuren  sich  in  unzugUugUchen 
Punkten  schneiden,  unter  Verwendung  des  Satzes  vom  Hölienschuittpunkt 
eines  Dreiecks;  in  Nr,  27  wird  die  schiefe  Projektion  {insbesondere  auf  die 
Koinzidenzebene)  zur  Lösung  von  Aufgaben  in  orthogonaler  Darstellung  heran- 
8®aogen;  in  Nr,  29  ist  die  zweite  Lösung  der  Aufgabe,  die  gemeinschaftlichen 
Tr&naTersalen  von  vier  gegebenen ,  paarweise  sich  nicht  schneidenden  Ge- 
*^den  (das  „nicht"  fehlt  im  Buche  versehentlich)  zu  suchen,  beachtenswert, 
"oren  Grundgedanke  von  Timerding  stammt.  Hübsch  ist  auch  die  Kon- 
•faTiktion  der  Spur  und  PluchtUtiie  der  Ebene  durch  drei  gegebene  Punkte  in 
^»"-  69.  Die  in  Nr.  33  gegebene  Konstruktion  einer  Winkelhalbierenden  wird 
^  orthogonaler  Darstellung  wohl  niemand  verwenden;  hingegen  hätte  dieses 
Priöiip  in  der  seh iefaxonometris eben  Darstellung  zur  Lösung  von  Aufgaben 
verwendet  werden  sollen.  Die  Zentral  pro jektion  wird  auch  in  der  von 
*-  Piedler  herrührenden  Verallgemeinerung  betrachtet,  daß  die  Rolle  der 
"oendlichfemen  Ebene  eine  endlich  ferne  Ebene  übern chme.  Aus  dem 
Sonderfall,  daß  diese  Ebene  zur  Bildebene  parallel  und  das  Projektionszentrum 
*^  der  unendlichfeme  Punkt  der  zur  Bildebene  normalen  Geraden  gewäblt 
T^^>  ergibt  sich  dem  Verfasser  die  kotierte  Projektion.  Das  letzte  Kapitel 
•"  l*hotogrammetrie  enthalt  einige  wenig  bekannte  allgemeine  Sätze. 

Gegen    die   in  der  Fußnote  auf  S.  173  gemachte  Bemerkung  michte  ich 

^'Uung  nehmen.     Es  heißt  dort,  daß  gewisse  Verkürzungs Verhältnisse  in  der 

"»logonalen  Axonometrie  „am  meisten  gebraucht  werden".     Wer  sie  braucht, 

^•^     weder  hier  noch  in  anderen  Lehrbüchern  gesagt,    wo  sich  ähnliche  Be- 

^»"fcuugen  finden.     Ich  halte  die  Bestimmung  des  Achsenkreuzes  durch  die 

'"•cttrzungsverhiütnwse  für  theoretisch    ganz  interessant,  aber  fttr  praktisch 

,      ''^os,  da  man  beim  Zeichnen  eines  axonornetrischen  Bildes  wohl  stets  die 

'^''Sen  wählt  und  für  sie  dann  die  Verkürzungs  Verhältnisse  ermittelt.    Bei  Ver- 

-^*'^ung  von  Maßstäben  oder  Verkürzungs  wink  ein   ist  es  ganz  gleichgültig, 

*liege  Verhältnisse  rational  oder  irrational  ausfallen, 

üni  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  will  ich  die  Bedenken  gegenüber  ge- 
iQ  Benennungen  oder  Bezeichnungen  in  diesem  Buche  unterdrücken,  auch 
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nicht   die   bemerkten    Druckfehler  erwälinen.      Hingegen    fordert   es   die    Re- 
ferentenpflicht,  auf  die   in  den  Figuren  bemerkten  tatsachlichen  Fehler  hin- 
Kuweisen,   wobei    ich   von  einer  Äuf/ahlung  der   /iemlich    zahlreichen  Über- 
sehen in  der  Beschriftung  absehe.  . 
In     Fig.     24  ist  das  gezeichßete  perapektive  Bild  das  Spit-gelbild  des  gefor- 
derten Bildes  (;r  ist  nach  falaoher  Seit«  umgeklappt). 
„       „     106  soll  {A)  im  Schnitt  von  (g)  mit  {€)  A'  liegen.     tT  ist  nicht  be- 
zeichnet,   Flucht-    lind    Bpurpunkt   der   Geraden  AB    sind   un- 
richtig. 
„       „     149  ist   Dreieck    T^,  T  ,  T,    kein    Sputendreieck    des   gezeichneten 
Achsenkreuzes.      Fern  er    fehlen    hier    an    den    Buchstaben    die 
Sterne  ?.ur  Bezeichnung  des  axonometri sehen  Bildes.      Letzterer 
Fehler  findet  sich  öfter. 
„       ,.     150  ist  die  Konstruktion  von  M*  aus  M'*  falsch. 
„      „    151  u.  153  ist  wieder  7"^  T^,  7^  kein  Sparendreieck  des  gegebenen 
Achsenkreuzes. 
Sieht    man    von    diesen    den    Anfanger   irreleitenden    oder   verwirrenden 
Fehlem  in  den  Figuren  ab,  so  wird  das  Buch  nicht  nur  allen,   die    sich  mit 
den  gebräuchlichen   Methoden  der  darstellenden  Geometrie    bekannt    machen 
wollen,  wertvolle  Dienste  leisten,  sondern  auch  Lehrern  dieses  Faches  viel  In- 
teressantes und  f(ir  den  Unterricht  Verwertbares  bieten. 

Wien.  K.  Müllbk. 
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Sdllillk,  Wilhelm.    Statik  der  Baumfaohwerke.    Mit  214  AbbÜdungeo 
und  2  Tafeln.   XIV  u.  3(10  S.  gr.  8.  Leipzig  und  Berlin  19117,  B,  G.  Teubuer. 
Preis  geb.  JC  9, — . 
Das  vorliegende  Buch    ist  das  umfassendste,   das  bisher  ttber  räumliche 
Fachwerke  aiif  Grund  der  neueren  von  Föppl,  Henneberg,  Mohr,  Müller- 
Breslau    begründeten    Methoden  erschienen  ist.     Es  soll  durch  dasselbe  der 
Leser  beföhigt  werden,  einerseits  jedes  beliebige  Raumfachwerk  zu  berechnen, 
andererseits  (Br  jede  gegebene  architektonische  Überdeck ungsform  ein  zweck- 
mäftig  gebautes  System  in  einfacher  Weise  herzustellen. 
Das  Buch  zerfällt  in  zwei  Abschnitte: 

1.  Raumfachwerke  im  allgemeinen, 

2.  Dachfach  werke. 

Um  den  Leser  leichter  in  die  Raumfach werke  einzuführen ,  werden  im 
ersten  Abschnitt  zunächst  die  aUgeineinen,  das  ebene  Pachwerk  betreffenden 
Sfitze  und  Methoden  hergeleitet.  Der  Satz  von  Föppl,  nach  welchem  jedes 
statisch  bestimmte  Fachwerk  auch  kinematisch  bestimmt  ist,  wird  entwickelt 
und  dessen  Bedeutung  ansflihrlich  besprochen.  Sodann  werden  die  ver- 
schiedenen Methoden  für  die  ßpannungshestimmung  gegeben  und  deren  Zu- 
sammenhang und  TJbergang  ineinander  erörtert.  Ebenso  werden  die  allge- 
meinen Bildungsgeset^e  der  ebenen  Fachwerke  entwickelt  und  durch  Beispiele 
erläutert.  Dm  kompliziertere  Fachwerke  auf  einfachere  zurück  zufuhren  und 
umgekehrt,  nra  aus  einfacheren  Fachwerken  kompliziertere  herzuleiten,  wird 
die  Methode  der  Stabvertauschung  vielfach  mit  Nutzen  verwandt.  Es  wird 
auch  gezeigt,  wie   durch  diese  Methode  der  Stabvertauschung  die  Stabilität«- 
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Untersuchung  erleichtert  wird.  Die  ganze  Untersuchung  erstreckt  sich  sowohl 
auf  freie  wie  auf  gestützte  Systeme. 

In  gleicher  Weise  werden  die  Baumfachwerke  behandelt  und  deren  Bil- 
dungsgesetze  eingehend  entwickelt,  wobei  die  Methode  der  Stab  vertauschung 
wieder  zur  Verwendung  kommt.  Die  für  die  Baumfachwerke  wichtige  Auf- 
gabe, eine  Kraft  in  drei  oder  in  sechs  Komponenten  zu  zerlegen,  ist  nach  den 
verschiedenen  Methoden  (Momentenmethode,  Projektionsmethode,  Methoden  von 
Mohr  und  Müller-Breslau)  gelöst  und  der  Zusammenhang  der  einzelnen 
Methoden  besprochen.  Sodann  werden  die  verschiedenen  allgemeinen  Methoden 
fElr  die  Spannungsbestimmung  gegeben,  sowohl  die  statischen  wie  die  kine- 
matischen von  Mohr  und  Müller-Breslau,  und  in  Zusammenhang  gebracht. 

Besonderer  Wert  ist  stets  auf  die  Stabilitätsuntersuchung  gelegt.  Bei 
derselben  ist  der  Satz,  nach  welchem  jedes  Gelenksjstem  statisch  und  kine- 
matisch bestimmt  ist,  sobald  im  belastungslosen  Zustande  alle  Spannungen 
eindeutig  Null  werden,  mit  Vorteil  verwandt.  Speziell  sind  die  Stabilitäts- 
verhältnisse des  Auflagerringes  untersucht. 

Im  zweiten  Abschnitt  sind  verschiedene  Arten  von  Dachfachwerken  be- 
handelt und  zwar: 

Die  Schwedler-Kuppel, 

Netzwerkkuppel  und  Zimmermannsche  Kuppel, 

Scheibenkuppel, 

Geschlossene  Kuppel, 

Flechtwerkdächer  von  Föppl. 

Bei  allen  diesen  Kuppeln  sind  die  Formeln  für  die  Spannungsbestimmung 
vollständig  entwickelt.  Hierbei  ist  die  Rechnung  durch  Zalüenbeispiele  erläutert. 
Die  Schwedler-Kuppel  ist  auch  graphisch  für  beliebige  Last  behandelt. 

Besonderer  Wert  ist  auf  Kapitel  7  und  die  folgenden  Kapitel  zu  legen, 
die  fast  durchweg  Neues  enthalten.  Es  werden  in  denselben  die  Grundformeln 
für  die  offenen  und  geschlossenen  Kuppeln  und  die  allgemeinen  diesbezüglichen 
Sätze  und  Formeln  entwickelt.  Sodann  werden  durch  Spezialisierung  neue 
Kuppeln  und  insbesondere  ein-  und  mehrstöckige  Scheibenkuppeln  entworfen. 
Femer  wird  gezeigt,  wie  mit  Hilfe  der  hergeleiteten  Sätze  den  architektonischen 
Forderungen  entsprechend  günstige  Kuppeln  sich  herstellen  lassen. 

Das  klar  und  einfach  geschriebene  und  auch  infolge  der  guten  Zeichnungen 
leicht  verständliche  Buch  möge  den  Technikern  warm  empfohlen  werden;  doch 
auch  der  Mathematiker  wird  in  dem  Buche  vieles  finden,  was  ihn  interessiert. 

Darmstadt  L.  HENNRBERri. 

Hmith,    D.  £•     History  of  modern   ICathematios.      4.  AuHage.     New 
York  1906. 

Wenn  man  auf  77  Druckseiten  eine  Geschichte  der  modernen  Mathematik 
schreiben  wiU,  so  ist  eine  straffe  Beschränkung  auf  die  Hauptepochen  notwendig 
und  eine  präzise  Begrenzung  des  darzustellenden  Gebietes  vorgeschriel>en.  Das 
hat  Smith  zunächst  dadurch  erreicht,  daß  er  sich  nur  auf  die  reine  Mathe- 
matik beschränkt  und  von  der  angewandten  nur  die  Potentialtheorie  bei  der 
Funktionentheorie  in  den  Kreis  seiner  Betrachtung  einbezieht,  während  die 
zeitliche  Begrenzung  im  wesentlichen  durch  das  letzte;  Jahrhundert  geboten  ist. 
Nur  in  einzelnen  Fragen  geht  er  ül>er  die  Zeit  vor  Gauß  zurück,  um  an 
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Newton,  Leibniz  und  Euler  anknllpfen  zu  können.  Es  versteht  sich  vod 
selbst,  daß  eine  Charakterisier uag  der  ein^eelnen  Arbeittm  und  der  Resultate 
einzelner  Forscher  in  einem  solch  knappen  Huhmen  ganx  unmSglich  ist.  Es 
ist  daher  durchweg  fQr  die  meisten  Hitarbeiter  an  der  Läsung  der  Probleioo 
nur  eine  Aufziililung  der  Namen  möglich  gewesen,  dagegen  wird  man  nichts 
Hagen  künnen;  aber  es  fragt  sich  doch,  ob  nicht  wenigstens  bei  diesen  Namen 
eine  Angabe  über  die  Publikationen  nauh  Ort  und  Zeit  luögüeh  gewesen  wäre, 
jedenfalls  würde  dann  die  Angabe  fiir  den  Lernenden  nutibringender  gewesen 
sein.  Denn  was  hat  der  Studeut  davon,  daß  ihm  zehn  Namen  von  Autoren 
genannt  werden,  die  über  das  fragliche  Gebiet  Arbeiten  publiziert  haben,  wenn 
er  nicht  erfährt,  wo  er  die  Arbeiten  finden  kann?  Meines  Erachtens  hätte  der 
Yerfa^cr  entweder  die  Namen  fortlassen  sollen,  um  dadurch  Raum  zu  gewinnen, 
sachtieb  etwas  mehr  sagen  zu  können,  oder  die  Arbeiten  hätten  nachgewiesen 
werden  mflssen.  Abgesehen  von  dieser  Ausstellung  kann  mau  aber  die  Dar- 
stellung nur  anerkennend  loben,  indem  nicht  nur  die  Hauptfragen  durchweg 
richtig  charakterisiert  sind,  sondern  auch  für  jedes  Kapitel  die  wichtigsten 
Monographien  angegeben  sind,  aus  welchen  man  sich  orientieren  kann. 

Smith  beginnt  mit  der  Zahlentheorie  seit  1801  und  uRhlt  auch  die  her- 
vori-agendsten  Forscher  dieses  Gebietes  mit  ihren  wesentlichsten  Resultaten  auf, 
aber  es  wird  jedem  deutschen  Leser  auffallen,  da&  v.  Mangoldt  gar  nicht  und 
Hubert  nur  bei  dem  Beweise  für  die  Transzendeni  von  n  genannt  ist;  des- 
gleichen vermisse  ich  E,  Busche  bei  der  Liste  der  Zahlentheoretiker.  An  die 
Zahlentheorie  im  engeren  Sinne  scblieBen  sich  die  Abschnitte  über  Quatem Jonen 
und  Ausdehn ungslehi'e.  Die  Theorie  der  Gleichungen  beginnt  mit  Newton, 
springt  dann  aber  sofort  auf  Lagrange  und  GauB  über  und  vergißt  Eulers 
sehr  wesentliche  Arbeiten,  der  ebenfalls  bei  der  Kettenbrucbentwicklung  nicht 
genannt  wird.  Es  findet  die  Lehre  von  den  Gleichungen  fünften  Grades  eine 
etwas  breitere  Darstellnng.  Ebenso  geht  der  ^'erfasser  auf  die  Gruppentheorip 
von  Ruffini  und  Galois  näher  ein,  aber  die  neueren  Autoren  werden  nui' 
ohne  Inhaltsangabe  und  ohne  Zeitfolge  aufgezählt.  Die  Theorie  der  Invarianten, 
einschließlich  der  Theorie  der  Formen,  der  Invarianten  und  Kovarianten, 
findet  in  einer  Würdigung  der  Verdienste  Cayleys  gebührende  Beachtung, 
auch  hebt  Smitb  die  durch  Aronhold  begründete,  durch  Clebsch  erweitert« 
deutsche  Richtung  gegenüber  der  englischen  Schule  hervor. 

Das  Kapitel  über  Differential-  und  Integralrechnung  uml'aßt  nicht  nur  die 
Variationsrechnung  mit,  sondern  auch  die  Eulerscben  Integfnle,  welche  lu 
den  r*FunktioDen  führen  und  die  Potential  funkt  ion  wie  auch  die  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  in  der  Physik.  Hieran  schließt  der  Verfaaser  das 
Kapitel  über  Differentialgleichungen.  Daß  er  die  Theorie  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  mit  Lagrange  beginnt,  ist  wohl  nicht  ganz  richtig,  da 
die  Mehranhl  der  Lagrangeschen  Resultate  sich  bereits  bei  Euler  findet. 
Aber  die  Weiterentwicklung  dieser  wichtigen  Disziplin  von  Gauß  bis  Lie, 
Fuchs  und  Poincare  wird  durch  Hinweis  auf  die  markantesten  Fortschritte 
in  dem  knappen  Raum  gut  wiedergegeben.  Die  Theorie  der  unendlichen  Reihen 
wird  bis  auf  Jaeobi  in  den  Hauptzügen  übersichtlich  dargestellt,  die  neueren 
Arbeiten  werden  aber  nur  durch  die  Namen  der  Beteiligten  angedeutet.  In 
dem  Kapitel  über  Funktionentbeorie  macht  der  Verfasser  richtig  darauf  auf- 
merksam, daß  nicht  erst  Landen  die  elliptischen  Formen  entdeckt  habe,  son- 
dern daß,   abgesehen   von   vereiruteltem  Vorkommen  bei  Jacob  und  Johann 
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Bernoulli,  die  Theorie  von  Euler  begrüncl*?t  ist,  wie  ea  Logendrc  BChon 
nachgewiesen  hat.  Die  Geschichte  der  Funktionentheorie  wird  hia  zu  Kleias 
UoduIfHinktionen  in  großen  Strichen  skizziert.  Endlich  in  der  ansJytiachen 
Geometrie  verweilt  der  Verfasser  bei  Monge  und  Pliickor,  von  denen  ereterer 
in  der  darstellenden  Geometrie  wieder  die  Hauptrolle  spielt,  wilhj'end  in  der 
projektiven  Geometrie  Poncelet,  Gergoune,  Steiner  und  von  Staudt  atia- 
fOhrlichere  Erwähnung  tinden. 

E^  ist  aonach  auf  dein  engen  Ranm  eine  große  Fülle  historischer  Angaben 
itusammengehracht;  aber  es  zeigt  sich  doch  auch,  wie  schwer  es  ist,  eine  Cha- 
rakterisierang  des  Forts>chntt«s  in  ho  gedrängter  Kürze  zu  geben,  denn  diese 
Fortschritte  liegen  nicht  nur  in  der  extensiven  Mitarbeit  fast  der  gesamten  Welt 
im  Gegensatz  zum  Zustand  vor  100  oder  gar  1 50  Jahren,  sondern  besonders 
in  der  intensiven  Durchforschung  schon  bekannter  Gebiet*,  wie  das  in  dem 
ScbluSkapitel  des  Smithschen  Buches  sehr  glücklich  zum  Ausdruck  kommt 

Harabnrg.  Edm.  Hoppe. 


H.  Durfege  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen 
varöndorlichen  Größe.  In  fünfter  Auflage  neu  bearbeitet  von  Ludwig 
Maurer.  Mit  41  Figuren  im  Text.  X  u.  397  B.  gr.  8.  Leipzig  und 
Berlin  1906,  B.  G.  Teubner.  Preis  geh.  M  9,—  ,  geb.  M  10,—. 
Das  in  der  Überschrift  genannte  Werk  hat  mit  dem  Dnregeschen  nur  die 
Einleitang  nnd  den  Zweck  gemeinsam,  den  Leser  in  die  Riemannvtche  An- 
schauungsweise der  in  Frage  stehenden  Disziplin  einzuführen  - —  im  übrigen 
hat  es  eine  vfillig  andere  Gestalt  angenommen.  Der  Herr  Verfasser  beschränkt 
sich  hierbei  nicht  auf  die  Theorie  der  komplexen  Funktionen,  sondern  bringt 
im  ersten  Abschnitt  eine  gedrängte  Übersicht  über  diejenigen  Teile  aus  der 
Theorie  der  reellen  Funktionen,  die  ihm  filr  die  Begründung  der  komplexen 
Funktionentheorie  erforderlich  erscheinen.  Bei  der  Darstellung  der  letzteren 
sind  eine  große  Anzahl  von  Betrachtungen  und  Ratzen  hinzugekommen,  welche 
entweder  der  modernen  Entwicklung  der  Funktionentheorie  Rechnung  (ragen 
oder  sonst  dem  Herrn  Verfasser  als  passende  Ergänzungen  erscheinen.  Hierzu 
gehört  eine  ausgiebigere  Betrachtung  der  Abbitdungstheorie,  eine  Reihe  von 
Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  periodischen  Funktionen  und  der  Algebra, 
Darstellung  von  Funktionen  mit  gegebenen  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  und 
neben  anderem  vor  allem  eine  etwas  weitergehende  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung.  Dieselbe  ist  aufgenommen,  um  einerseits 
die  funktionentbeoi'uti sehen  Prinzipien  /u  erlUutem  und  andererseits  den  natiir- 
gemllBen  Zugang  zu  der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  »u  erflffnen.  Im 
Gegensatz  hierzu  sind  die  Integrale  der  algebraischen  Funktionen  weit  kürzer 
behandelt  als  in  den  früheren  Auflagen. 

Das  Werk  ist  mit  großer  Sachkenntnis,  elegant  und  friscb  geschrieben 
und  bedeutet  gegenüber  den  älteren  Auflagen  einen  entschiedenen  Fortschritt. 
Freilich  will  es  dem  Referenten  erscheinen,  als  wenn  die  Einheitlichkeit  und  Ge- 
schlossenheit, welche  das  Dur&gesebe  Werk  charakterisierte,  in  dem  neuen 
nicht  mehr  in  demselben  Umfange  vorbanden  ist.  Dazu  ist  der  Stoff,  der  auf 
dem  verhältnismäßig  kurzen  Räume  von  400  Seiten  behandelt  wird,  gar  zu 
groß  nnd  verschiedenartig  gestalt«t,  die  Darstellung  an  einigen  Stellen  zu  kurz 
ausgefallen. 


SuhJießticb  mügeu  noch  die  IblgeodBii  Einzelheiton  heran ggegriffon  w«<rden. 
Der  Herr  Verfasser  unterwirft  eine  konipleie  Funktion  ir  der  Bedingung,  daß 
flie  eine  stetiye  Derivierte  ii'  besit/.e  —  nach  den  neneren  Unteranchungen  von 
Herni  Goursat  und  anderen  kann  dip  Annahme  der  Stetigkeit  fortfallen,  un- 
gewöhnlich und  sicher  auch  un  zweck  müßig  igt  die  S.  S4  gegebene  Definition 
einer  im  Intervalle  (nli)  differenKierharen  Funktion  als  einer  solchen,  welchn 
in  jedem  Punkte  x  von  (ah)  eine  endliche  und  mit  x  stttif/  veränderliche  Deri- 
vierte besitzt.  Selbst  wenn  man  mit  dem  Verfaeser  das  Auftreten  einer  un- 
endlich großen  Derivierten  nicht  mehr  als  „Differennierbarkeit"  bezeichnen 
wollt«  (obscbon  auch  diese  Festsetzung  zu  Un^utr^lichkeiten  rshrt;,  da  man 
ja  allgemein  „DiÖerenzierbarkeit"  als  äquivalent  mit  „Existenz  einer  bestimmten 
Tangente"  anjtusehen  pflegt),  so  müssen  doch  naturgemSB  Funktionen  in  allen 
denjenigen  FQllen  als  differenzierbar  im  Intervall  (a&)  bezeichnet  werden,  in  denen 
sie  in  allen  Punkten  desselben  mdliche  heslimmte  Differential quotient«n  be- 
sitzen —  ob  diese  Differentialquotienten  ftrtig  oder  unstetig  sind,  dürfte  dabei 
als  gleichgültig  anzusehen  sein.  In  bezug  auf  diese  Bemerkung  möge  auf  den 
Artikel  von  Herrn  Pringsheim  über  die  Grundlagen  der  allgemeinen  Funk- 
tionenlehre im  2*°°  Hände  der  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften 
verwiesen  werden. 

Dresden.  Mak'iin  KiiArsc. 


Teohnik  and  Soliule.  Beiträge  zum  gesamten  unterrichte  an  tecbnischen 
Lehranstalten.  Herausgegeben  von  Prof  M.  Girndt.  I-  Band.  3.  Heft, 
fi!  S.  gr.  8.  Leipzig  und  Berlin  1907,  B.G.Teubner.  Preis  geh.  jff  1,60, 
h'Ur  das  Fachschulwesen  exiütierte  als  besonderes  jieriodisches  Orgaii 
bis  vor  kurzem  nur  die  „Zeitschrift  für  gewerblichen  Unterricht."  Die  von 
Herrn  M.  Girndt  neuerdings  begründete  und  zwanglos,  je  nach  Material,  er- 
scheinende Zeitschrift  unterscheidet  sich  äußerlich  jedenfalls  sehr  vorteilhaft 
von  der  filteren  Schwester,  indem  dieVerlagsbandlung  sie  in  dem  ansprechenden 
Kleide  der  im  gleichen  Verlage  herauskommenden  Zeitschrift  „Monatsheft«  för 
den  naturwissensehafthehen  Unterricht"  hinaussendet.  —  Von  dem  mir  kut  Be- 
sprechung überwiesenen  Heft  3  interessiert  den  Mathematiker  vorwiegend  der 
Bericht  über  die  auf  der  Maschinenbauschulmiinnerversammlung  in  Bremen  ge- 
pflogenen Verhandlungen  über  die  Einführung  der  Inlinitesimalrechnung  in  den 
Lehrplan  der  Maschin  enbauschuleii.  Tatsächlich  wird  die  Infinitesimalrech- 
nung in  irgend  einer  Form  wohl  an  den  meisten  höheren  Maschinen  bauschul  en 
bereits  gelehrt;  man  sollte  sich  also  dazu  verstehen,  das  verkappte  Differen- 
zieren und  Integrieren  zu  ersetzen  durch  eine  „ehrliche  Infinites  im  alrech- 
nang",  um  einen  Ausdruck  aus  Felix  Klein s  neuester  ausgezeicbaeter 
Publikation  über  diese  Frage  (Klein  und  ßchimmauk,  „Der  mathsmatlschG 
Unterricht".  Teil  I,  1W07)  zu  gehraucheo.  Freilieh  scheint  dem  von  Seit«n 
der  Fachschulmänner  noch  vielfacher  Widerstand  entgegengesetzt  zu  werden, 
und  wenn  man  sieht,  daß  es  nötig  ist,  für  diese  Kreise  eine  Ableitung  der 
einfachsten  Diffeientialfomieln  zu  geben,  wie  in  diesem  Hefte  in  einem  Ar- 
tikel geschieht,  um  den  Gegnern  das  Gruseln  vor  ^  zu  benehmen,  so  muß 
man  schlieÜen,  daß  der  Widerstand  in  vielen  Fällen  nur  auf  Unkenntnis 
der  Sache  beruht.  —  An  Artikeln   mathematischen  Inhalts  enthält  dies  Heft 


einen  solchen  vom  Herausgeber,  der  dem  Heft  freilich  nicht  zu  (ilanz 

id  Ruhin  gereicht.    Aul'  Grund  eines  nicht  verstandenen  Zitats    kouitut   der 

tn     Eerausgeher    zu    dem    Resultat,    daß    auf    der    Baugew  er  tcsc  hüte    t,Al- 

■  jebrä'^    Qlierhanpt    nicht    getrieben    wird.     Das    mathematigche    Pensum    ist 

t4Di1    zwar  sehr   beschnitten,    Gleichuugun   ersten    Grades    werden  aber  dorh 

I  nach    behandelt.    <juadratische  Gleichungen  sind  jedoch  —  ahge.sehen   natfir- 

von    den    rein   quadratischen    —    verpönt,    was    sich,    nach    einem   im 

gleiuhen  Heft  unthaltenen   Artikel  über   den    „Unt«rTicht   im    Ei  Ben  beton  bau" 

in  schließen,  wob)  bereits  als  fühlbarer  Mangel  erwiesen  bat.    Freilich  wird  in 

dem  Artikel  des  Herausgebers  die  arithmetische  Welt  des  Baugewerkschülers 

genau   zirkujDskribiert.  und  z.  B.  festgestellt,  daß  das  Rechnen  mit  Potenzen 

l  und  Woi'zeb  nicht  über  den  Exponenten  4  hinausgeht.    Als  ob  der  Unterricht 

I  ui  Baugewerkschulen  nicht  ohnehin  bereits  handwerksmäßig  genug  w&rel 

Magdeburg,  Herbst  1907.  W.  Ahrbns. 


PeirouieviCH,  Brauii^laT.    Die  typiaoheu  aeometrieen  and   das  Da- 
endUoho.      K7   S.     H.      Heidelberg    1907.    Carl    Winters    Universitäta- 
L         buchbandlung, 

B^  Der  Verfasser  zählt,  wie  zumeist  alle,  die  die  Lehre  vom  Unendlichen 
^TOn  Grund  aus  umwälzen  wollen,  a«  denen,  die  den  Grenzbegriff  noch  nii^ht 
erfaßt  haben.  Nichts  ist  dafür  charakteristischer,  ab  sein  Versuch,  der 
*-'antorschen  transfiniten  Zahl  m  eine  unmittelbar  vorangehende  Zahl  vor- 
zusetzen. Aber  auch  eiji  ganz  elementares  Beispiel  l'in  einer  Fußnote,  Ö.  22) 
überzeugt  uns  davon:  „Jede  Kurve,  die  eine  Tangente  hat,  hat  mit  dieser, 
*!*!  sich  direkt  beweisen  läßt  [den  Beweis  bleilrt  Verf.  schuldig,  d.  Ref.], 
Qieht  einen,  me  die»  gewöhnlich  behauptet  wird,  sondern  zwei  Punkte  ge- 
i'euisam,  nur  muß  man  dabei  voraussetzen,  daß  diese  beiden  Punkte  keine 
■"UUe  bilden,  was  sie  in  dem  Kontiuuum  auch  in  der  Tat  nicht  zu  tun  brauchen, 
'^^  hier  zwei  Punkte,  die  sieh  unmittelbar  miteinander  berühren  (und  man 
•Duß  von  den  zwei  gemeinsamen  Punkten  der  Kurv  und  ihrer  Tangente 
'oraussetnen,  daß  aie  sich  unmittelbar  miteinander  berühren),  kein  Linien- 
stttct  zwischen  einander  haben  können,  ihre  Distanz  also  =  D  sein  muß  .... 
**■  nun  eine  Kurve  nur  in  einem  inkonsekutiven  Räume  möglich  ist,  in 
*''6seiii  aber  keine  konsekutiven  Punkte  möglich  und  doch  für  die  zwei  ge- 
"^BUiaamen  Punkt«  der  Kurve  und  der  Tangente  nur  das  Verhältnis  der 
•^onsekution  vorausgesetzt  werden  könne  .  .  .,  so  kommen  wir  damit  auf 
**^o  Schwierigkeit  in  dem  Unendlichkeitsbegriff,  die  von  prinzipieller  Be- 
"•eatmig  ist,  auf  die  wir  aber  hier  nur  hinweisen  können  und  nur  nocli  be- 
"•«rWen  wollen,  daß  hier  in  dieser  Schwierigkeit  das  Geheimnis  der  Infinitesinial- 
Wel.hode  liegt,  was  wir  an  einem  andern  Orte  ausführlich  darlegen  werden." 
Mich  mit  dem  Verfasser  selbst  auseinanderzusetzen,  dazu  fehlt  es  mir 
*"  Zeit,  und  dieser  Zeitschrift  an  Raum.  Denn  der  Verfasser  hat  sehr  viel 
««lesen,  und  Cantor,  Bolzano,  Peanu,  Hilbert,  Veronese  u.  u. 
Werden  dauernd  zitiert,  mit  mehr  oder  meist  minderem')  Veretändnis.    Daher 

_  1)  Die  Definition  der  Wohlordnung  Uiitet  iiacb  dea  Verf.  Ansicht:  In  jeder 

K*'^'>)B«<irdneteD  Menge  ^ibt  ea  ein  erstes,    und  zu  jedem  Klement  (mit  Ausnabua 
evtl.  vorhandenen  letzten)  ein  unmittelbar  folgendes. 
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RezeuHtonen. 


sei  nur  kurz  bemerkt,  daß  Verfasser  die  logische  Möglicbkeit  einer  konse- 
kutiven BaumforiQ  verteidigt,  bei  der  jeder  Punkt  einer  Geraden  einen  un- 
mittelbar benachbarten  hat.  Hiermit  werden  zunHchst  offene  Türen  einge- 
rannt. Da  aber  Verfasser  seiner  Geraden  Grenzpunkte  znsuhreibt  und  keine 
Lücken  haben  will,  kommt  er  auf  S.  59  ganz  richtig  zu  dem  „fundamen- 
talen" Satz,  daß  seine  Punktreihe  endlich  Bein  mufl.  Wie  er  daraus  Wider- 
sprüche („Antin omieen"  genannt)  herleitet,  die  er  der  Cantorschen  Lehre 
von  den  transfiniten  Zahlen  in  die  Schuhe  schiebt,  das  mag  deijenige  selbst 
nachlesen,  den  es  interessiert. 

Bemerkenswert  scheint  mir  noch ,  daß  Verfas^r  Mitarbeiter  dur  von 
Ostwald  herausgegebenen  „Annslen  der  NuturphUosopliie"  ist  oder  war, 
(„Üljer  die  Größe  der  unmittelbaren  Berährung  zweier  Piinkte.  Beitrag 
zur  Begründung  der  diskreten  Geometrie."  Ann.  der  Nat.  Ph.  Bd.  IV. 
Heft  2,),  daß  ferner  die  Verlagshandlung  auf  der  Umschlagseite  zwei  W- 
geiaterte  Ausschnitte  aus  Besprechungen  des  „Lürrarischen  Zentralblaltis- 
(Nr.  30,  11(05)  und  der  englischen  „Nalure"  (Nr.  185ß,  1905)  abdruckt, 
die  sich  auf  eine  frllhere  Arbeit  des  Veri'assers  beziehen.  Als  dritti'  im 
Bunde  ist  noch  eine  Äußerung  Oouturats  wiedergegeben  (Bulletin  des 
Sciences  math.,  1905,  März,  und  Revue  de  Metaphysique  et  de  Morale,  Nr.  2 
1905),  die  ich  ohne  Kommentar  hierhersetze:  „II  etait  interessant  de  tirer 
du  finitisme  toutes  aes  consequences  scientifiques;  ä  oet  egard,  le  tjravail  de 
M.  Petrunievics  ne  sera  pas  inutile,  car  il  üonstitue  une  Sorte  de  reductioo 
H  l'absurde    du  finitisme,    qui   en  est  [leut-etre  la  nieilleure  refiitation  .  .  ." 

Iininewald,  GKKtiABi»  HsssENBRUtJ. 


I 


Edward  V.   Huntiti^>n.     La  Koutinuo.     Elementa  teorio   starigita 
sur   la   Ideo    de   ordo    kun    aldono  pri  traasflnitaj  nombroj.     { Im 

Original;    The  i.'ontinuum  as  a  tvpi;  of  order:    an  i.xposition  of  the  mo- 
dern theory  with  an  appendix  on  the  transKnite  numbers.    Harvard  Univ., 
Cambridge,  Mass.)  Ins  Esperanto  übersetzt  von  Raoal  Bricard.    126  8. 
kl,  8.     Paris,  1907.    Gauthier-ViUars. 
Kap.  I.  Mengen    im    allgemeinen.     (Aqui valenzbegriff,  endliche  und  un- 
endliche Mengen.)     Kap.  II,   Einfach  geordnete  Mengen.      (Begriff  des  Ord- 
nungstypuB,  erstes,  letztes,  unmittelbar  folgendes   Element  etc.).      Kap,   U1. 
Diskrete  geordnete  Mengen,  insbesondere  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen.  (Typus  u, 
Induktionsschlnß,   Addition    und   Multiplikation    der  ganzen  Zahlen,  Begrifi 
der  Abziihlbarkeit).     Kap.  IV.   Dichte  Mengen,   insbesondere   die  Menge    der 
Ration  alz  ah  Jen.    Kap,  V.  Stetige  Mengen,  insbesondere  die  Menge  der  reellen 
Zahlen.    Kap.  VX  Mehrdimensionale  stetige  Mengen.     Anhang:  Wohlgeordnete 
und  Cantors  translinite  Zahlen. 
Zweck  der  Arbeit  ist.  Studierende   in  elementarer  und  leicht  verständ- 
licher Weise  in  die  Grundbegriffe  der  Mengenlehre  einzuführen.    Schwierigere 
Fragen,  wie  die  Kettentheorie,  der  Aqaivalenzsatz,  der  Woblordnangssatz  und 
ilie  Paradotien    werden  nicht  behandelt.     Wie  weit  ungefähr  die  einleitenden 
Kapitel  geben,  habe  ich  durch  die  eingeklammerten  Zusätze  anzudeuten  ver- 
sucht.     Die  Entwicklung  ist  streng  und  baut  sich,  mit  zablreichcu  Beispielen 
belebt,  auf  Postulat^n  auf,  deren   Unabhängigkeit  nachgewiesen  wird.      Der 
Übergang  von  den  reinen  Ordnungspostulaten  zu  den  arithmetischen  Operationen 
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-iv-cl  auch  in  Kap.  IV  und  V  kurz,  gestreift.  Der  Überaetser  liat  eine  Tafel 
Kunstausdn'icke  in  Esperanto,  Französisch,  Englisch  und  Deutsch  ange- 
fll.^~f^  sowie  einige  Notizen  Über  seinen  Ciebrauch  des  Esperanto,  Referent,  der 
selbst  des  Esperanto  unkuudig  ist,  hat  tlas  Werkcbeo  mühelos  gelesen  und 
:  XI  es  nur  warm  empt'ebleu, 

Grunewald.  OeHHARii  Hbnbbkhehi;. 

4.  LengAlier.  Bardeys  Aufgab ensammliing  für  bayeriBChe  liittel- 
«cbuleD  naob  der  neuesten  Auflage  bearbeitet.  IV  und  192S.  gr. «, 
Leip/it;  uml  lierliii  UtOT,  H,  (1.  Teubntr.  Preis  geb.  M  2,'.'0. 
Schiilke.  Aufgab enaammlung  aua  der  Arithmetik  nebat  An- 
wendangeii  auf  das  bürgerliche  Leben,  Oeometrie  und  Physik, 
In  r.v/^i  Teilen.  Erster  Teil  für  die  mittleren  Klassea  höherer  Schulen. 
Mit  sieben  t'iguren  im  Test.  VITI  und  194  S.  gr,  «.  Leipzig  und 
Derlin    191)7,  U.  ({.  Teubntr,     Piais  geb.  ,.((   2,2(), 

HQUer  nud  M.  KlltnewMky,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik,  Trigonometrie  und  Stereometrie.  Ausgabf  li.  für  reale 
Anstalten  und  Keformschuinn,  II.  Teil-  a,  Auflage.  Xil  und  :m4  S,  gr.  8. 
Leipzig  und  Berlin  1907,  I).  G.  Teubaer.  Preis  geb.  .M  3,-. 
LUZ  Napramik.  Vollstiludig  gelöste  MaturitStsaufgaben  aua  der 
Uathematik.  Für  Schüler  der  obei-sten  Klassen  an  Realschulen  und 
Gymnasien  sowie  zum  Selbststudium.  IV  und  233  S.  gr.  8.  Wien  1907, 
Fraoz  Dentieke.  Preis  geb.  „#  3,—. 
_  Ii^ngaoer  hat  Bardeys  Aufgabensammlung  filr  bayerische  Gymnasien 

*»*^»«3  Realschulen  bearbeitet.  Die  nicht  dem  liehrpl&o  dieser  Schulen  ange- 
"^*>»— igen  Absclmitte  wurden  gestrichen,  an  vielen  Stellen  wurde  getürat. 
-■»^i«3zugefügt  wurden  zahlreiche  historische  Notizen.  Die  theoretischen  Ein- 
'^it-Tingen  and  der  Abschnitt  über  graphische  Daratellungen  wurden  erweitert. 
*-*i-^  geschiek'te  Bearbeitung  zeigt  als  Ganzes  und  in  vielen  Einzelheiten  die 
-■■^»id  das  in  der  Praxis  erprobten  Suhulmannes. 

Auf  die  Teile  der  Schul matkematik,  in  denen  gerechnet  wird,  beschränkt 
'^'^csb  Scbülke  seine  Aufgabensammlung,    In  dem  ersten  hier  zu  besprechen- 
**^'»a  Teil  beziehen  sich  die  Übungen  auf  die  Klassen  Quarta  bis  Untesekunda, 
"^^«m   die    preußischen    Lehrpläne  iugnindo    gelegt  werden.     Schfllkes  be- 
'^-^Vj  Uns  wertes   Buch    enthält    vieles  Eigenartige    und    wird  jeden   Fachmami 
*^**t'«teS8ieren.    Für  die  Benutzung  seitons  der  Schüler  ist  eine  größere  Gleich- 
■^'Äfiigkeit  im  Umfang  der  theoretischen  Einleitungeu  zu  fordern.     Entweder 
w-^rden  diese  durchgehenda  gestrichen,   öder  es   ist   an  den  Stellen,  wo  sich 
jetzt  gar  nichts  findet  (z.  B.  vor  den  Gleichungen  ersten  Grades  mit  zwei  und 
'*»<^fcr  üubekaunten  S.  93  und  101    und  vor  den  Gleichungen  zweiten  Grades 
'^-     109),  Entsprechendes   hinzuzufügen.     Daß  Schülke   die   Ebfübrung  der 
-^»»cLstaben  von  der  der  negativen  Zalilen  trennt,  ist  praktisch,  mag  man  nun 
^  «lifllkes  Aufeinanderfolge  wählen  oder  die  umgekehrte.    Praktisch  ist  auch, 
''aß  jcbon  g  1    Einsetzübungen  und  Gleichungen  bringt.     In  gleichem  Sinne 
"Ätte  dem  in   der  Einleitung  S.  IV  AusgetTlhrten   entsprechend    eine    weiter- 
gehende Einschiebung  der  Gleichungen  in  die  früheren  Paragraphen  erfolgen 
**»niieii.     Angenehm  berührt  das  offene  Eingestehen  des  Willkürlichen  in  De- 
^         "'"itiünen,  die  durch  die  Zweckmäßigkeit,  nicht  durch  die  Notwendigkeit  be- 
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stimmt  sind.  Zu  weitgehend  ist  in  dem  deo  Funktionen  gewidmeten  Äb- 
sciinitt  Hl  dafi  Eingehen  auf  die  Parabel  und  die  Hyperbel  mit  ihren  Äsymp- 
t-oten.  Im  Tiert«n  Abschnitt  (Anwendungen)  gibt  Nr.  38  hübsches  Material 
tOr  verschiedenartige  Rechenaufgaben  an  der  Hand  von  statistischen  Angaben 
aus  unserem  staatlichen  Laben.  Die  letzten  drei  Seiten  bieten  ein  Inhalts- 
verzeichnis, das  reuht  Ungieichitrtiges  zusammenstellt.  Man  vergleiche  etwa 
das  für  „absoluten  Wert.",  „Euler"  und  „Wald"  m  Entnehmende.  Das  Inbalta- 
veraeichnis  wird  sich,  wenn  die  theoratisehen  Einleitungen  vervollständigt 
sind,  auf  diese  beschränken  können. 

Für  Müller-Kutnewskys  Aufgabensammlung  bringt  die  zweit«  Auf- 
lage des  /weiten  Teils  vun  Ausgabe  B  die  entsprechende  Kürzung,  wie  sie 
Itir  Ausgabe  A  hier  in  Bd.  X.  1906  S.  189  besprochen  wurde.  Neu  ist  ein 
Abschnitt  über  Versicherungsmatbematik.  Er  zeichnet  sich  durch  klare, 
leiohtfaßliche  Darstellung  und  angemessene  Aufgaben  aus;  doch  sind  die 
letzten  Zeiten  vor  IIl  auf  S.  76  noeh  durchsichtiger  zu  formulieren.  Neu 
ist  famer  bei  den  .Aufgaben  zur  Funktionslehre  die  Berücksichtigung  des 
Difiei'entialquotienteu.  Auch  hier  ei-scbeint  das  Gebotene  recht  zweckent- 
sprechend, da  der  Fehler,  zuviel  biet«u  zu  wollen,  vermieden  ist.  Die  ^apbi- 
sche  Ermittelung  von  Grenzstellen  für  Funktionen  ist  besser  auf  die  Fälle  zu 
zu  beschrSnken,  wo  die  Art  der  Kurve  bekannt  ist.  Ein  Zeichnen  auch  fUr 
viele  Funktionswerte  erpht  bei  y  =  a:*  —  3^  a:'  —  2  x'  +  tt  y  —  1 9  (8.  IM 
Nr.  16a)  keine  befriedigende  Festlegung  der  Grenzstellen.  Da  Müller-Kut- 
newskj  sonst  für  alle  Gebiete  Material  geben,  wird  die  Sammlung  durch  Auf- 
nahme der  bisher  ausgeschlossenen  darstellenden  Geometrie  noch  gewinnen. 

Naprnvnik  gibt  in  Hh  Gruppen  337  Aufgaben  mit  vollülftndigen  Auf- 
lösungen. Das  Buch  ist  in  erster  Linie  für  Österreichische  Verhältnisse  be- 
stimmt und  y.war  für  Kealschul-  und  Gymuasialabiturienten,  filr  Kandidateu 
des  Lehrfachs  an  Bürgerschulen  and  Frecjnen  tauten  der  Ein  jährig- Frei  willigen- 
kurse.  Seine  Benutzung  kann  aber  auch  au  anderen  Stellen  empfohlen  werden, 
zumal  da,  wo  die  Beifügung  der  Lösungen  erwünscht  ist,  wie  etwa  für  den 
Fachlehrer,  dessen  Schüler  das  Buch  lucht  in  der  Hand  haben.  Manche  Auf- 
gaben sind  recht  leicht  und  würden  der  preußischen  Heifeprüfungsordnoug 
nicht  entsprechen,  so  S.  il  Nr.  2  die  ümfonnung  von  x  =-  m  sin  u  —  cosu 
in  eine  logarithmische  Form.  An  mehreren  Stellen  (z.  B.  8.  13  A.  1,  S.  17 
A.  2,  S.  19  A.  8,  S.  1(17  A.  1)  ist  „Gleichung"  durch  „Gleiehungssjsteiu"  zu 
ersetzen.  Bei  der  Ballonaufgabe  S.  176  werden  besser  zwei  Beobachter  ein- 
geführt, da  der  Ballon  auch  bei  ruhigstem  Wetter  nicht  so  lange  still  stehen 
wird,  bis  ein  Beobachter  an  den  verschiedenen  Stellen  gemessen  hat  (zumal 
bis  auf  Sekunden  genau!).  Auf  S.  70,  wo  die  Winkel  bis  auf  Sekunden 
genau  gegeben  werden,  ist  der  Zusatz  „ziemlich  gut"  bei  WinkelmeQinstrament 
zn  streichen.  Die  Aufgabenlösungen  sind  klar  und,  soweit  Stichproben  dies 
ergaben,  korrekt  An  einigen  Stellen  wären  besser  kürzere  Lösungen  gewBhlt 
worden,  so  S.  63,  4c,  wo  die  Länge  der  Zentrale  die  Entscheidung  gibt, 
8.  195,  3,  wo  mit  Hilfe  des  aus  ij,  u  -\-  b  und  -^  konstnüerten  Dreiecks  ohne 
Ellipse  Huszakonunen  ist,  S.  16,  7  und  S.  46,  1,  wo  die  Teilbarkeit  von 
**  +  y'  resp.  3^  -(•  ji'  durch  iC  +  y  benutzt  werden  kann.  Bei  planime  tri  sehen 
Aufgaben  wie  S.  59,  2  vermißt  man  ungern  die  Analysis. 

Gera.  .^ ^   --     -  E.  Kma.KicB. 
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|r.  S.  Blythe,  On  UodelB  of  Cubio  Surfaoea.  Mit  mehrereo  Texttigm-en. 
106  S.  8.  Cambridge  1905,  University  Press. 
Wenn  jemand  dieses  kleine,  gut  ausgestattete  BUchleia  (es  bat  unge- 
fähr das  Format  der  »Sammlung  Schubert«)  aur  Hand  nimmt,  so  glanbt  er 
wohl  Dach  dem  Titel  eine  Darleguog  zu  fiiideu,  wie  man  den  vielerlei  Foimea, 
die  Flächenä.Ordg.  bieten  können,  durcli  Modelle  naliekommuu  kann,  insbesondere 
auch,  wie  man  solche  Modelle  am  zweckmäüigsten  herstellt.  Aber  der  Leser 
nrird  sich  dann  etwas  getäuscht  finden.  Denn  das  Werkeheu  gibt  zunächst  über 
die  Halft«  des  Textes  Entwicklungen  zur  Theorie  der  l'lächen  3.  Ordg,,  Ent- 
wicklungen, die  für  einen  Anffinger  ku  viel  voraussetzen  und  auch  den  Vor- 
geschritteneren nicht  ganz  befriedigen,  da  sie  zu  knapp  und  doch  wieder  zu 
lose  sind.  Im  folgenden  wird  dann  allerdings  beschrieben,  wie  eine  F^  mit 
vier  konischen  Knoten  iind  eine  solche  mit  27  reellen  Geraden  herzustellen 
sei.  Aber  das  SchluBkapitel  gibt  wieder  nar  an,  welche  Veränderungen  bei 
IjGsuag  von  Knoten  eintreten;  ferner  wird  ein  Modell  einer  F^  mit  drei  bi- 
planaren  Knoten  B^  und  ein  solches  mit  einem  B^  beschrieben  und  auch  ab- 
gebildet Die  flir  die  Anschauung  so  wichtige  Clebschsche  >DiagonaI- 
Hache*  ist  aber  nirgends  erwähnt.  Auch  die  sieben  neuen  Wienerschen 
l'"'adenmodelle  von  Kegeln  3.  Urdg.  (M.  Schilling,  Halle  1901)  scheint  der 
^^erfaaser  nicht  zu  kennen.  Kr  gibt  ja  im  Vorwort  auch  selbst  zu,  von  der 
einschlägigen  deutschen  Literatur  nur  durch  etwaige  englische  oder  fraazüsische 
bersetznngen  Kenntnis  erlangt  zu  haben.  Da  auf  weiterbildende  Literatur 
■kuch  nur  ganz  gelegentlich  hingewiesen  ist,  müssen  wir  das  Büchlein,  aach 
'^«nn  wir  seinen  geringen  Umfang  in  Betracht  ziehen,  im  ganzen  als  etwas 
<*(ii-ftig  bezeichnen, 

^Spejer.  _  H.  W[bleitneir. 

•     Weithl'echt.      AusgleichuugsreohDUng    nach    der    Methode    der 
kleinsten  Quadrate.  Sammiuutr  Oöschen  Nr.   302.    180  S.  Leipdg  190R, 
Göschen.     Ceb,  J(  0,HU. 
-  ^'uppilleri.  EinfüliTUng  in  die  AuBglelohungBreohnung  (Methode  der 
kleinsten  Quadrate).    132  S.    Wien  1907,  F.  Deuticke.    Geh.  ^  3,00. 
Eine  Einführung  in  die  Auagleichungsrechnung  kann  entweder  auf  die 
••  ahrscheinlichkeitsiechnung  gegründet  werden  und  ihren  Ausgangspunkt  von 
dem    Gaußscben   Fehlergesetz    und    seiner   Definition    des   mittleren    Fehlers 
•^^Hinea  oder  einen  durchaus  elenientaren  Zugang  wählen,  wie  ihn  Herr  A.Vogler 
'J*^*'  großem  Geschick  durehgeföhrt  hat.  Dabei  verdient  hervorgehoben  zu  werden, 
^^&  die  elementare  Darstellung  jene  Begründung  der  Methode  der  kleinsten 
Wuadrut^  nicht  ausschlieQt,  welche  auf  dem  Satz  beruht,  daß  diese  Methode 
''^n  Unbekannten  der  Ausgleichung  günstigste  Werte  erteilt. 

Den  ersteren  Weg  schlägt  Herr  Cappilleri  ein,  während  Herr  Weit- 
^'"eclit  den  letzteren  vorzieht.  AUerdiugs  verzichtet  Herr  Weitbrecht  darauf, 
**  Prinzip  der  Ausgleicbungsrecbnung  nachträglich  durch  den  Nachweis  zu 
«■Ütien,  daß  die  Unbekannten  auf  Grund  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
»winsle  mittlert-  Fehler,  also  größte  Gewichte  erhalten.  Er  begnügt  sich,  das 
"riQSLip  durch  eine  Umdeutung  in  einen  wohlbkannteu  Satz  der  Dynanük  plau- 
"'•el  7B  machen.  Solche  dynamischen  ümdeutungen  von  Sätzen  der  Äus- 
l         B'tiohunggrechnung  in  Verbindung  mit  ausgiebiger  Heranziehung  der  graphi- 
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es  Herrn  Wei^^^^f 


sehen  Methode  beleben  in  angenehmer  Weise  die  Dai-steliung  des 
brecht. 

Herr  Cappilleri  beginnt  mit  der  Beatiramnng  der  Wahrscheinlicbkeit 
dafür,  daS  der  zufällige  Fehler  einer  Beobachtung  zwischen  v  und  e  -\-  dv  liege, 
gleich  ~^.o~^'''dv,  wo  die  Konstante  A  als  Genauigkeitsmaß  der  Beobachtung 

gedeutet  wird,  and  stützt  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nachti^glich 
durch  den  erwähnten  Nachweis. 

Im  weiteren  Verfolg  behandeln  beide  Werke  die  Ausgleichung  direkter 
Beobachtungen  bei  gleicher  und  ungleicher  Genauigkeit,  die  Ausgleichung  ver- 
mittelnder Beobachtungen  und  endlich  die  Ausgleichung  bedingter  Beobach- 
tungen. Den  einzelnen  Abachsitten  sind  Zahlenbeispiele  beigegeben.  Es  ver- 
dient noch  hervorgehoben  zu  werden,  daß  ein  Kapitel  des  Weitbrechtschen 
Buches  dem  Ausgleichungs verfahren  für  trigonometrisclie  Punkteinschaltuiig 
(Vorwärts-  und  Rüekwärtseinschuitt)  gewidmet  ist,  und  dati  auch  dieses  Ver- 
fahren &u  einem  Zahlenbeispifl  diirchgelQhrt  wird. 

Berlin.  E,  Jauniu:. 


.1.  Blollot.     Lee  ctUT^B  magiqufis.     119  B.     Paris  1907,  G&uthiei^Vi 
Geb.  5  frcs. 
Eine  Monographie  über  magische  Quadrate  kOnnte  an  sich  eine  Tetdienstsl 

voUe  Publikation  sein.  Das  Interesse  für  diese  Gebilde  ist  seit  den  Tagen 
Albrecht  Dürers,  der  eins  der  merkwürdigen  Zahleuquadrate  auf  seinem 
bekannten  Stieb  „Melencolia"  anbrachte,  rege  gewesen  und  ist  beut«,  wie  viel- 
fache Zuschriften  und  Anfragen  aus  Laieukreisen  zeigen,  ein  recht  weit  ver- 
breitetes. Demzufolge  i.st  auch  die  Literatur  dieses  Gebietes  eine  sehr  um- 
fangreiche; die  Autoren  schenken  jedoch  vielfach  allen  Übrigen  einschlägigen 
PubUkationeu  nicht  die  geringste  Berücksichtigung,  ja  kennen  sie  oft  ersichtr 
lieh  gar  nicht.  An  eiaeni  Buche,  das  eine  zusammenfassende  üarstellung  dieses 
(lebietes  gäbe,  das  also  einerseits  alles  Wichtige  über  diese  Quadrate  (die  ver- 
schiedenen Methoden  zu  ihrer  Herstellung,  ihre  merkwürdigen  Eigenschaften  usw.) 
ans  einheitlichen  Gesichtspunkten  darstellte,  andererseits  die  Literatur  er- 
schöpfend berücksichtigte  und  außiahlte  und  hierbei  womöglich  jede  Publi- 
kation mit  kurzen  charakterisierenden  und  kritischen  Notizen  versähe,  fehlt  es 
noch.  Andererseits  müBte  eine  solche  Monographie  den  mancherlei  Liebh&beru 
sehr  erwünscht  sein,  da  sie  sich  jetzt  nur  schwer  über  Spezialfragen  orientiereu 
und  oft  selbst  ungeheure  Geduldsarbeiten  ziemlich  nutzlos  verrichten.  Herrn 
S.  Günthers  „Historische  Studien  über  die  magischen  Quadrate"  (s.  dessen  „Ver- 
mischte Untersuchungen  zur  Gesch.  der  mathem,  WiBsenschaft<?n",  1876,  Kap. IV) 
sind  doch  vorwiegend  vom  Standpunkt  df-s  Historikers,  also  ohne  strenge  Syste- 
matik, verfaßt  und  berücksichtigen  zudem  vorwiegend  nur  die  ältere  Zeit.  Das 
jetzt  vorliegende  Werk  füllt  diese  Lücke  nun  keineswegs  aus  und  will  dies 
vermutlich  auch  gar  nicht.  Welche  Aufgaben  der  Verfasser  sich  gestellt  hat, 
ist  schwer  ■tu  sagen,  zumal  ein  Vorwort  fehlt.  Dem  Mathematiker  bietet  es 
recht  wenig. 

Magdeburg.  W,  Ahrkks, 


,  Boose  Ball.  Bäcr^stionB  math^matiqnes  et  problömea  des  tampB 
anoieiia  et  modernes.  2.  fraoz.  Ausg.  von  J.  Fik-Patrick,  Teil  I  (Aritli- 
raetik,  Algebra,  Zahlentheorie).    365  S.     Paria  1907,  A.  Hermaon.    Geh. 

Herr   Fitz-Patrick  hat   bereits    1898    eine    französische   Ausgabe    des 
Ba.ll  sehen  Werkes  verauataltet.    Aus  dem  damaligen  ersten  Kapitel  ist  durch 
vielerlei  Zusätze  und  Erweiterungen  jetzt  ein  selbständiger  Band  von  etwa  Mni'- 
fachem  umfange   geworden.     Neu   hinzugekommen    ist    gleich    der  erste  Ab- 
schnitt:  „Geschichte    der  Zahlen",   der   in   mancher  Hinsieht  an  die  vor  300 
Jahren  bisweilen  beliebten    VVerke  erinnert,  von  deren  einem  Euler  einmal 
sagt,   daß  er  „nicht  das  geringste  Merkwürdige"  darin  gefunden:   „Er  dureh- 
^ehet  der  Ordnung  nach  alle  Zahlen  von  1,  2,  3  bis  tausend,  und  merkt  von 
einer   jeden   an,   wo  solche  in  der  Heil.  Sclirift  und  andern  Äuctoribna  vor- 
koRunen;  als  bei  38  bringt,  er  nichts  anderes  vor,  als  das  Exempel  des  Kranken 
beuQ  Teich   zu  Beteada,    welcher  38  Jahre  daselbst  gelegen."     Auf  biblische 
uad    andere  alte  Quellen  beschränkt  sich  das  vorliegende  Buch  freilich  nicht; 
so  hOren  wir  ■/..  B.  im  Zeichen  der  Dreizahl,  daß  Bismarck,  dessen  Name  ttbrigans 
uubh    außerhalb  des  deutschen  Reiches  richtig  geschrieben  werden  sollte,  drei 
^    fcaiaerlicbe  Herreu,  drei  Besitzungen,   drei  Kinder  und   drei  Haare   hatte,  da- 
^rfteben  aber  auch  vielerlei  Lehrreiches   - —  immerhin  weniger  wäre  mehr  ge- 
^FWesen.      Hinzugefiigt    sind    femer    vielerlei    elementare    Aufgaben    aus    der 
*  Sriechiachen  »rAnthologie",  aus  der  dem  „Triparty"  Ghuciiiets  angefügten  Auf- 
Sftbeo Sammlung  VOD  1484,  aus  Sachets  „Problemes  plaisanta"  usw.  Im  letzten 
Teil  treten  dazu  zahlentheoretische  Gegenstände,  die  auch  jetzt  uoch  Interesse 
■"Mitzen,   wie  die  eingehend  behandelten  Meraenne  sehen  Zahlen,   der  große 
'«»■matsche  Satz,  das  Goldbachsche  Theorem,  bei  dem  übrigens  nuter  den 
^töratumachweisen    die    Arbeit  von    P,    Stäckel  (Gott.  Nachr.  189tJ)  fehlt, 
"**'.       Der  Liebhaber   „amüsanter   Arithmetik"    wird  in  dem  Buche  vielerlei 
«>teressantes  finden;  auch  für  Schüler  höherer  Lehranstalten  bietet  es  passende 
'lelegenheit  zur  gleichzeitigen  Übung  in  Arithmetik  und  französischer  Lektüre. 
Uagdeborg.  W.  AhbgnC). 

^*    Jordan.    Handbuoh  der  VermesBungsknnde.   Dritter  Band:  Landes- 
vermessung   und    Gruudaul'gab^n    der    Erdmessung,     Fünfte  er- 
weiterte Auflage  von  C.  Beinhertz.    VIII,  678  u.  72  S.    Stuttgart  1907, 
J.  B.  Metzler.     Geb.  M  lö,— . 
Die  vorliegende  6.  Auflage  dos  lU.  Bandes  des  Jordanschen  Handbuchs 
'J*'    Vermessungskunde  hat  im  Vergleich  mit  der  vorhergehenden,  uoch  von 
^»"äan  selbst  bearbeiteten  4.  Auflage  (1896)  durch  den  nun  ebenfalls  schon 
«er  AVeiterführung  entrissenen  Bearbeiter,  Prof.  Dr.  C.  Reinhertz  in  Hannover, 
^•■^»^as  weiter  gehende  Veränderungen  erfahren,  als  dies  bei  den  Neuauflagen  der 
^Woi   auderen  Bände  des  Werks  der  Fall  war.    Schon  die  äußeren  Verhältnisse 
''•^s   Umfanges  bekunden  dies:  von  593  u.  [64]  Seiten  der  i.  Auflage  ist  der 
J^*-  Band  auf  077  u.  [72]  Selten  in  der  ö.  gewachsen,  wahrend  diese  Zahlen 

IWiiu    IL  Band  Bind:  785  u.  [47]  Seiten  für  die  5.  Auflage  (1897J,  863  u. 
1*7]  Seiten  für  ilie  6.  Auflage  (1904),  und  beim  I.  Band:  574  u.  [21]  Seiten 
•"  iler  4,  AuHage  (1895)  gegen  582  u.  [21]  Seiten  in  der  5.  Auflage  (1904), 
Der  Vergleich  des  jetzigen   Itl.  Bandes  mit  der  4.  Auflage  leigt  haupt- 
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sächlich  folgende  Änderungen  in  der  Einteilung  des  Stoffes:  Wshrend  in  äei^ 
Kapiteln  I  bis  ni  wenig  verändert  ist  und  insbesondere  in  II  und  m  alle  to^ 
Jordan  für  die  vorige  Auflage  neu  bearbeiteten  Paragraphen  unverändert 
berQbergenommen  sind,  so  dafi  z.  B.  anter  anderem  auch  neben 


w^yi-'^si 


-^yi  +  e 


Testgehalten  wird,  ist  nunmehr  im  Kapitel  lY  der  nenen  Äuila);e  alles  auf  d~_4 
sphärische  Dreiecks-  und  Koordinaten  berech  nun  g  der  Landmessung  nebst  eir^ 
fächern  ttbergang  auf  das  Ellipsoid  itir  lineare  und  für  geographische  Koori^^ 
uaten  sich  Beziehende  im  Zusammenhang  behandelt  Die  neuen  Kapitel 
liis  VII  entsprechen  ilen  Kapiteln  VI  bis  VIII  der  vorigen  Auflage,  und  an-  j 
hier  sind  die  von  Jordan  in  früher  VII  und  VIU  neu  behandelten  Paragraph  ^ 
unverändert  überuommen  worden.    Die  elf  Paragraphen  der  Jordanscben  1^9 

l)itel  IX  und  X  sind  in  das,  Übrigens  geniiu  gleich  eingeteilte,  jetzige  Kapitel  \ , 

zusammengezogen;  ebenso  sind  die  Kapil«!  XI  und  XII  der  letzten  Auflage 
dem  jetzigen  Kapitel  IX,  Uruudaufgabeu  der  Erdmessung,  rereinigt  und,  un  _; 
möglichster  Wahrung  des  alten  Textes,  doch  nicht  unwesentlich  erweitert.  ^H 
sonders  sind  die  jetzigen  §§  102,  105,  107  und  108  neu  hinzugefügt;  die  t^mm 
letzten  behandeln  die  Variationen  der  Schwerkraft  an  der  Erdoberfläche  (o^Ma 
auf  die  AuäfOhrung  der  (^-Messungen  nither  einzugehen)  und  ihre  geod&ti«c^He 
Folgen,  z.  B.  Rlr  das  Nivellieren,  für  das  die  „Schwere Verbesserung"  uat«r  "^3 
rückgreifeu  auf  die  §§  126  und  1^7  der  C.Auflage  des  II.  liaudes  entwickelt« — i^ 

Neu  hinzugefügt  hat  endlich  Heinhertz  ein  kurzes  (33  Seiten  umfassen«:^^ 
8chluBkapit«l  X;  „Orientienmg  eines  Dreiecks netzes  durch  Polhohe  und  Azink.  "^la 
z.  T.  in  Anlehnung  an  Jordan,  „(Jrund;eüge  der  astronomischen  Zeit-  und  C^ae 
beaümmung",  BerUn,  Springer  188.'i,  und  mit  Benutzung  von  Albrecht,  „I^^ 
mein  und  Hilfstafeln  für  geographische  Ortsbestimmungen",  3.  Aufl.,  Tiiii^  »  miI 
Engelmann  1894.  Die  behandelten  Methoden  sind afasicbtliefa  wenig zahlr^ä« 
nämlich  fUr  J»  Zenitdiatanzm essungen  von  Sternen  nahe  beim  Ost-  und  *V  mm 
vertikal,  für  das  Azinmt  Horizontal winkelmessuug  zwischen  Polaris  and  d«! 
terrestrischen  Zielpunkt,  endlich  für  ip  Zenitdistanzmessungen  von  Stemeo  il 
ZirkummeridiuniiteltuQg,  einschließlich  Polaris  (in  nicht  zu  kleinen  Breiten)  *t 
beliebiger,  bekannter  Zeit.  Die  qp-Bestiinmuug  mit  dem  Zenitteleskop  wird 
nur  angeführt;  dagegen  sind,  für  Zwecke  mit  weniger  weitgehender  Gen&ui^ 
keit,  auch  Messungen  flir  Zeit,  Breite  und  Azimut  mit  Benutzung  der  3oun« 
erOrtert.  Die  in  diesem  neuen  Kapit«!  besprochenen  Messungen  sind  da'^^ 
Zahleubeispiele  erläutert,  denen  Beobachtungen  vonHermCand.  math.  W.  Waif  . 
mann,  früher  einige  i^emester  lang  Schüler  von  Reinhertz,  z.  Z.  Assistent  , 
bei  Prof  Dr  Ambronn  auf  der  Sternwarte  Güttiugen,  zugrunde  liegen.  B»ff 
Wagemann  hat  auch  den  diese  Beispiele  begleitenden  Tert  geliefert,  wo'**' 
er  aich  an  die  vorhandenen  schriftlichen  Skizzierungen  von  Beinhertz  aog*" 
schlössen  bat. 

-Mit  dem  vorliegenden  Buche  ist  nun  die,  leider  einzige  Bearbeitung  '*^ 

Jurdanscbeu  Handbuchs  durch   lieiuhertz   abgeschlossen;  es   ist  dem  tx*^' 

•m  Werke,  aus  dem  seit  3(i  Jahren  so  viele  Belehrung  geschOpfl  bal»**'' 

Da,  daS  eine  Fortführung  in  ebenso  berufene  Hände  gelangen  inC^0* 

Auflage  des  U.  und  diu  6.  AuH.  des  I.  and  dieses  HI.  Bandes. 

J»rt.  
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^B,  M'eilding.  Dae  Eieerüiüttenweeen.  ErlSut.ert  in  acht  Vorträgen 
^m  (A»s  Natar  und  Geisteawell,  20,  Band.)  3.  Auflage.  Mit  15  Figuren, 
H  "VI  u.  116  8.  Leipzig  1908,  B.  0.  Teutmer.  fieh.  J(  I,—  ,  va  Leinwand 
■       e«h-  Jl  1,35. 

H  Der  Altmeister  der  EiaenhiUtenkuude  veröffentlicht  hier  H  Vortrüge,  die 

er  vor  Eisenarb  eitern  gehalten  hat.  Wieder  ein  Beispiel  dafür,  wie  gern  hoeh- 
st«?hende  Fachleute  sich  in  gemeinverständlicher  Weise  flber  ihre  Wisse  nach  afl. 
!luBem,  Dip  Neigung  dann  mag  in  einem  Lehrtriebe  edelster  Art  gesehen 
werdeo,  der  in  weitem  Kreisen  ein  Verständnis  für  die  Arbeit  des  Fachgelehrten 
^eoken  und  die  Bestrebungen  und  Ergebnisse  der  eigenen  Lebenstätigkeit  al 
Glied  des  Ganzen  zeigen  möchte,  ein  gewisses  Bedürfnis  nach  einer  richtig  zu 
Terstebeoden  Universalität,  das  gl  ür  kl  icherweise  so  oft  im  Herüen  des  auf  der 
Höhe  seines  Faches  stehenden  Forschers  keimt.  Wie  gerade  dieser  am  besten 
imstande  ist,  in  wirklich  ffnneifiversläiidlidn'i-  Weise  sein  Hebiet  dar/u stellen, 
dafür  gibt  die  vorliegende  BchriO.  ebenfalls  einen  Beleg.  Auch  füa-  diese  Tat- 
sache liegt  die  Erklärung  nahe.  Der  vollkommenste  Überblick  über  den  Stoff 
Tmöglicht  die  richtige  Auswahl  des  flir  den  vorgesetzten  Zweck  Wichtigsten, 
und  die  Oefalir,  in  pseudowissenschaftliche  Unverständlichkelt  zu  verfallen, 
ist  dem  gründlichsten  und  fruchtbarsten  Forscher  am  fernsten.  „Ea  gibt  nichts, 
was  sieh  hinterher  nicht  mit  einfachen  Mitteln  darstellen  ließe",  hui  einmal 
William  Thomson  gesagt. 

Narb  einer  Einleitung  tiber  die  w irisch aftlic he  Bedeutung  des  Eisens, 
gibt  der  Verfasser  dem  vorausgesetzten  Leserkreise  angepaßt«  Erläuterungen 
ftber  einige  notwendige  chemische,  physikalische  und  geologische  Grandbegriffe, 
'>ehandelt  dann  eingebender  die  Eisenerze  und  Brennstoffe  und  leitet  durch 
Beschreibung  der  verschiedenen  Eisensorten  zu  ihrer  Herstellungsweise  über. 
Dem  Erzeugen  des  Roheisens  und  des  schmiedbaren  Eisens  folgen  die  Ver- 
feiner ungsarbeiten  (Kohlung,  Desoxydation,  Schweißen,  Dichten  usw.]  und 
endlich  die  hüttenmäßige  Weiterverarbeitung  (Gießen,    Schmieden,   Walzen, 

Frühere  Hörer  des  Verfassers  werden  liesonders  aiich  durch  die  einfache, 

''■er  dem  allgemeinen  Verständnisse  künstlerisch,  raun  milchte  sagen  raffiniert 

angepaßte  Sprache  an  die  lebendige,  klare  mündliche  Yortragweise  des  Verfassers 

"fionert  werden.    Nur  wenige  Stellen  der  kleinen  Schrift  möchte  man  zuganst«n 

■"^ch  besserer  Einsicht  trotz  des  gegebenen  engen  Rahmens  etwas  eingehender 

"ehaadelt  sehen.     So  vrird  der  Zweck  der  Verkoblung  der  Brennstoffe  dem 

i&Undigen  nicht  recht  zum  Veratilndnisae  kommen,  das  auch  wegen  der  all- 

Renteineren   Bedeutung   dieses  Verfahrens   erwünscht  wiire.     Das  Woi-t  „An- 

'eichening"  wird  in  dem  Zusammenbange  noch  nicht  zu  einem  Begriffe.    Gerade 

'ler  Verfasser  würde  imstande  gewesen  sein,  den  nicht  teioht  zu  verstehenden 

'•"'eck  des  von  alters  her  ausgeübten  Verfahrens  faßlich  zu  begründeu.    Besonders 

*ner    würden    noch    mehr   zahlenmäßige  Angaben  erwünscht  sein.     Schriften 

'"loher  Art,  wie  die  vorliegende,  sind  nicht  nur  für  naturwissenschaftliche  und 

'echnische  Laien  nützlich,  sondern  auch  filr  Angehörige  anderer  Fachgebiete. 

^ie  viel  Nicht- Hüttenleute  mag  es  geben,  deren  Wissen  vom  Eisen  annähernd 

■inrch  den  Umfang  dieser  Schrift  gekennzeichnet  wird,  obwohl  sie  täglich  mit 

iier  Verwendung  des  Eisens  zu  tun  haben?    Diesen  Kreisen  namentlich  würde 

k^Wpielweise  mit  Angaben  Über  den  Brennstoffverbrauch  bei  den  verschiedenen 
"Sttenprozessen  gedient  sein,  die  Schrift  würde  dadurch  nicht  umfangreicher, 
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ihr  Wert  noch  erheblich  gesteigert.  Yielleicht  sieht  sich  der  künftige  Be&rl 
in  der  nächsten  Auflage  zur  Erfüllnng  dieses  Wimai^hes  veranlaßt,  den 
viele  Laien  mr  beaseren  Beurteilung  der  wirtschaftlichen  Seite  des  StoffeiS  ( 
werdeu.     Der  Verfasser  selbst  ist  ja  inzwischen  gestorben. 

Möcht«  diese  in  Anlage  und  Sorgfalt  der  Ausfiibrung  als  allgei 
verst&ndlicbe  Darstellung  vorbildliche  Schrift,  allgemeine  Verbreitung  fi 
auch  in  Schulen.  Das  Lesen  der  Schrift  aber  einen  der  wichtigatan  Gi 
stände  unseres  wirtschaftlichen  Lebens  ist  iBr  jeden  ein  tlenuB,  der  sich 
lieh  belehren  lassen  will.  Die  überall  eingestreuten  Anknüpfungen  und 
weise  auf  andere  technische  Gebiete,  auf  das  soitiale  und  kulturhistor 
zeigen  den  trotz  aller  Spezialisierung  weitblickenden  Fachmann,  der  bei 
festliehen  Delegenbeit  scherzhaft  von  sich  sagte:  „Sie  wissen,  meine  H( 
daB  ich  von  nichts  etwas  verstehe  als  vom  Eisen." 

Berlin.  A.  Rom 


•I.  A.  de  Signier.  Theorie  des  groupea  fliÜB.  Elemente  de  la  th 
des  groupes  abstraits.      I7fi  S.     Paris  1904,  Gau thier- Villars. 

Mag  auch,  nm  mit  Poincare  zu  sprechen,  die  Idee  des  Oruppenbeg 
implizit  ao  alt  wie  der  mathematische  Gedanke  sein,  so  hat  sie  sich  docl 
erst  bei  der  Behandlung  algebraischer  Gleichungen  klar  und  deutlich  d 
boten.  Die  Permutationsgruppen  bilden  daher  den  Ausgangspunkt  derGruj 
tbeorie.  Lagrange,  Ruffini,  Cauchy,  Abel  und  Galois  sind  die 
gründer  der  Disziplin,  und  (.'.  Jordans  fundamentaler  Trait4  des  subsütu 
et  des  erjuations  algebriques  bedeutet  für  sie  einen  Markstein.  Die  Erksni 
daß  bei  einer  Gruppe  nicht  die  Art  der  Darstellung  der  Symbole,  sonden 
Gesetz  für  ihre  Kombination  den  springenden  Punkt  bildet,  die  Prinzipiei 
Theorie  der  Permutationsgruppen  also  einem  abstrakteren,  allgemeinereti 
dankenkreise  angehören,  ist  wohl  am  frühesten  von  Cayley  und  Krone 
ausgesprochen  worden. 

Wieviel  auch  die  Theorie  der  Permutationsgruppen  Frankreichs  Forst 
zu  verdanken  hat,  so  kann  man  nicht  behaupten,  daß  die  abstrakte  6ni| 
tieorie,  die  vomehmlich  von  englisch  und  deutsch  sprechenden  Gelehrten 
gebaut  wurde,  die  trauzßsischen  Mathematiker  besonders  angezogen  hat. 
so  erfreulicher  ist  es,  ein  von  einem  französischen  Gelehrten  gesohriebenes  ^ 
der  abstrakten  Gi-uppen tbeorie  anzeigen  zu  können.  Der  vorliegende  «rst« 
behandelt  unter  dem  Titel  „^lementj^"  ausschließlich  die  abstrakte  Grv] 
tbeorie,  ohne  von  der  Natur  der  Elemente  irgend  welchen  Gebranch  zn  ma 
Ein  zweiter  Teil,  in  dem  auch  die  Perniutationsgmppen  verwendet  wi 
sollen,  wird  unter  dem  Tit«l  „Complements"  erseheinen.  Auf  den  erstM 
Seiten  erfahren  die  Mengen  nach  G.  Cantor  eine  kurze  Behandlung,  UI 
in  endliche  und  unendliche  einzuteilen.  Hierauf  definiert  der  Verf.  die  Or 
als  eine  besondere  Gattung  eines  corps.  unter  einem  Corps  wird  von  de  8ig 
durchgebend  eine  Menge  von  endlich  oder  unendlich  vielen  Element« 
Alanden,  die  miteinander  nach  einer  derartigen  Vorschrift  komponiert  wa 
kSnnen,  daß  fUr  irgend  drei  Elemente  stets  das  assoziative  Prinzip  erfUII 
Kommen  zu  diesem  Postulat  des  assoziativen  Charakters  noch  die  zwei  irat 
hinzu,  daß  zu  irgend  zwei  Elementen  a  und  b  des  corps  stets  in  ihm  en 
ein  Element  x  existieren  soll,  so  daß  ax^=b  wird,  und  zweitens  in  3 
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mettit  y  vorhanden  sein  soll,  ao  daß  ifa  =  fi  wird,  so  ist  der  corps  Kine  Gruppe 
im  üblichen  Sinnt:.  Die  AbgeschloBSenheit  ihrer  Elemente  in  bezug  auf  die 
Komposition  erscheint  dann  als  beweisbarer  Lehrsatz.  Dies  ist  die  erste  von 
Huntington  (Bulletin  American  11.  S.  8,  296)  gegebene  G nippende flnition 
durch  drei  unabhängige  Postulate.  De  Scguier  setzt  Übrigens  nicht  voraus, 
da-ß  a  alle  Elemente  des  corps  durchlauft;  es  genSgt,  daß  für  a  alle  erzuu- 
jzenden  Elemente  des  corps  gesellet  werden,  d.  h.  alle  diejenigen,  durch  deren 
Komposiläon  sämtliche  Elemente  des  corps  entstehen.  An  Stelle  der  ge- 
gebenen Definition  würde  man  gegenwärtig  wohl  zweckmäßiger  eine  auch  von 
Huntington  in  einem  neueren  Aufsätze  (Transactions  American  M. S.  6,  183, 
1905),  als  „more  convenient"  bezeichnet«  Definition  von  Moore  durch  unab- 
hän^ge  Postnlat«  treten  lassen.  Ich  würde  sie  in  der  Dicksanschen  Form 
(^Traneactiona  American  M.  S.  6,  199,  1905,)  wählen.  Nach  ihr  wird  ein  corps 
eine  Cmppe,  wenn  außer  dem  Postulat  der  Assoziativität  (I)  noch  die  folgen- 
den   drei  Postulat«  gelten: 

n.  Das  Produkt  irgend  zweier  Elemente  des  corps  ist  ein  ihm  angahöriges 
eindeutig  bestimmtes  Element. 

III.  Der  corps  «nthslt  wenigstens  ein  rechUhfindiges  Einheitselfimenl  t, 
so   daß  für  jedes  Element  des  corps  die  (.lleiohung  ai  ^  a  gilt. 

r\'.  Existieren  darartige  Einbeitselemente  i,   so  soll  für  ein  besonderes  i 
tuid    jedes  a  des  Corps  die  Gleichung  aT  ^  i  innerhalb  des  corps  lösbar  sein. 
Die  drei   vom  Verf.  angegebenen  Huntingtonschen  Postulate  zur  De- 
finition einer  Gruppe  sind,  ebenso  wie  die  vier  Moore-Dicksonschen,   von- 
pina-nder  unabhängig,  d.  h.  keines  von  ihnen  ist  aus  den  anderen  als  beweis- 
barer Lehrsatz  herleitbar.     Fügt  man  zu  den  drei  Huntingtonschen  oder  den 
vier    Moore-Dicksonschcn  Postulaten  noch  das  weitere,   daß  der  corps  nur 
die   endliche  Anzahl  n  von  Elementen  besitzen  soll,  so  wird  durch  die  Hinzu- 
nähme  des  weiteren  Postulats  die  Unabhängigkeit  nicht  gestört    Um  dies  nach- 
zuweisen, reichen  de  Seguiers  Betrachtungen  nicht  aus;    vielmehr  wäre  die 
Unabhängigkeit  der  Postulate  bei  der  Voraussetzung,  daß  der  corps  n  Elemente 
«Dthalten  soll,  etwa  nach  Huntington  zu  erweisen.     Der  Zusatz  „ahelien" 
auf  S.  f.  Z.  10  von   unten  bei   dem  Nachweis  der    [Jnabhängigkeit  der  drei 
Postulat«  und  der  Satz  „Cette  conditaon  est  toiijours  reinplie  si  ft  est  ab^lien" 
!.'>'  7,  Z.  12)  widersprechen  sich;  beide  zitierte  Stellen  sind  zu  streichen. 

Sehr  eingehend  untersucht  Verf.  die  Definition  einer  firuppe  durch  ein 
System  von  Gleichungen.  Hieran  schließt  sich  eine  kürzere  Betrachtung  der 
ntionalen  und  irrationalen  Zahlen,  die  sich  sowohl  in  bezug  anf  additive,  als 
»ich  auf  moltiplikative  Verknüpfung  als  Gruppen  auffassen  lassen.  Der  Schluß 
''«'  ersten  Kapitels  behandelt  sehr  gründlich  den  endlichen  Galoisschen  K5rper. 
Il"s  Verf.  Ausgangspunkt  ist  ein  Abelscher  corps  C,  dessen  Elemente  auf  zwei 
*rten  verknflpfbar  sind.  In  bezug  auf  die  erst«  Art  der  Verknüpfung,  die  als 
Addition  bezeichnet  wird,  ist  C  eine  additive  Gruppe.  Hire  Einheit  sei  mit  U 
Mzeiciinpt_  Für  die  zweite  Art  der  Komposition,  die  Multiplikation  heiße, 
»*ll  C—  u  (d,  h.  C  mit  Ausschluß  der  Einheit  der  additiven  Gruppe)  ebenfalls 
*"^^  Gruppe  sein.  Für  irgend  welche  i  und  y  in  C  soll  a:-0  =  0-x  =  0  sein; 
I  r  k*"^  ^°^^^  ^^^'  "*°°  ^i*  =  0  ist,  entweder  x^O  oder  y  =  0  ist.  Sohließ- 
1  "'h  Soll  die  Multiplikation  in  bezug  auf  die  Addition  distributiv  sein.  Ein 
I  ""artiger  corps  heißt  nach  allgemeinem  Gebrauch  ein  Körper  oder  Feld  (champ). 
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Abstrakte  Definitionen  für  einen  Körper  oder  ein  Feld  gehen  auf  H.  Weber 
(Math.  Ännalpn  43)  und  E.  H.  Moore  znrfick.  Die  Frage  nach  Definitionen 
eines  Körpers  durch  voneinander  unabhängige  PoBtulate  wird  gegenwärtig  von 
DickBon  und  Huntington  (Transactions  American  M.  S.  I,  1903  und  6, 
1905)  eifrig  studiert.  Die  Worte  des  Verf.:  „Les  postulats  qui  le  (le  champ) 
caracterisent  aont  evideniment  indepeudants"  (8.  27)  sind  unzulänglich.  Ent- 
hält C  nur  eine  endliche  Anzahl  von  £lement«n,  so  hat  m»n  nach  einem 
Mooreschen  Satze  einen  endlichen  Galoisschen  Körper,  dessen  Ordnung  eine 
Primzahlpotenz  ist. 

Kap.  H  behandelt  die  Unterginippen,  ihre  Zerlegung  nach  einem  einfachen 
oder  einem  Doppelmodul,  den  Homomorphismus,  die  SjlowBchen  Sätze, 
Kompositiona-  und  Hauptreihen  einer  Gi-uppe,  schließlich  die  zerlegbaren 
(rruppen.  Im  Zusammenhang  mit  der  Kompositionsreibe  beschSftigt  sich  Terf. 
eingehend  mit  dem  von  ihm  sogenannten  „groupe  speeial."  Auf  8.  89  muß 
seine  Charakterisierung  lauten:  „Si  tout  groupe  {&cteuiÄf_JA^(Ay  —  (?)  d'une 
Beule  fi^rie  principale  G,  Ä,,  A^,  .  .  .,  A^  ~  1  d'un  groupe  G  a  ses  elenaentü 
normaus  dans  G/Ä_,  G  est  speeial."  Ebenso  ist  auf  8.  89,  Z.  9  „dans  G"  in 
„dans  G/B"  zu  änUem,  Die  vom  Verf.  sogenannte  spezielle  Gruppe  ist  auch 
sonst  In  der  Literatur  aufgetreten  (W.  Burnside,  Theory  of  groups  of  finite 
order,  S.  11h).  Eine  charakteristische  Eigenschaft  für  sie  ist  ferner  noch,  daß 
sich  jede  ihrer  Untergruppen  in  eine  Kompositionsreihe  einordnen  laßt  (vgl 
des  Bef.  Aufsatz  in  den  Matli.  Annalen  55,  07). 

Das  dritte  Kapitel  ist  den  Abelachen  Gruppen  gewidmet.  Wie  überall 
werfen  auch  hier,  obgleich  die  endlichen  Gruppen  der  vomehmlichste  Gegen- 
stand der  Untersucbimg  sind,  die  unendlichen  in  den  Kreis  der  Betrachtung 
gezogen.  Die  vom  Verf.  (S.  98)  untersuchten  unendlichen  Abelachen  Gruppen, 
die  eine  Basis  besitzen  und  keine  Elemente  imendlicher  Ordnung  enthalten, 
hat  übrigens  auch  H.  Weber  (Math.  Ann.  i8,  -139)  hetrachtet. 

Das  Schlußkapit«!  gilt  der  eingebenden  Behandlung  der  Gnippen  von 
Primzahlpotenzordnung.  Zu  ihrer  Charakterisierung  bedient  sich  der  Verl',  des 
Begriffea  „figure",  den  er  auf  folgende  Weise  definiert;  „1,  A^,  J,,  .  ,  .,  A^=^G 
etant  une  serie  speciale  du  ffL  =  G  et  AJAi_^  ayant  le  type  («j,  6^,  .  ,  .) 
(117,  non  115),  je  dirai  que  le  Symbole  (a,,  h^,  ,  .  .),  (oj,  &,,...),  ...  est 
la  figurede  G"  (S.  113).  Die  Reihe  1,  J,,,  J,, . . .,  J,=  G  heißt  eine  Spezial- 
reihe,  wenn  die  Faktorgruppe  AjÄ^_i  le  central  von  GjA^^y  ist  (S.  87). 
Gruppen,  die  eine  Spezialreihe  besitzen,  sind  identisch  mit  den  oben  erwähnten 
speziellen  Gruppen.  Die  Gesamtheit  invarianter  Elemente  einer  Gruppe  nennt 
Verf.  le  central  der  Gruppe  (S.  ft7).  Der  Typus  ffti,  k^.  .  .  .,  k)  einer  Abel- 
schen  Gruppe  von  Primzahlpotenzordnung  p*  bedeutet  in  üblicher  Waise  die 
Ordnungen  p*',  jA,  .  .  .,  j/-  der  (i  erzeugenden  Elemente  eines  Basissy stein s.  Ich 
habe  hier  an  einem  Beispiel  eine  Beihe  vom  Verf.  neu  eingeführter  BezeichnongeD 
wiedergegeben. 

Hoffentlich  wird  der  zu  erwartende  zweite  Teil  zur  bequemeren  und 
leichteren  Orientierung  einen  ausfilhrlicben  Index  bringen.  Durch  die  zahl- 
reichen neuen  Namen  und  eine  kurze  Ausdrucks  weise  hat  Verf.  auf  dem  ge- 
ringen Räume  ein  sehr  großes  Material  zusammengetragen.  Zwar  sind  die  be- 
nutzten Eilfssätze,  wenn  sie  sich  darboten,  bewiesen;  trotzdem  hat  de  Signier, 
wie  mir  scheint,  infolge  der  knappen  und  kondensierten  Darstellung  e    ' 


R«Bensionen. 

Einführung  bestimniti:!,  Lehrbuch  geschaffen.  Die  neueste 
ljit«ratur  ist  dem  Verf.  wohl  bekannt  und  von  ihm  auf  das  geschicliteste  be- 
nntzt  worden.  ]n  zwei  beigefügten  Noten  werden  die  BewegungBgnippen  sowie 
Eleineritarteüer,  lineare  Gleichungen  iind  lineare  KongTuensen  behandelt. 

1.""'-" " 

^^^riedril'h  Kuhn.  Fragen  und  Aufgaben  aus  dem  Anrangakapitel 
H  der  Planimetrie.  K".  VIR  u.  48  S.  Münthen  19(ifi,  R.  Oldenbourg, 
■^     Geh.  Jl  0,Sn. 

^pt.  8rbust«r.  Geometrisohe  Aufgaben  und  Lehrbuch  der  Geometrie. 
Planimetrie  —  Btereometris  —  Ebene  und  aphäriaohe  Trigono- 
metrie. Nach  konstruktiv  analytischer  Methode.  Ausgabe  B.  Plani- 
metrie für  Progymnasien  und  Rpalschulen.  Mit  '1  lithographisrihen 
I  Tafeln.  Zweite  AuÖape.  «".  VIII  u.  HR  8.  Leipzig  1306,  B.  G.  Teuhnev. 
I  Oeb.  Jt  1,80. 
(  Kuhn  sucht,  den  Weg  zu  zeigen,  auf  dem  es  möglich  ist,  die  Schwierig- 

Ireiten  des  planinietriacben  Anfangsunterrichtes  ohne  Hilfe  eines  Vorkursus  /ii 
Hberwinden.  Poch  ist  sein  Buch  Huch  für  die  Verwendung  an  Schulen  be- 
stimnil,  die,  den  preußischen  Lohrplünen  entsprechend,  einen  propädeutischen 
Kiirsns  haben.  Das  Büchlein,  das  besonders  auch  xu  frdhzeitigeni  Zeichnen 
™it  Zirkel  nnd  Linea!  anregt  und  die  praktJHehe  VerwnrtbarVpit  vielfach  bn- 
''>nt.  ist  durchaus  empfehlenswert. 

Rehustera  Planimetrie  Ausgabe  B  bat  in  der  zweiten  AuÜage  an  Brauch- 
••arkeit  entschieden  nncb  gewonnen.  Bei  gewissen  vorbildlichen  Aufgaben 
''Tircle  die  Frageform  durch  die  Aussageform  ersetil,  so  daB  aus  der  Aufgabe 
'las  Musterbeispiel  wurde.  Den  wichtigsten  Lehrsftt/en  wurden  knappe  Beweise 
binxugefiigt .  Außerdem  wurden  "inige  t'mctpllungen  vorgenommen.  Wie  hier 
■•^hon  1903  in  Band  V  S.  153  ausgesprochen  wurde,  dürfte  es  zweckmäßiger 
"■"iri,  Kapitel  III  und  FV  in  anderer  Einzelgruppierung  zusammen  zuarbeiten, 
•"'nitial  wegen  der  ja  auch  von  Schuster  beacbtcteu  Zusamnienbehandlung  von 
•i^ongmenzsätzen  und  Konstruktionsaufgabi^n,  anderseits  \aa  der  natürlichen 
Zeitenfolge:  einfaches  Dreieck  (ohne  Transversalen),  Dreieck  mit  Transversalen 
"esaer  zu  entsprechen. 

Gera. E    Kullrich. 


'*niielin  Wiuter.  Stereometrie.  Lehrbach  nnd  Aufgabensammlung  für 
Hchulen,  Vierte  Auflage,  8".  IV  u.  116  8.  München  1906,  Theodor 
Ackermann.  Geh.  Jl  i,60. 
Von  Winters  Stereometrie  wurden  die  ersten  beiden  Auflagen  in  den 
l'it-  Ber.  XXXVllI  und  LVI  hier  anerkennend  besproi-hen.  Die  neuen  Figuren 
W  vierten  AnflagB  sind  brauchbar.  Wenn  die  dritte  und  vierte  Auflag  sonstige 
■^Dderimgen  nicht  gebracht  haben,  so  ist  das  bezüglich  der  Nichtberücksichtigunp 
*lfr  Einfilbnmg  ins  Körperzeichnen  zu  bedauern.  Zu  den  kleinen  künftig  ab- 
tuetellenden  Mängeln  gehilren  Sätze  wie  %.  30  Z.  9  von  unten:  „Dies  in  die 
ente  Gleichung  eingesetzt  gibt"  und  der  entsprechende  Satz  S.  65  Mitte. 
Gera. E.  Kpiabioh. 
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A.  Sicbenberger.     Übungebaob  zur  Algebra.     Erste  Abteilung.    Erst« 
lind  7.weit«  Stufe  der  Bechoungs arten  eioscbließlich  der  linearen  Gleichungen 
mit  einer  und  mehreren  unbekannten.     Fünfte  Auflage.     Bearbeitet  von 
Aieiander  Schmid.    8".    VT  u.  106  S.    Mflnchen  1906,  Tb.  Ackermann. 
Geb.  JC  1,35. 
Frauz   Ho^uvar.     Lehr-   und   Übungsbuoh   der   Arithmetik   für   die 
unteren  Klasse a  der  Gymnasien  und  verwandten  Lehranstalten. 
Mit    3    FiRuren.     Setbsti-    Auflage.     Ö".     IV    u.    155   S,     Wien    19(11',,    \\ 
Töinpsky.     geb.  2  K  10  b. 
Von  den  recbt  brauchbaren  aritlunetisclien  Büchern  von  Sickeeberger 
und  Hocevar  siud  neue  Auflagen  notwendig  geworden.  In  die  erste  Sammlung 
wurden  mit  Recht  noch  einige  weitere  zweckentsprechende  Testaul'gaben  auf- 
genommen. E'ortbleiben  können  künftighin  Übungen  wie  7«+  +  +  6«  (8. 10), 
Der  Einfuhrung  dreifacher  Zeichen  bedarf  es  wirklich  nicht.    Hocevars  Lehr- 
imd    Übungsbuch   ist  ein    unveränderter  Abdruck    der   fflr  Österreich    „durch 
Ministerialerlaß  allgemein  Kulässig  erklärten"  fünften  Auflage.    Auch  anderweit 
kann  dag  klar  und  praktisch  geschriebene  Buch  gut  verwendet  werden.     Es 
bietet  den  Stoff  der  preußischen  Lehrpl8ne  für  VI  bis  U  111  uud  außerdem  die 
linearen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekaonten, 

Gera.  E.  Kollkii;u. 

H,  Thieme.     Leitfaden  der  Mathematik  für  Gj'mnasifin.     Ei-ater  Teil: 

Die  Unterstufe.    Dritte  Auflage.     S".     103  S,     Leipzig  1907,  G.  Fre^ytag. 
Geb.  M  1,60. 
F.   Pietzker,      Lehrgang  der  Elementar-Mathematik  in   zwei  StQfen. 

Teil  T.    Lehrgang  der  Unterstufe  {enthaltend  den  Lehrstoff  t^  die  sechs- 
klaSfligen  höheren  Schulen,    sowie  für  die  unteren  und  mittleren  Klassen 
der  Vollanstallen),     8".     XII  u.  318  S.      Leip/.ig  1EI06,  B.  G.  Teubner. 
Geb.  Jl  3,20. 
Das  Hornsche  Lehrbflchervcrzeichnia  für  Preußen  weist  in  seiner  zweiten 
Ausgabe  von  1906  als  gegen  1901  neu  liinKUgekommen  auch  Thiemes  Mathe- 
matik nach  (Nr.  858);  mfige  eine  recht  bald  folgende  Ausgabe  Horns  gleich 
Gönfltiges  ftber  die  Einführung  von  Pietzkers  Lehrbuch  zu  berichten  haben! 
Jedenfalls  sind  die  beiden  ersten,  oben  im  Titel  angezeigten  Teile  von  Thiemes 
und  Piet/.kers  Lehrbuch  als  sehr  erfi-euliche  Erscheinungen  zu  bezeichnen,  da 
nie  der  Aufgabe,  die  sie  sich  stellen,  in  vollstem  Maße  gerecht  werden.    Dabei 
ist   freilich    diese    Aufgabe    für    beide    Bücher    eine    durchaus    verschiedene. 
Thieme   will   den  nnentbebrlichsten   Stoff  in  denkbar  größter  Kürze  bieten; 
dahingegen  will   Pietzker   ein  in  methodologischer  Beziehung  neues  Schul- 
buch   schaffen    und   muß    daher  eine  breitere  Ausgestaltung  eintreten  lassen. 
So  wird,  wer  knappe  Lehrbücher  liebt,  dem  Schüler  nicht  gerade  Pietzker  in 
die  Hand  geben,  auch  wenn  er  selbst  das  Buch  gern  dankbar  benutzt.    Wer  eine 
ausführliche  Darstellung  den  Schülei-n  mitgeben  will,   dem    wird   andrerseits 
Thieme  nicht  gentigen. 

Auch  von  Thiemes  Standpunkt  aus  erscheint  neben  manchem  Arith- 
metischen in  der  Geometrie  als  zu  kurz  behandelt:  der  verallgemeinerte  pjtba- 
goreische  Lehrsatz  und  der  8at.z  von  den  Ergänzungsparalleiogrammen,  die  beide 
nur  als  Übungen  Aufnahme  finden.     Demgegenflber  macht  sich  im  VoAimM 
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LTches  Fomielhatle  allzD  breit.  rrmstelluDgeii  werden  sich  empfehlen  auf 
.  34.  d«  die  Höhen  erst  8|iater  /.u  behanAeln  siBd,  und  auf  S.  34,  wo  eine 
organische  Verhindimg  der  Grund  aufgaben  für  die  DreieckskonNtruktioa  mit 
*ien  KuQgruenzsätxen  Torteilliaft«r  wäre.  S.  26  unten  bleibt  künflig  „derselben 
Ebeae"  besser  fort. 

Pietzker  will  durch  sKin  Lehrbuch  die  von  der  Meraaer  Kommissiun 
uinpfohlene  Gestaltung  dfs  ünterrichtsgangos  in  der  Schutbuchliteratiu',  wo  sie 
l>isher  keinem  Buche  das  besondere  Gepräge  aufgedrückt  hatte,  zur  Geltung 
liringen.  Wahrend  &n  der  StoffVert.eilung  gegen  die  geltenden  preußischen 
Ijefarptäne  nichts  geändert  ist,  soll  die  Erziehung  zur  Gewohnheit  des  funktionalen 
Denkens  dem  Lehrbuch  sein  besonderes  Gep rüge  geben.  Das  meiste  Dargebotene 
wird  die  vielseitigst«  Zustimmung  finden,  da  überall  peinlichste  Sorgfalt  und 
laDgjührige  ünlerrichtserfahrung  die  Feder  gefllhrt  haben.  Einige  Druckfehler, 
die  Redewendung  ,/eirat  sich"  und  die  Ausdrücke  „natürlich"  und  „selbstver- 
ständlich" werden  leicht  za  beseitigen  sein.  Referent  wftrde  die  S,  202  be- 
nutzt« Ähnlichkeit  im  Raum  zurückstellen  und  erst  S.  283  angliedern.  Nicht 
korrekt  genug  ist  die  Angabe  S.  253  aresin  |^  sei  der  „Bogen  orfw  Winkel"  vom 
Sinus  im  Werte  1^  und  wenig  glücklich  die  Bezeichnung  aro  log  sin  (11,851182  — 10) 
auf  S.  256  (es  ist  dies  zu  lesen:  derarcus,  dessen  log  sin  den  Wert  9,85982— 10 
hat).  Am  besten  werden  solche  /.usammengesetzten  Bezeichnungen  ganz  ver- 
mieden, was  sehr  gut  möglich  ist. 

Für  die  Geometrie  geben  Thienie  und  Pietzker  auch  i 
Aufgab enmaterial.  Daß  die  sorgfältige  Durchführung  der  Zeichnung  h 
Konatntktionsaufgabe  das  eigentliche  Ziel  ist,  hätt«  mehr  betont  werden  kiinnen. 
Es  tritt  nicht  genug  hervor,  wenn  Thieme  S.  40  sagt:  „Die  Konstruktion  ist 
"lie  Angabe  der  einzelnen  Zeichnungen,  mittels  deren  man  ans  den  gegebenen 
Stöcken  die  gesuchte  Figur  erhalt".  Pietzker  äußert  sich  auf  S.  144  ähnlich. 
°*i  heiden  wird  nicht  auf  das  Parallelenzieheu  mittels  des  Schiebedreiecks  hin- 
gewiesen. 

Im  Anhang  wird  von  Pietzker  im  wesentlichen  das  Mehr  an  Stoff  für 
'''p  Realanstalten  behandelt,  und  den  Beschluß  macht  bei  ihm  ebenso  wie  bei 
'  "i©me  ein  hübscher  Abschnitt  über  graphische  Darstellung  von  Funktionen 
"""1    <lie  graphische  Lösung  von  Gleichungen. 

Der  Druck  und  die  Figuren  sind  in  beiden  Hüchcm  gut.  Pietzker  be- 
'"*'~'.t  in  der  Projektionslehre  ^  Farben.     Leider  schließen  sich  dabei  die  ver- 

redenen  Farben  in  einer  Figur  nicht  immer  genau  g"nug  aneinander  an. 
Qera.  E.  Kitllhich- 

"^■■irich  NQUer.    Tieretellige  Logarithmen-Tafeln.     Für  die  Hand  der 
Schüler    jiiisammengestellt.    8".   6  S.  Leipzig    lOOti,  B.  G.  Teubner.    (ieh, 
.4  —,25. 
•   Ilicht*r.   Drefatnllige  logaritbniisohe  und  trigonometrisohe  Tafeln. 

Taschenformat,     8  8.     Leiprig  1ft07,  B.  G.  Teubner,    Geh.  J(.  —,20, 

Heinrich  Müllers  Tafeln  empfehlen  sich  da,  wo  man  mit  vierstelligen 

Itfeln  auskommen  kann,  durch  ihre  Wohlfeilheit.     Sie  werden  noch  bequemer 

"  benutzen  sein,  wenn  künfiig  Tafel  Ä  auf  S,  2  und  3  kommt,  die  Tafeln  B 

''™  C  entweder  auf  S.  1  oder  auf  S.  6.     Bei  vierstelligen  Tafeln  kann  und 
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innß  man  eine  Anordnung  vermeiden,  die  ein  nmhlattern  bei  Benutzung  ein- 
und  derselben  Tafel  erfordert. 

0.  Richters  Tafeln  sollen  in  Schulen,  die  der  RinfBU'lligeD  Ix>garithmen- 
tafel  nicht  entraten  können,  neben  diesen  und  zwar  im  besondem  bei  Aus- 
wertung der  von  den  Schölern  angestellten  Beobachtimgea  als  Ersatz  eines 
Rechenschiebers  dienen.  Sie  sind  als  recht  handlich  und  preiswert  zu  empfehlen. 
In  den  Erläuterungen  auf  S.  2  wäre  zu  vermeiden  gewesen,  dafi  log  tan  nnd  a 
auf  zwei  verschiedenen  Zeilen  sieben;  anch  ist  log  tan  a  nicht  =  9,166,  sondern 
9,166  —  10;  endlich  stört  in  derselben  Zeile  das  Gleichheitszeichen  zwischen 
Jl  und  3. 

Oera.  E.  Kullhich. 


Paul  Ziihlke.     Ausführung  olementargeometrieober  Konetraktionen 

bei  ungüiiBtigen  LageTerhältniasen.    fi".    16  S.    Leipzig,  B.  (i.  Tenbner. 

Steif  geh.  Ji  I, — . 

Zflhlkes  an  einen  in  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft  (2ö.  S.  051 

gehaltenen  Vortrug  anknüpfende  Arbeit  ist  empfehlenswert  als  wohlgeeignet  lur 

Förderung  liebevollen  Zeichnens  in  der  Geometrie.     Für  jeden  Lehrer  ist  es 

notwendig,  sich  über  die  wirkliche  Durchführung  des  Zeichnens  bei  »ngünstigen 

Lageverhältnisaen  zu  orientieren,    und  gelegentlich  wird  aiich   im  Unterricht 

hiervon  etwas  geboten  werden   können.     Besonders   den  fftr  die  Mathematik 

interessierten  Schülern  wird  man  Zühlkes  Schrift  zum  Selbststudium  und  zar 

Anregung  der  Selbstbetfttignng  In  die  Hand  gehen  können. 

Gera.  E.  Kiillrirk. 


AntTonomiBoher  E&lender  für  1907.    Herausgegeben  von  der  k.  k.  Sternwarte 

zu  Wien.    8".    Liil  S.  und  Notiiblätter.     Wien  1907.  Karl  Gerold'»  Sohn, 

Geh.  Ji  2,40. 

Der  Jahrgang  1907  des  frtlher  schon  hier  empfohlenen  Astronomischen 

Kalenders  bringt  nur  geringe  Änderungen.    In  den  Beilagen  behandelt  Weiß 

wiederum  „Neue  Planeten  und  Kometen"  und  außerdem  „Phasen  des  Satnm- 

ringes  im  Jfthre  1907." 

Ger».  E.  Ki:tl,lbich. 


igeben  von  der  k.  k.  Stemwart« 
gster  Jahrgang.    Wien   1908, 


ABtronomiaoher  Kalender  für  190B.   He 

zu  Wien.     Neue  Folge.    8".  Siebenun<li 

K.  Gerold's  Sohn.  Geb.  JC  2,40. 
Das  Bftndchen  entbUlt  auf  164  Seiten  außer  einem  ausführiichen  und 
astronomischen  Eaieudarium  eine  FAile  von  astronomLschen  Tabellen,  aus  denen 
ich  nur  eine  Fortaetzun;;  und  Vervollständigung  des  zuletzt  im  Jahrgang  1H97 
gegebenen  Verzeichnisses  der  berechneten  Kometenbabnen  hervorhebe.  Bei- 
gegeben sind  lemer  Abhandlungen  der  Herren  J.  Holetschek:  über  die  Sicht- 
barkeit eines  Planeten,  H,  Jaschke:  über  die  rasche  Einregnlierung 
zifiion spendein  und  E.  Weiß:  Neue  Planeten  und  Kometen. 

Berlin.  A.  Baku« 


Vermisclite  Mitteilungen. 


1.  Aufgaben  und  Lelirsätze.    Lösungen. 

A.  Aufgaben  and  Lehrsfttie. 

198.  Die  Kreise,  die  eine  Schar  von  parallelen  Seimen  einer  Ellipse  mit 
den  Halbachsen  a,  b  zu  Durchmessern  haben,  umhüllen  eine  neue  konzentrische 
Ellipse,  deren   große   Halbachse   die    zu   den    Sehnen   konjugierte   Richtung 

besitzt  und  gleich  Ya*  +  b*  ist,  imd  deren  kleine  Halbachse  gleich  dem  in 
der  Sehnenschar  yorkommenden  Halbmesser  der  gegebenen  Ellipse  ist.  Die 
Brennpunkte  liegen  auf  der  gegebenen  EUipse  in  den  Endpunkten  des  zu 
der  Sehnenschar  konjugierten  Durchmessers.  Alle  Ellipsen,  die  man  in 
dieser  Weise  für  jede  Richtung  der  parallelen  Sehnen  erhält,  sind  der  ge- 
gebenen Ellipse  umgeschrieben  und  dem  Kreis  mit  dem  Radius  Y  a*  -\-  b* 
eingeschrieben. 

Wie  heißen  die  entsprechenden  Sätze  für  Hyperbel  imd  Parabel? 

Straßburg  i.  E.  Paul  Epstein. 

199.  Ein  Kurvenbüschel  2.  Ordnimg  ist  allgemein  durch  ein  Paar  Pol 
und  Polare  und  durch  zwei  Paare  konjugierter  Punkte  bestimmt.  Welche 
Gleichung  hat  dieser  Büschel,  wenn  der  Fimdamentalecke  x^a^  ^=^  0  der 
Strahl  ^OiiXf «» 0  polar  imd  den  beiden  anderen  Ecken  des  Dreiseites 
x^x^x^*^  0  die  Punkte  qx^  »  ß^  und  QXf  =  y^  konjugiert  sind? 

Holzminden.  G.  Kober. 

'  ■ 

200.  D^terminer  les  courbes  gauches  qui  sont  en  meme  temps  courbes 
de  Bertrand  et  :1®  g^odesiques  de  coaes;  2^  courbes  sph^riques. 

Nivelles  (Belgique).  J.  Rose. 

201.  Gegeben  ein  Kreis  und  die  Tangente  im  Endpunkte  B  eines  festen 
Durchmessers  AB.  Man  ziehe  yon  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Tangente 
die  Gerade  PA  und  die  Tangente  FC  an  den  Kreis  und  ziehe  PZ,  sodaß 
Winkel  CPZ  gleich  Winkel  AFB  ist.  Gesucht  die  Umhüllungskurve  der 
Geraden  PZ  nebst  den  aus  der  Konstruktion  leicht  sich  ergebenden 
Eigenschaften. 

Münster.  stud.  math.  Abthub  Wiefbbich. 


I 
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B.  LSbuhko- 

Zu  14  (Bd.  I,  S.  370)  (E.  N.  Barisifln).  —  L'hyperbole  d'ApoUonius  reU- 
tive  a,  cbacua  dea  points  d'une  ellipse  enveloppe  ane  Kreuzkurve.  Les  pointä 
d'intersectiou  des  deux  byperbolea  d'ApoUonius  relatives  a  deux  points  couju^es 
de  l'ellipse  sont  situes  sur  une  Kreuzcurve  homothetique  ä  la  precedent*.  — 
Les  pieds  des  trois  normales  menees  du  point  («,  P)  ä  1' ellipse  -j  +  p  =  1 
sont  situes  sur  l'hyperbole  d'ApoUonius  c^xy  +  li^px  —  «*ay  =  0,  Le  poiiit 
{o,p)  etant  sur  la  meme  ellipse,  ses  coordonu^es  seront  (tt  uos  ip,  6  sin  91I 
Oes  valeurs  tmoslormeut  l'equatioii  pr^c^dente  eu 

i^i'y  -f  b^T  sin  tp   -  a^y  cos  gi  =  0. 
Perivaul  par  rapport  ä  qi,  il  vieut 

fi'y  cos  ip  +  a'yam  ff  =  0. 
Tirons  de  lä  les  valeur»  de  sin  9,  cos  (p  et  l'ormons  la  somme  des  carr^;  nous 
anrons  alors  pour  equatioQ  de  i'enveloppe  de  l'byperbole :  —,-\ — ^  =  c*,  equatioti 
qui  represente  une  Kreuzcurve.  D'ailleurs  cette  i'uurbe  est  aassi:  l"  le  lieu  du 
pole  de  la  corde  normale  MN  eii  ud  point  M  de  l'ellipso  par  rapport  ä  cette 
ellipse  (voir  Zeitschrift  für  math.  u.  aaturw.  [Jntemcht|  7.  u.  Ö.  (Doppel- )Heft 
des  38.  Jahrgangs,  Autg.  138,  p.  5-43J;  2"  si  les  rayons  vecteurs  MF,  MF' 
d'un  poiiit  d'une  ellipse  rencontreiit  la  eourbe  une  seconde  foia  va  P,  P',  le 
lieu  du  point  de  reucontre  de  la  corde  PP'  avec  la  tangente  menee  en  M 
(v.  Mathesis,  t.  X,  1890,  Question  GUT,  p.  2ßl).  —  Lu  lieu  des  points  d'inter- 
aection  des  deui  hyperboles  relatives  !i  deun  points  conjugu^s  («  cos  g>,  b  sin  qsj, 
( —  II  sin  Ip,  b  cos  qi)  de  l'ellipBe  resolte  par  relimination  de  qi  entre  les  pquations: 

c'xü  +  b'^X  sin  ip  —  a'y  cos  y  =  0, 

c*x3f  +  b'x  cos  9  +  a*y  sin  qo  —  0, 

doli  il  suit  laejleraent  le  lieu  uherch^:  -^  -| — -,  =  2c*.    On  voit  dune  que  les 
deux  courbes  sont  bomothetiques. 

Uemarque:  On  peut  generaliser  la  premiere  partie  de  l'^nonc^ de maniere 
que  le  point  (n,  ff)  se  meut  sur  uue  circonference  concentriqne  avec  VelÜpse 
et  de  rayon  quelconqae,  saus  que  la  nature  de  la  eourbe  se  chunge  (voir  aiissi  ~ 
Mathesis  (2),  Vn,  1897,  Question  1093,  p.  257). 

Berlin.  cand.  math.  Wekni;r  G.vedbcke. 


Zu  40  (Bd.  II,  S.  357)  (0.  Stolz).  —  Errichtet  man  in  jedem  Punkte  M 
einer  stetigen  und  rektifizierbareu  Rauinkurve  die  Normalebene  derselben  und 
beschreibt  darin  von  M  aus  einen  Kreis  mit  dem  festen  Kadius  r,  wovon  ein 
beliebiger  Punkt  mit  m  bezeichnet  sei,  so  erhält  man  eine  Fläche.  Damit  sie 
einfach  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  KrQmmungsradius  r  in 
keinem  Punkte  der  gegebenen  Kurve  verschwindet,  und  r  das  Minimum  desselben, 
welches  eine  positive  Zahl  sein  soll,  nicht  überschreitet.  Je  nachdem  die  Kurve 
geschlossen  ist  oder  nicht,  entsteht  ein  Bing  oder  ein  durch  zwei  auf  dieselbe 
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senkrechte  Kreisflächen  und  eine  Mantelflache  begrenzter  Schlauch.  „Der  Inhalt 
<}«^r  OberflSche  des  Ringes  und  der  der  MitutelflSühe  des  Schlauches  ist  das 
Produkt  aus  2r7r  in  die  Lange  i  der  Leitkurve,  der  Inhalt  beider  Körper  das 
Produkt  aus  r*n  in  diese  Länge." 

Dieser  Satz  läSt  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Guldinschen  Regel  beweisen. 
Betrachtet  man  nümltch  xwei  unendlich  benachbarte  Normalebeiien  n,  und  ii^ 
der  Lflitkurve,  so  kann  man  sich  das  zwischen  diesen  beiden  Ebenen  befindlicbe 
f  >berflätheQelement  durch  Drehung  j,.  B.  des  in  n,  gelegeneu  Kreises  uiii  die 
Krämmungsachse  bis  zum  Zusammenfallen  mit  der  Ebene  ti,  entstanden  denke», 
wobei  man  nur  einen  Pehler  höherer  Ordnung  begeht.  Mithin  ist,  wenn  mau 
deu  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Drehungsachse  mit  «■,  den  Winkel  der 
beideu  Normalebenen  mit  dip  bezeichnet,  der  Inhalt  dO  desOberflächeuelemcnts: 
ilO  =  2nr  -  n-df.  Nun  kann  man  bis  auf  uneudlicb  kleine  Größen  höherei- 
Ordnung  den  Weg  des  Schwerpunktes  ledf  gleich  dem  Bogenelement  dl  der 
Leitkurve  setzen.  Für  die  gesamte  Oberfläche  erhält  man  dann  in  der  Tat 
den  obigen  Ausdruck.^) 

Auf  ganz  analoge  Weise  Hndet  man  für  das  Volumen  des  Körpers  nr*  -  X. 

Die  BeBtimmnng  des  Inhaltes  der  Oberfläche  ergibt  sich  übrigens  anch 
leicht  dnrch  Anwendung  der  Gleichungen  der  Fläche  (vergl.  V,  Kommerell: 
Cleicliuag  und  Eigenschaft.en  der  Röhrenflüehon,  dieses  Archiv,  3,  7). 

Berlin.  cand.  math.  Werner  Gaeiibcke. 


Zu  1S2  (Bd.  XII,  S.  186)  (H.  Wieleitnerl.  -  Welche  Kui-ve  wird 
dna-cli  die  beiden  Oleichungeii  ar  =  4  r  cos*  m  cos  2  u.  y  =  +  »■  sin-  n)  sin  2  a  Aex- 
Kästeln,  und  welches  ist  die  geometrische  Bedeutung  des  Parameters  a'f 

1.  Lösung:  Die  gegebenen  Ausdrücke  für  ,'■  und  y  lassen  sich  leicht  auf 
<''«    l^orm  bringen 

j  —  f  =  2r  cos  2w  +  r  cos  4u,     y  =  2r  sin  2«  —  i:  sin  4m. 
^*'fc?lcicht  man  diese  mit  den  Qleichungen  der  gewöhnliehen  Hypozykloide 
*  =  (B  —  r)  cos  qp  -f  r  cos tp,     y  =  (R  —  r)täB  ip  —  r  sin  -  Vi 

~      .      1)  Dieie  SchloBweise  ist  natfirlich  schon  immer  gebrauoht  worden,  t.  B.  Reeal , 

^^'t^  de  m^canique  gänäralc,  Tome  1,  p.  ^tl  (läTS);    „Extension  des  thäor^me» 

^'^■ideDtü  aux  aurfaeea-canal  et  aux  volumea  corredpondanta.  —  Ou  sait  que  ces 

"'"»«ei   sont   engendröes   par  uu  perim&tre  plan  qui  ne  meut  uonnalement  a  une 

"^"ttrbe  directrite  que  Tun  de  ges  pointa  eat  Manjetü  it  parcourir,  de  maniöre  qu'nn 

^^iie  rajon   du   profil   colncide   conatamment   avec   la  binormale  de  la  directrice. 

;  '^at  chtir  que  lea  thäorfimea  ci-deaaua  a'appliqueut  i,  deux  positiuns  conai^cutivea 

^   ptoäl   gän^rateur   qae  Ton  pent  conaidärer  comme  teumaut  antour  de  la  pcr- 

V^ndicolaire  au  plan  osculateur  de  la  diiectrtce  men^e  en  son  centre  de  eourhure. 

''"  d^duit  de  lä  que  la  Biirface  et  le  volume,  correipondant  k  an  certain  d^place- 

■xicnt,  aeront  reepectivement  egaui  am  produita  du  perimätre  et  de  l'aire  du  ptotil 

V»!  le  chemin  pareouru  par  leurs  oentres  de  gravite."    Mau  rergteiche  auch  Wer- 

uitke,  Lehrbuch  der  Mechanik,   I,  416  (190U).    Die  eigentflmlicben  Kautelen,  mit 

Jtneti  die  Aufgatie  auagegprüchen  ist,  beaondera  auch  die  zugehörige  Note,  weiaeu 

ilarauf  hin.  daS  Stolz,   dem  die  Ausdehnung  der  Guldinschen  Sätze  sehr  wohl 

belaont  war,  gerade  auf  eine  VeracbUrfung  dtT  Bediugungen  der  VerallgemeineruDg 

liieweiaeii  wollte. 

BaiUn.  E.  XiAmtb. 
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worin  S  der  Radius  des  CrundkreiBes,  i'  der  Radius  des  erzeugenden  Kreises 
und  <p  der  Winkel  ist,  den  die  Zentrale  beider  Ereiae  mit  der  Abszissenacbse 
bildet,  so  braucht  man  nur  E  ^  3r  und  q>  —  2(o  m  setzen,  um  zu  sehen,  daß 
die  vorgelegten  Gleichungen  eine  dreispitzige  Hypozykloide  darstellen,  deren 
Grundkreis  den  Radius  3r  und  die  Mittel punktskoordinaten  r,  Ü  hat. 
Aussig  (Böhmen).  stud,  math,  J.  Kkuu. 

Auöerdem  beweist  Herr  J.  Krug  noch  den  Sat/: 

Ihirchläuft  ein  Punkt  den  Umfang  lies  nnent  gleichseitigen  DrfierJc  einge- 
schriebenen Krnses,  so  hesckreibt  der  inbixug  auf  dieses  Dreieck  xuff^iöriffr  Winkel- 
gegenpankt  line  dreispits^e  Hypotykloidt ,  deren.  Grundkrei»  der  Umkreis  und 
deren  Spiteen  die  Ecken  dieses  Dreieckes  sind,  und  fügt  bei:  „Hieraus  folgt 
eine  einfache  punktweise  Konstruktion  unserer  Hjpozykloide,  wobei  man  auch 
nooh  berücksichtigen  kann,  daS  beim  gleichseitigen  Dreieck  die  Winkelgegen- 
punkte zugleich  auch  Seiteugegen punkte  sind." 

Dieser  Sat/,  ist  ein  spezieller  Fall  davozi,  daß  jede  Quartik  mit  drei 
tKpitzen  durch  quadratische  Transformation  aus  einem  dem  Grunddreieck  eiu- 
beschriebenen  Kegelschnitt  entstellt,  während  die  Verwandtschaft  der  Winkel- 
gegenpunkte mit  der  quadratischen  Verwandtschaft  identisch  ist.  S.  z.  B.  des 
AufgabensteUers  AU)e}>r.  Kurvm,  Leipzig  1905,  S.  143. 

Ähnliche  Lösuugeu  sandten  noch  Herr  C.  Hoffmano  (Schorndorf),  Herr 
W.  Stegemann  (Prenzlau),  sowie  Herr  stud.  matb.  A.  Baruch  (Berlin)  ein. 
Der  letztere  bemerkt  noch,  daß  der  Winkel  üi  der  Neigungswinkel  der  Kurven- 
tangente gegen  die  negative  x-Achse  (Spitzentangente)  ist.  tted. 

2.  Lösung:  Aus  den  Gleichungen 

I  =  4i'  cos'  u  cos  2»;  ^  =^  Ar  sin'  lu  sin  2u 

ergibt  ^icb 

dr  =  ( —  8  cos^  u  ain  es  -f  2  cos  »  sin  sj)  ■  4r  das, 
dfi  =  (10  cos»  0)  —  8  COB*»  —  2)  ■  Jrrfu, 
also 

ds-  -  ltir*(-  64  cos'ia  -i-  9e  cos^to  -  36  cos*tj  +  4)  i 
abgekflrat 

(i) 

Fem  er 

d*x  =  (28  cos*  w  —  32  cos*  a  -  -2)  ■  ir  '/u)^ 

d'y  =  (32coB'öiain6>-20cosmsin(o).  ir.loi-, 
also 

d*;/dx  -  ifxdy  =  l(if*(G4  cos»  ^  -  9ti  .'os*  w  +  30  eis»  w   -  4k/w 
=  ~  lar^Ada^. 
Uenmach  ist 

^-)  P  "  d^ydx-d'xd,/  =  -*-■■  V^- 

Nun  stellt  man  aber  unschwer,  wenn  auch  nicbt  ohne  MUlie  fest,  daB 


ds^ArYA  .Im. 
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Daher  ist  ijY^^^  =  y  Yä  —  4 ;  also  wegen  (l)  —  =-  jVä —  4  und 
wegen  (2)  schließlich 

(3)  •  9s«  +  9«=(8r)«. 

Das  ist  aber  in  natürlichen  Koordinaten  die  Gleichung  einer  dreispitzigen 
(Steinerschen)  Hjpozjkloide  (s.  Cesaro,  Not,  Geam.  S.  10),  deren  fester  Kreis 
den  Badius  3r  hat. 

Da  nach  (l)  und  (2)  gda  ^  -—  ds^  so  ist  co  der  Tangentenwinkel,  d.  h 
der  Winkel  der  beweglichen  Tangente  mit  einer  festen.  Diese  feste  Tangente 
ist  eine  der  Spitzentangenten,  weil  für  co  =  0  ^  ==  0,  also  5  =»  0  und  ^  ===  0 
wird. 

Speyer.  H.  Wieleitneb. 

3.  Lösung:  Es  ist 

di»  «=  — -  4r  sin  2a)(4cos'(o  —  l)d(o, 
dy  =  8r  sin*  «(4  cos'co  —  l)d(o, 

*lso   bat  man  dyjdx  =  —  tangco. 

Demnach  ist  co  der  Winkel,  um  den  man  die  a;-Achse  im  Uhrzeigersinne 
^I'^lxen  muß,  damit  sie  mit  der  Tangente  der  gesuchten  Kurve  zusammenfällt. 
We   Gleichung  der  Tangente  ist 

y  —  4r  sin*  co  sin  2«  =  —  tang  co  (x  —  4r  cos*  od  cos  2 oo) 
odeir 

(^)  X  tangco  +  y  —  2r  sin  2«  ==  0. 

^®^gleicht  man  (1)  mit 

\^j  ux  +  vy  —  1  ^0^ 

so    eirgibt  sich 

4rco8'o>'  2r8m2o> 

^^    Elimination  yon  od  aus  diesen  Gleichungen  liefert  die  Gleichung  der  ge- 
^^^^h^'ten  Kurve  in  Linienkoordinaten  (w,  v): 

(^)  tt*  +  v*  —  4rt«t;*  =  0. 

*^t;  man  m  s»  Xt;,  so  erhält  man 

(5x  1+^'  1  +  X« 

4r     '  4ri 

.  ^   gesuchte  Kurve  ist  von  der  3.  Klasse,  hat  das  Geschlecht  ^  =  0  und  be- 

^^^t  die  Doppeltangente  je  =  0  (unendlich  ferne  Gerade)  mit  den  unendlich 

^^itxen  imaginären  Kreispunkten  0  =  0,  x  -^iy  ^^0  als  Berührungspunkten. 

*^    den  Plückerschen  Formeln  (vgl.  H.  Wieleitner,  Theorie  der  ebenen 

^^braischen  Kurven  höherer  Ordnung,  Leipzig  1905,  G.  J.  Göschen,  Seite  67) 

uat  man  zu  setzen:  v  =»  3,  9  =  0,  d  =  1,  |)  «  0;  dann  findet  man:  n  =  4, 

d  %  0,  r  »  3.    Also  ist  die  gesuchte  Kurve  eine  rationale  Quartik  mit  drei 

Spitzen. 

Archiv  d«r  Mathematik  und  Physik,    m.  Beihe.    XIII.  19 
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Ans  der  Vergleichung  von  (5)  mit  (3)  ergibt  sich: 

COS*(D  =  ^— .-«•,       cos  2(D 


(6) 


1  ^  1  —  X« 


1  +  Xt»      -^---        1  +  i«' 


sm"  Q)  = 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  von  Herrn  Wieleitner  gegebenen  Formeln 
ein,  so  erhält  man  für  die  Koordinaten  der  Punkte  der  gesuchten  Kurve  fol- 
gende rationale  Parameterdarstellung 

(7)  ^"-^'■tt^Ät.'    y-"^"" 


(1  +  X«)*'       ^  (l  +  ^V 

Benützt  man  die  Formeln  (6),  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Tangente 
der  gesuchten  Kurve 

(8)  Xx(l  +  X^)  +  y(l  +  A«)  -  ArX  =  0. 

Um  die  Enveloppe  dieser  Geraden  zu  finden,  hat  man  die  Diskriminante 
der  linken  Seite  von  (8)  gleich  Null  zu  setzen.  Nun  ist  die  Diskriminante 
von  ^0  +  ^1'^  +  ^«'^*  +  ^s'^*  gegeben  durch 

(9)  J  ^  (6,5,  -  9\b,y  -  4(6f  -  Uob,){bl  -  36,5,), 

wobei 

(10)  2>o  =  6,  =  y ,     6,  =  rr  —  4r ,     6,  =  a;. 

Die    Gleichung    der    gesuchten    Kurve    in    rechtwinkeligen    Koordinaten    ist 
demnach 

(11)  Ay\r  +  2a;)«  -  [{x  -  Arf  -  3y^  •  [y*  -  3a?(a;  -  4r)]  -  0. 
Die  drei  Spitzen  haben  die  Koordinaten 

a;  =  4r,     y  =  0;     a;  =  —  ^  ,     y  =  ±  -"1^3. 

Die  Kurve  wird  von  der  y- Achse  im  Anfangspunkte  berührt  und  in  den 
Punkten  x  =  0,  ?/  =  ±2r  geschnitten;  sie  liegt  zur  jr- Achse  synunetrisch. 
Um  die  Kurve  auf  das  von  den  drei  Spitzen  gebildete  gleichseitige  Dreieck 
als  Fundamentaldreieck  zu  beziehen,  hat  man  die  Formeln  zu  benützen: 

(12)  QX^  —  r{xi  +  x^-Sx^),  (»y  =  3r)/3(a;i  — a:,),    QZ^2{x^+x^  + x^); 
dann  geht  die  Gleichung  der  Kurve  über  in 

(13)  ^{^  —  ^»)*  —  ^^i^^^ii^i  +^)  +  ^^  =  0 
oder  _x  _1  _i 

Die  Spitzentangenten  sind 

a?!  —  Xj  =  0  oder  y  =  0, 

(14)  or,  —  avj  =  0  oder  a;]/3  +  y  —  r)/3  =-  0, 

x^  —  x^  =  0  oder  a;>/3  —  y  —  r/S  =  0; 

sie  schneiden  sich  bekanntlich  in  einem  Punkte,  nämlich 

Xj  :  oTj  :  oTj  ==  1  :  1  :  1      oder     x  ^^  r^     y  ■-  0. 
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Aus  den  bisherigen  Betrachtangen  folgt,  daß  die  gesuchte  Kurve  die 
dreispitzige  (Steinersche)  HypozyJdaide  ist.  Die  Koordinaten  der  Punkte  dieser 
Kurve  lassen  sich  darstellen  in  der  Form: 

(15)  i  n=  2r  cos  ö  +  r  cos  2Ö,     ^  =  2r  sin  ö  —  r  sin  2Ö. 

Verschiebt  man  den  Nullpunkt  um  die  Strecke  r  nach  links,  indem 
man  setzt 

(16)  x^x  —  r,    y^y, 
so  erhält  man 

(17)  0?=  2r  COSÖ  +  rcos2ö  +  r,     y  =  2r  sinÖ  —  r  sin2Ö. 

Schreibt  man  2(o  statt  0,  so  bekommt  man  die  von  Herrn  Wieleitner  ge- 
gebene Darstellung. 

Bayreuth.  0.  Degel. 

Zu  187  (Bd.  Xn,  S.  276)  (G.  Kober).  —  Wenn  man  von  einem  Punkte 
eines  Kegelschnittes  die  vier  Schnittpunkte  eines  zweiten  Kegelschnittes  auf 
diesen  projiziert,  so  erhält  man  die  Schnittpunkte  eines  dritten  Kegelschnittes, 
der  den  ersten  Kegelschnitt  im  Projektionszentrum  berQhrt  und  in  den  Schnitt- 
punkten der  anderen  Polare  dieses  Punktes  schneidet. 

1.  Lösung:  Die  beiden  Kegelschnitte  mögen,  bezogen  auf  ein  System 
von  ParaUelkoordinaten  rr,  y,  dessen  Ursprung  das  Projektionszentrum  0  ist, 
die  Gleichungen  haben: 

F    _  aic*  -f  ^hxy  -f  cy*  -f  2dy  =  K(x,y)  +  2dy  ==  0 
und 

5  =  arc*  -f  nxy  +  ty^  +  2ba?  +  2cy  -f  f  eee  ft(a?,  y)  +  2\ix  +  2ty +\^0. 

Sind  x,  y  die  Koordinaten  eines  Schnittpunktes  F  von  F  und  %  so  ist  die 
Gleichung  der  Geraden  OF 

mit  1},  I  als  laufenden  Koordinaten.  Die  Elimination  von  x  und  y  aus  den 
drei  Gleichungen  f&hrt  zur  Gleichung  der  4  Geraden,  die  0  mit  den  4  Schnitt- 
punkten von  J^  und  3  verbinden: 

Die  Gleichung  einer  durch  die  8  Schnittpunkte  von  <S  mit  %  gehenden  Kurve 
ist  daher 

+  2(bS  +  et,)[-  2drtK{i,fi)  +  1]  +  \[K\l,n)  +  i]  -  0. 
Diese  Kurvengleichung  zerfällt  für  iL  =*  —  4d*iy'  in  die  Gleichungen 

und  f  •  K{i, .,)  -  4d»j(b|  +  iti)  -  2fdij  =•  0  =  f,. 

19* 
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Wie  man  sieht,  berührt  F^  die  Kurve  F  in  0;  die  andern  Schnittpunkte  von 
F^  mit  F  liegen  [für  K(j^,ri)  =  —  2di?]  auf  der  Geraden 

bS  +  ei?  +  f  =  0, 

also  der  Polare  von  0  bezüglich  S-  Da  £  in  jp\  nicht  mehr  auftritt,  erh&lt 
man,  bei  festem  0  und  JP,  dieselbe  Kurve  F^  für  alle  3 9  bezüglich  deren  0 
dieselbe  Polare  hat.  Außerdem  ist  klar,  daß  die  Beziehung  zwischen  F  und 
F^  reziprok  ist. 

Schw.-Gmünd.  E.  Köstlim. 

2.  Lösung.     Der  Kegelschnitt 

K^  ^  x^x^  —  rc|  =  0, 

welcher  das  Strahlenpaar  o^  o:,  »  0  in  den  Schnittpunkten  des  Doppelstrahles 
a|  =  0  berührt  und  den  Einheitspunkt  x^  ^^  x^  ^^  x^  enthalt,  schneidet  den 
allgemeinen  Kegelschnitt 


^  -    8  dx. 

welcher  die  drei  Strahlen 

IdK, 

2  a«,  - 

lax, 

2  8«, 

laÄ,  _ 

zu  Polaren  der  drei  Grundecken  hat,  auf  den  vier  Strahlen 

der  Grundecke  o:^  =  o^g  =  0.  Die  vier  Punkte,  in  denen  sie  den  zweiten 
Kegelschnitt  ^  =  0  zum  zweiten  Male  schneiden,  sind,  weil  ihre  Gleichung 
auf  die  Form 

gebracht  werden  kann,  die  vier  Schnittpunkte  eines  dritten  Kegelschnittes 

der  mit  JT^ "»  0  die  Tangente  x^  =  0  und  die  Schnittpunkte  der  anderen  Polare 
«    *  =  0  des  Berührungspunktes  a;^  =*  iCj  =  0  gemein  hat. 

Holzminden. __      .  G.  Kobbr. 

2.  Anfragen  und  Antworten. 

(Vacat.) 


^^^^^^^^^1  V«rmiBobte  Mitteitungen.  2H9 

^^^HP^^  3.  Kleinera  Notizen.  y 

KtchtiKBtelluii^  elnlf^er  Bemerkungen  dea  Herrn  t-  Stfthl. 

Am  Schluaso  einer  in  12,  200  —  219,  dieser  Zeitschrift  ersehienenon 
Arbeit  „Über  die  Darstellung  algeliraiscter  Funktionen  wnd  Abelscher  Into- 
gnile  aus  gegebenen  Elementen"  hat  Herr  v.  Stahl  in  bezug  auf  meine  Habili- 
tationsBphrift  „Theorie  der  Riemannschen  Thetafunktion"  —  nicht  Theta- 
fiinktionen,  wie  Herr  v.  Stahl  schreibt  —  (Leipzig,  Teubner  1901)  einige 
Bemerkungen  gemacht,  die  einer  Richtigstellung  bedürfen. 

Zunächst  befindet  Herr  v.  Stahl  sich  im  Irrtum,  wenn  er  als  Hauptzweck 
der  genannten  Schrift  die  Untersuchung  von  Punkt-systeraen  mit  speziellem 
Charakter  ansieht;  sie  bezweckte  vielmehr,  wie  ioh  in  der  Vorrede  ausdrück- 
lich bemerkt  habe,  die  AusfOllung  der  in  der  Theorie  der  Riemannschen 
Thetafunktion  noch  vorhandenen  L&cken  durch  Beachtung  der  Möglichkeit  dos 
Auftretens  von  Punktsystemen  mit  speziellem  Charakter. 

Wenn  dann  Herr  v.  Stahl  weiter  sagt,  dafl  diese  speziellen  Punktsysteme 
sich  einfach  aus  dem  Umstand  erklären,  daß  im  Riemuiin-Rocbschen  Satze 
bei  einer  algehraischen  Funktion  Il(-^,il)  der  w""  Ordnung  die  Kindeutigkeit 
in  der  Bestimmung  der  p  (oder  p  —  q)  letzten  d'-Punkte  ans  den  übrigen  1)'- 
Punkten  und  den  m  'Xi'-Punkten  aufhören  kann,  wenn  man  dio  m^p  (oder 
t»  —  p  -\-  li)  ersten  O'-Punkte  nicht  allgemein  wählt,  und  daB  er  diese  Be- 
merkungen mir  schon  im  .lahre  1901  mitgeteilt  habe,  so  kann  da- 
durch hei  dem  Leser  die  Vorstellimg  erweckt  werden,  als  ob  ich  mich  den 
mir  zugedachten  Belehrungen  des  Herrn  v.  Stahl  gegenüber  ablehnend  ver- 
halten Wtte.  Die  Sache  liegt  aber  anders.  Am  3.  August  1901  schrieb  mir 
Herr  v.  Stahl  anf  einer  Postkarte:  „Was  die  Einleitung  S.  III  und  die 
Anm.  A  und  11  erwähnten  Ausnahmen  betrifft,  so  beschränken  sich  die- 
selheB,  wie  die  algebraischen  Untersuchungen  lehren,  auf  den  hyperelliptischen 
Fall,  der  ja  auch  sonst  von  durchaus  speziellem  Charakter  ist."  Darauf  ent- 
gegnete ich  ihm  imter  dem  6.  November  1901:  „Ich  bin  der  Überzeugung, 
daß  die  von  mir  betnichteten  Punktsysteme  von  speziellem  Charakter  auch 
bei  allgemeiner  Fläche  T  (oder  in  Direr  Ausdrucks  weise  bei  allgemeini 
scbaffenheit  von  F{x^  y)  =  O)  auftreten",  und  gab  dafür  ein  Beispiel.  In 
Antwort  vom  11.  November  1901  schrieb  dann  Herr  v.  Stahl:  „In  der  Vor- 
rede A.  F.  8.  VI  sage  ich  ausdrücklich,  daß  auf  spezielle  Falle  nicht  e" 
gangen  sei,  andernfalls  hatte  ich  das  Wort  „im  allgemeinen"  noch  an  manch 
anderer  Stelle  zufilgen  müssen.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Verweisung  glaube 
ich,  sind  meine  Sätze  durchaus  richtig,  und  es  wilre  mir  Heb,  wenn  Sie  dies  in 

einer  spateren  Arbeit  erwähnen  wollten Ich  sehe  zum  Schluß,  daß  die  Bf 

merkung  auf  meiner  Karte  nicht  ganz  zutreffend  war;  es  sollte  hfißen:  Di 
Ausnahmen  (nämlich  von  der  eindeutigen  Bestimmtheit  in  den  Sätzen  ^A.  1 
§  12  I  n.  IIJ)  beziehen  sich  auf  Gl.  F{x,y)  =  0,  deren  Moduln  in  gewisser 
Weise  von  einander  abhängig  sind,  u.  a.  auf  den  hyperelliptischen  Fall.  Ich 
hatte  am  Schluß  des  Semesters  (3.  August)  die  Sache  nicht  ganz  gegenwärtig." 
Auf  diesen  Brief  erwiderte  ich  am  19,  November  1901  u.  a.:  ,rÄ.uch  war 
mir,  als  ich  in  den  Anm,  6  und  11  meiner  Arbeit  die  Einwilnde  gegen  Ihre 
Satze  I,  n  (A.  F.  §  12)  sowie  gegen  Ihre  Untersuchungen  §  28  der  A.  F.  er- 
hob, die  Stelle  in  der  Vorrede  A.  F,  S.  VI  ,4.uf  spezielle  Fälle  ist  nicht  ein- 
gegangen" sehr  wohl  bekannt.    Diese  Stelle  kann  doch  nur  so  aufgefaßt  werden, 
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dafi  sich  die  Untersuch uagen  Ihres  Buuhes  durchweg  auf  allgemeine  Glei- 
chungen F-^  0  beMöhen,  d.  h.  auf  soli;he,  zwischen  deren  Zp  —  S  Klassenmodnln 
keine  Belationen  bestehen.  Trotz  dieser  Ihrer  BeschrSnkung  auf  den  allge- 
meinen Fall  muB  ich  meine  Einwände  in  vollem  umfang  aufrecht  erhalten. 
Wie  au3  dem  in  Ihrem  Briefe  S-  3  sab.  2  Gesagten  sowie  aus  dem  Schluß- 
passus S.  6  hervorgeht,  sind  Sie  der  Ansicht,  daß  he?,  des  Wortes  ein- 
deutig in  den  SBtzen  I  und  11  (A.  F.  g  12)  Ausnahmen  nur  fftr  spezielle 
Gleichungen  J"  =  0  stattfinden  können.  Im  Gegensatz  hier7.u  bin  ich  der 
Überzeugung,  daß  auch  hei  allgemeiner  Gleichung  f'=  0  Ausnahmen  statt- 
finden können  oder,  was  dasselbe,  das  Wort  eindeutig  durch  die  BeifQgang 
,4m  allgemeinen"  zu  modifizieren  ist",  und  gab  alsdann  zwei  Beispiele  zum  Be- 
weise meiner  Behauptung.  Darauf  schrieb  mir  Herr  v.  Stahl  unter  dem 
23.  November  1901:  „Sie  haben  sich  mit  der  Beantwortung  TOBines  Briefes 
viel  Mtthe  gemacht,  für  die  ich  Ihnen  danke.  Sie  haben  auch  streng  genommen 
recht.  Ich  glaube  aber,  ich  kann  den  Streitpunkt,  um  den  es  sich  handelt,  sehr 
einfach  bezeichnen  und  sofort  erledigen.  Will  man  ganz  exakt  sein,  so  h&tta 
man  dem  Satzl  (resp,  den  Ausführungen  desselben  S.  87  u.  88  §  IS.  A.  F.)  eine 
Fußnote  zuzufügen  .  .  ,"  Dies  sind  im  wesentlichen  die  Mitteilungen,  die  Herr 
T.  Stahl  mir  im  Jahre  1901  gemacht  hat.  Da  pr  mir  schließlich  recht  gegeben 
hatte,  lag  für  mich  knin  Grund  vor,  die  Korrespondenz  mit  ihm  fortzusetzen. 

Der  von  mir  beanstandete  Satz  ist  nun  in  der  oben  genannten  neuesten 
Arbeit  des  Herrn  v.  Stahl  unter  Hinzufügung  einer  Fußnote  reproduziert 
(S.  211,  Absatz  l).  Was  aber  ist  der  Inhalt  dieser  Fußnote']*  Man  erfahrt  da 
zunächst,  daß  der  Satz  des  Tejtes  nur  bei  allgemeiner  Lage  der  m  ~  j>  will- 
kürlich gewählten  0*-Punkte  richtig  ist,  und  damit  ist  die  von  mir  als  not- 
wendig bezeichnet*  Modifikation  angebracht  —  wenn  auch  nicht  im  Satze 
selbst.  Herr  v.  Stahl  will  mich  aber  noch  überbieten,  indem  er  angibt,  was 
man  dabei  unter  nicht  allgemeiner  Lage  der  m—p  willkürlich  wählbaren 
Punkte  zu  verstehen  hat.  Er  verkündet  dem  Leser,  daß  nach  Wahl  von 
M  —  j)  O'-Punkten  einer  Funktion  R{x,y)  die  Eindeutigkeit  in  der  Bestim- 
mung der  p  letzten  O'- Punkte  oder,  was  dasselbe,  die  Eindeutigkeit  in  der 
Bestimmung  der  Funktion  Ii{x,y)  aufhört,  wenn  durch  die  m  — p  gewählten 
0^-Punkte  mehr  als  eine  Funktion  R{x,  y)  bestimmt  wii'd.  Das  heißt  aber  nichts 
anderes  als  —  daß  die  Eindeutigkeit  aufhört,  wenn  die  Eindeutigkeit  aufhfirt. 

Auch  nach  den  Belehrungen    seitens   des  Herrn  v.  Stahl  halte  ich   die 


welche 


'igk, 


Habilitationsschrift 
]1  und  Christoffel  gegeber 
1  Thetafimktion   erhoben  ha 


gegen  die  von  den 
en  Darstellungen  der 
le,  in  ihrem    ganzen 


Einwände, 
Herren  i 
Theorie  der  Rie 
Umfange  aufrecht. 

Es  ist  jetzt  noch  die  letzte  Bemerkung  des  Herrn  v.  Stahl  zu  beleuchten. 
Sie  lautet  wörtlich:  „Was  Herr  Rost  bez.  des  Riemann-BochBchen  Satzes 
und  der  zugehörenden  Satze  über  das  \'^ersch winden  der  Thetafiinktion  gibt, 
sind  „übrigens  leicht  ersichtliche  Änderungen,  welche  die  Gleichungen  dieser 
S&tze  im  Falle  mehrfacher  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  einer  Funktion 
f{x,y)  (Quotient  zweier  Int«granden  erster  Gattung)  zu  erfahren  haben",  wie 
Herr  Krazer  in  seinem  Lehrbuch  S.  416  Anmerkung  richtig  bemerkt."  Znr 
Beurteilung  dieser  Stelle  muß  man  auf  die  eben  genannte  Anmerkung  des  Herrn 
Krazer  in  seinem  „Lehrbuch  der  Thetafunktionen"  (Leipzig,  Teubner  1903) 
zurückgehen;  sie  schließt  sich  an  §  1  des  neunten  Kapitels,  der  Vorbemerkungen 
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Ulis  der  Theorie  der  Abelschen  FuDlttionen  entbSlt  und  in  dem  von  Theta- 
funktionen  ooch  gar  keine  Rede  ist,  an  und  lautet  wörtlicb:  „Zum  Tnbaltu 
dieses  Paragraphen  vergl.  Christoffel,  Über  die  kanonische  Form  der  Rie- 
mannachen  Integrale  erster  Gattung  (Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9.  1879,  pag.  240) 
und  Rost,  ThRorie  der  Riemaunachen  Thetai'unktion  (Hab. -Schrift  Würz- 
bnrg  1901.  I.  Abschnitt);  aus  letzterer  Abhandlung  mögen  insbesondere  jene, 
Übrigens  leicht  ersichtlichen  Änderungen  entnommen  werden,  welche  die  obigen 
Gleichungen  im  Falle  mehrfacher  Null-  und  Dnendlichkcitapunkte  der  Funktion 
/■(s|r)  zu  erfahren  haben."  Man  erkennt  hieraus,  daß  die  von  Herrn  v.  Stahl 
in  Anführungszeichen  gesetzten  Worte  gar  nicht  die  Worte  des  Herrn  Krazer 
sind,  daß  Herr  v.  Stahl  vielmehr  statt  des  Krazerschen  Ausdrucks  „die 
obigen  Gleichungen"  den  Ausdruck  „die  Gleichungen  dieser  Sätze"  gesetzt  und 
ao  den  8inn  der  Erazerschen  Äußerung  durch  Beziehung  derselben  auf  die 
von  mir  formulierten  Sätze  ttber  das  Nichtverseh winden  der  Thetafunktion 
vollständig  entstellt  hat  leb  überlasse  es  dem  Leser,  sich  ein  Urt«il  über 
dieses  eigen tfimli che  Verfahren  des  Herrn  v.  Stahl  zu  bilden. 

Herr  Krazer  hat  mir  übrigens  nochmals  ausdrücklich  bestätigt,  dafl  sebe 
Wort«  sich  ausschlieBlich  auf  den  ersten  Teil  meiner  Arbeit  beziehen,  daß  er 
dagegen  die  von  mir  formulierten  Sätze  über  das  identische  Verschwinden  der 
Thetafunktion  und  deren  Beweise  durchaus  nicht  als  „leicht  ersichtliche 
Änderungen"  habe  bezeichnen  wollen  und  sie  auch  heute  nicht  als  solche  an- 
sehe, und  daß  er  dies  auch  Herrn  v.  Stahl  nach  Erscheinen  der  obigen  Note 
brieflich  mitgeteilt  habe, 

Wür^burg,  im  Februar  1908.  Gbor*;  Rost. 


x^—^ 


»(» 


■J}  : 


1-2 


H  ayant  pviir  expressior 

-'   „(n-i)(„-i) 

TV  l.i.n  4-5-6 


+  ..., 
ralfAchent. 


et  snr  d'autres  puljnomes  plus  ^än^raus  auxqaels  lU 

M.  Ed.  Maitlet,  dans  l'etude  des  Nappes  souterraines '),  a  ete  am 
condd^r  les  polynomes  ayant  pour  expression 

«(„-D    y-*       ,(n-l)(n-a}    ^-' 

3.4  i.aa  46. 6  ^ 


af-  -, 


+ 


Ces  polynomes,  qui  oat  fait  l'objet  de  Ja  question  No.  2840  (1904,  p.  260) 
de  l'lntermediaire  des  Matbematiciens  et  ä  l'egard  desquels  ou  remarque  im- 
mediat«ment  que  la  derivee  de  chacun  d'eui  colncide  avec  le  produit  par  n  du 
polynome  de  degre  immediat«ment  inf^rieur,  peuvent  ctre  definis  de  la  fa^on 
saivante. 

Soit  _,        _4  _B  _« 

/■(.)  =  l-fV  +  '3:4+4V6+6T^  +  -' 
c'est-ä-dire 


f(')-i:m 
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cette  s^rie  est  convergente  pour  toute  valeur  de  z  qui  n'est  pas  rigoureuse- 
ment  nuHe.  H  est  facile  du  reste  de  repräsenter  f{e)  par  une  integrale  d^finie 
au  mojen  de  Fegalite 


qui  donne 


0 


Gonsiderant  maintenant  le  produit  {z^  —  x^f{s\  je  trouve  que  le  coöffi- 
cient  du  terme  en  jB**"**  est 

le  demier  terme  ätant 


(-1) 


;fc  n(n  —  1)  (n  —  2)  ♦    •  (n  —  jfe  +  1) 
1  •  2-8.-.ife 


^, 


si  k  est  plus  petit  que  n,  et  ( —  l)"  .^, ^ .  a?" ,  si  le  contraire  a  lieu.    F (n,  Äc,  x) 

est  donc  un  polynome  entier  en  x  d'un  degre  marque  par  le  plus  petit  des 
deux  nombres  A;,  n,  et  si  ces  nombres  sont  ägaux  c'est,  au  signe  pr^,  le  poly- 
nome qui  a  et4  indique  par  M.  Maillet. 

L'observation  faite  a  Tinstant  prend  un  caractere  encore  plus  tangible  si 
Ton  forme  un  tableau  dont  les  lignes  soient  numerot^s  1,  2,  3,  ...  n,  et 
les  colonnes  1,  2,  3, .  .  .  A;,  et  qu'on  inscrive  le  degre  de  F(n,  k^  x)  dans  la 
colonne  k  sur  la  ligne  n.    Ge  tableau  est 


-^ k 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

3 

2 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

4 

2 

3 

4 

4 

4 

4 

4 

4 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

6 

2 

3 

4 

5 

6 

6 

6 

6 

6 

7 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

7 

7 

7 

8 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

8 

8 

et  les  poljnomes  de  M.  Maillet  correspondent  aux  termes  de  la  diagonale 
principale  marques  en  caracteres  gras  dans  le  tableau;  mais  pour  toutes  les 
diagonales,  c'est-a-dire  pour  toutes*  les  suites  de  poljnomes  F(n  +  hj  k  +  h,  ar), 
les  degres  vont  en  croissant  d'une  unite  en  meme  temps  que  le  nombre  /<. 

Puisque  i^(l,  k,  x)  et  F(n,  1,  x)  sont  des  fonctions  lineaires  de  x^  cha- 
cune  de  ces  fonctions  s'annule  une  seule  fois  lorsque  x  varie  de  zero  a  Tinfini, 
et  conmie  Von  a 

F(l,  Ic,  x)  =  -|j-,^  (2—-  j)  -  x) ,      F(n,  1,  x)  =  i  -  « «, 
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h  r&€sine  est  g.  ,  _  .  pour  F(l^k,x)  et  -^  pour  F(n^  1,^):  on  a  donc  des 

vaieuTS  de  plus  en  plus  petites  lorsque  k,  ou  n,  grandit  indefiniment. 
Pareillement  il  yient  pour  n  »  2, 

F(2,  k, x)  «-  -(2;t_4)i  Li(2ife^l)(2ife-3j  ~"  2*=^  «  +  «*J » 
et  les  Taleurs  des  racines  sont 

t&JKlls  qu'en  faisant  k  =  2,  on  trouve 
et    pour  les  racines 


X 


[i+V-Ä-1- 


2(n-l) 

Sl    <lonc  A;,  ou  n,  graiTdit  indäfiniment  les  racines  tendent  vers  zero;  il  y  a  toute- 

fois    oette  dissemblance  que  dans  le  premier  cas  les  racines  de  Fl2,  A;,  -A  ne 

texi.deiit  plus  vers  zero,  mais  tendent  encore  a  devenir  egales,  tandis  que  Celles 

^^    -^^  (n,  2,  — )  ne  tendent  plus  vers  z^ro  et  conservent  entre  elles  une  difference 

*^Ä»iottant  une  limite  inferieure  differente  de  zero. 

On  obseryera  que  la  racine  de  F(n^  l,x)  est  toujours  comprise  entre  les 
raoines  de  F(n,  2,a;).    En  effet,  d'une  part,  Tinigalite 

Tn^2(n—~i)\}  "^  r   Tn"] 
c*t    ^^dente;  de  Tautre,  Tinigalite 

2n"^2(n— 1)  L  K     3n  J 


re 


^t  a  Celle -ci  n*  -f  2n  >  3,  qui  est  satisfaite   pour  toute  valeur  enti&re 
^      *»-    De  meme  la  racine  de  F(ljk,x)  est  comprise  entre  les  racines  de 
v^,  kjx\  car  on  a,  sans  condition, 


'     < 


2(2*— 1)^2 


(2k  — S)  [}  +  K  2ik-lJ 
:'Z1 1)  >  2(2*  — ä)  L^  ~  r   2F=1  J ' 


2(2*— 1)^  2(2* 

^xirvu  que  *  soit   au  moins  egal  a  2.     Je  dis  de  plus  que  les  racines  de 

**  v2,*  -\.  \^jc)  sont  respectivement  inferieures  aux  racines  de  F(2,k,x),  c^est- 

^*^re  que,  x  variant  de  zero  a  Tinfini,  ces  racines  se  presentent  dans  Tordre 

^Want:  plus  petite  racine  de  2^(2,*  +  1»^;),  plus  petite  racine  de  F(2,k,x\ 

plus  grande  racine  de  F(2,k-\-l,x\  plus  grande  racine  de  -F(2,*,a;).     On 

le  yeiifie  directement  pour  les  plus  grandes  racines,  Tinegalite 


2(2*  — 1)  . 


+  r  2*  +  iJ  '^2(2*-3)  L^  "*"  r  2*— Ij 
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et&nl   evidente. 
Q^ceBsaire,  mais 


i[ui  concerne  les  plus  petites  racines  un  c 
^ne  aiBemenl  l'inegaüte  supposee 

['-l/«+,]<.<,,'-=,['-l/«l-i] 


3  (2  t  —  l) 

II  U  suiTante 

y2{2k  +  l)  >  yU^-1  -U+-i: 

or  celle-ci  devient,  en  developpant  en  s^e  le  radical  du  second  metnbre, 

et,  tous  les  termes   de  la  s4rie,  sauf  le  premier,  etani  negatifs  il   suffit   que 
Ton  ait  y2(2k  +  1)  >  3,  c'eat-a-dire  k  >  2. 
De  l'egalite  de  deünition 

on  dflduit,  en  prenant  la  derivee  par  rapport  a  t, 

~  «(^-x)-V»  -  2;4^'"' '■')'"""• 
(j'eBt-ä-dirc,  un  vertu  de  la  meme  d^ünition, 
-«  .J-f(»-l.'. ») 

^F(»,t,.)--«F(»-1.*-1,») 

C'est  pour  tous  leK  polynomes  F(n,k,x)  la  propriete  remarquee  dea  l'abotd 
pour  eeni  de  M.  Maillei,  et  Ton  en  pourrait  conclure  la  realite  des  racines 
de  tous  les  polynomes  F{ri,  k,  x);  mais  il  est  plus  simple  de  proceder  comme  soit. 
On  a  identiquement 

^  {^'  -  x)^F(n- l,k,x) £''-"-', 

F(n,k,j')  =  Fin-l,k,x)  —  xFin-l,k-l,x). 
Soit  n  =  3:  l'^galite  qui  vient  d'etre  etablie  devient 
F{S,k,x)  =  F(2,k,x)  -  xF{-2,k—l,x). 
Or  pour  r  =  0  les  polynomes  F(3,k,ir),  F{2,k,x),  F(2,t—  1,  j)  sont  positits 


-2r.n-M''- 


et  pai-  suite 


■  auit.       j 


et  ont  respectivement  pour  valeur  i-jr-| 


(2t)!'  (2t): 


,-:  et 


Si  mainteuant  t 


fait  croitre  x,  il  est  clair,  d'apres  ee  qni  a  et«  vn,  que  l'on  rencontre  d'abord 
la  valenr  qni  annale  F{2,k,x\  et,  puisque  F(2,k--  l,x)  a  conserve  ]e  signe  +, 
F(3,k,x)  est  negatif;  par  suite  ee  polynome  s'est  annale  pour  une  valeur  ploa 
petite  de  x.  La  variable  x  continuant  de  croitre  devient  ensuite  egale  ä  la 
plus  petite  racine  de  F('2,k  —  1,  x),  inferieure  ä  la  plus  grande  de  F(2,  *,x)*) 
et  la  valeur  eorrespondante  de  F{3,k,x)  continuo  d'etre  negative;   puis  x, 

1)  Oe   point   de    detail    a.   eü   laiasi^   de   cötä   dang  la  d^monstration   donute 
piäcedemment,  mais  il  est  comme  iSvident. 


craissant  kmjours,  passe  par  la  plus  grandc  valpur  puur  laquellc  f'{2,lc,x)  est 

nuJ,  et  comme  F(2,l<'  ~  l,x)  est  eucore  negaüf,  F(3,  A:,  3:)  a  repris  le  signe 

■/•  et  s'est  par  conseqiieat  anmile  dans  rintervalle.    Lp  signe  +  se  maiiitient 

engaite  jusqu'ä  ce  que  l'on  ait  d^^passe  la  plus  grande  racine  de  F(ß,li  —  l,x), 

mais  il  finit  par  cliauger  pour  uae  valeiir  suffisamment  gi'ande  de  r,  puisque 

paar  x  ■=  oü  \e  polyaome  F(3,  k;  x)  est  neßatif.    Les  deux  plus  petjtes  racines 

de    J^(3,  t.i),  aont  donc  moindres  que  les  meines  de  F(2, /r.x),  et,  comme  ces 

ra-cines  diminuent  h.  mesure  que  !.■  grandit,  U  en  (>st  de   meme  des  deux  plus 

petdteg  meines  de   F(3, t, ,r).    Qoant  a.  la  plus  grande  racine  de   F(3,k,x), 

qu-i       est  superieure  ä  la  plus   grande    meine  de   F{'J,k—  l,x)    eile   diminue 

aixssä   ä    mesure  que  k  grandit  comme  ou  s'en  rend  compte  par  la  consid^- 

I  ratio D  suivante. 
L'egalite 
F{?x,k,x)  ^  F(»  -l,k,j:)-  xF(H  -  1,  k-  l,x) 
dei-v-i«nt  en  aiippoEant  F(n,k,x)  -=-  0, 
_      F(fl  -  1. 1,  JJ) 
'       F{n  —  l,'k  —  l,x)  ' 

*t    o»  peut  regarder  x  conune  l'abciBSB  d'an  point  d'intersection  de  la  droite 

■^    jf  =  0  aTec  la  courbe  y  =  p^j-^v—^ziT    \  '    ^'^  ^'^  s'agit  de  celle  des 

'■^♦■^reections  qui  est  la  plus  ebignee  de  l'origine,  on  voit  qu'eJle  se  tiouve 
J***^*"  Tine  branche  hyperboliqne  admettant  oomme  asymptote  la  droite  parallele 
*     l'^M  Or,  menee   par  l'abscisse   correspocdant  ä  la  plus  grande  racine  de 

'^C**  ~  l,k  —  1,x),  et  comme  autre  asymptote  la  droit«  h  =  -^^^ — ■ 

"*  «ionc  k  croit  dune  unile  les  deuit  asymptotes  sc  rapprouhent  des  axes  aux- 
*l**^Xs  ellea  sont  paralleles  et  la  brauche  de  la  nouvelle  courbe  est  situee  a 
S*-**<ihe  et  au-dessoua  de  la  branthe  primitivement  consideree  qu'elle  ne  coupe 
^'^  ^  I'infini,  de  Sorte  que  son  intersection  avec  la  droite  i  —  y  —  0  est  plus 
'"^P'Iirochee  de  l'origine. 

En  resnme,  ai  l'oa  designe  par  a^,  ß^,  y^,  les  racines  de  F(3,k,x),  les 

^eiEes   a^_^^,  ß^_^_^,  y^^,    de   f  (3,  fr  +  l,x)    tomberont  dans  les   intervalles 

^"»   **i)t  {"k^ßi)'  {ßttyt)-     ^"^  eonsequent  le  meme  raisonnement  qu'oa  vient  de 

^*'*"^  montrera  que  des  circonstances  toutes  pareüles  se  reproduiront  a,  l'egard 

*a      pelynomes  -F'(4,  i,  x),  et  aiusi  de  suite  indefiniment. 

Les  racines  de  t«ns  les  polynomcs  i^(n,  A',x)  sont  donc  toutes  rjelles  et 

*'-u^>B  sont  separeea  par  Celles  du  polynome  F(n  —  l,k—  1,  x),  qoi  n'est  autre 

•l^«»    la  derivee  de  F{n,k,T)  a.  un  faoteur  eonstant  pres:  la  plus  petite  racine 

^^      J'(h,  ft,  r)  diminue    par  suite  Sans  cesse,  ä  mesure  que  »i,  ou  k,  grandit; 

'ljia.iit  a  la  plus  grande  racine  eile  croit  coni in uel lernen t,  si  n  et  t  augmentent 

^öiidtanement.     D  est  da  reste  manifeste  par  l'expression  de  F{n,k,je)  que 

^    produit  des  meines  tend  vers  nero  en  meme  temps  que  k  et  n  tendent  vers 

'lötini.     Ce  produit  en  effet  a  pour  expreasion 

(2mj\    (2*)!  {k\)'    m! 

in'        k\  (aA)l     Ml  ' 


suivaat  qae  l'on  suppose  k  >  »  ou  «  >  ^,  et  lorsqu'on  represente  par  m  la 
lu  «  —  k,  qn'on  adniettra  rest*r  inWrieure  ä  tm  entier  donne. 


Termiechte  HiHeiliiii(;eD. 

Au  Ueu  de  l'eipression  eiacte  on  peut  du  reate  constderer  leipression  asymp- 
(3»»)'  «*  „„         ^   l/±       "' 


1 


et  en  extrayant  la  racine  n'*'°°,  ou  la  racine  it**"",  on  obtient  ponr  la  valeur 
moyenne  d'ime  racine  le  nombre  tjt  »  on  j—  puisqtte  dans  l'bypothese  faite 
le  rapport  des  nombrBs  croissaDts  n  et  A:  tend  vers  l'unite.  La  plus  petät« 
raciae  est  natural  lernen  t  beaucoup  plus  petite  que  la  valeur  moyenne  qn'on 
vient  de  troiiver,  puisque  d'autre  part  certaiaes  racines  de  F(n,  k,  x)  croissent 
au  Heu  de  dm 

La  somme  des  racines  est  .    .  lorsque  le  poIynome  ^"(»,4,3!)  est 

de  degre  n,  n  etant  moindre  que  k  de  l'entier  m;  eile  est  oT— t^t;  si  le  degre 
est  k,  k  ii&ot  moindre  que  »  de  l'entier  m.  La  nioyenne  valeur  arithmetique 
des  racincB  est  alora  -,—  ,  ,,,  tandis  qu'eUe  est  — --  -  -.- — -.  dans  le  premier 
cas:  les  deux  expresslons  colncident  entre  elles  et  avec  la  valeur  ^  lorsqu'ou 
a  A  =  n,  n»  =  0.  D'apres  cela  on  peut  afBrmer  que  la  plus  grande  racine 
3  de  «  >  li\  superieure  ä  öt—t  f,i  ^t  inferieure  ä    --  ■  dans 

Ic  cas  contraire,  superieure  a  „-^i — Xll  *''  'if^rieure  ä  „^      .     .  ■ 

La  coDsideration  suivante  fonntit  uue  evaluation  plus  approch^  de  la 
ptns  grande  racine,  au  moins  lorequo  l'on  a  l'  ^^  n,  m  ^  0,  c'est-ä-dire  dans 
le  cas  des  polynomes  de  M.  Maillet.     On  peut  ecrire 

-  t)-F(n.«,.)  _  *■  [l  -  jijg)^,^  g)' 

J.-i)M)p).^..l. 

l-3-8*.Bß      U/  ^        J 

c'eat-tt'dire,  en  supposant  ii  tres-grand, 

(-l)-F(«,«,^)-*-(oo,|/^+,.), 

e,  teadant  vers  «ero  en  mems  temps  que  «  vera  Tinlini.  Donu,  ä  peu  de  chose 
pres,  les  plus  grandes  racines  de  F{n,  w,  x)  seront  — j ,   —  ^ ,  -— , ,  etc. 

Puisque  F(t>,k,x)  est  le  coCfficient  du  terme  en  ^'"— *'  dans  le  developpe- 
ment  du  produit  (i*  —  :r)"  f{2),  que  t'(>i  -|-  1 ,  fr  +  I ,  j)  est  celui  du  meme  terme 
dans  le  produit  {z*  —  i)''*^f{i),  etc,  il  en  resulte  que  la  serie  ^<i'F(n,k,x), 
oü  les  nombres  k  et  n  varient  simultauement  par  unites  de  mauiere  qne  teur 
differenoe  m  soit  constante,  eat  de  meme  le  cofi'fioient  du  terme  en  /»"—** 
dans  le  developpement  de  la  fonction  ^d:"(s'  —  x^f^e),  c'est-ä-dire  de  la 
Comme   la    condition    de   convergeace   impUcitement 


fW 


fonction  — -,- —— 

sapposee  dans  ce  qni  precede,  1  >  o  (_t^ —  x),  s'ecrit  egalement  1  -J-  ttx'^az', 
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on  peut  aussi  developper  le  multiplicateur  de  f{z)  suivant  les  puiBsances 
croigsantee  de  f  ^  ^        ,  ,. 

et  formant  le  produit  par  f{z)  le  coSficient  de  r"**"  sera 

(2m)! '  \  +  ax  L^  "^  2  '  im  +  l  \l+Vx)  ^  4  *  (2m+"l)"(2m  +  8)  \x+Vx)  +  *  "J  * 
on  aura  donc,  en  supposant  A;  *—  in  +  n, 


«  =  QB 


^^«-F(n,in  +  n,^)  -  ^-i^ -:^^^^^^ 

"^  4  '  (2m +  1)  (2m +  8)  U  +  arr/  "l        J " 

Au  contraire,  en  supposant  it  «>  tn  -|~  ^  et  consid^rant  le  terme  en  jB^"*,  il 
yiendra 

A  l'4gard  de  cette  expression  il  convient  de  remarquer  qu'on  peut  tiis 
aisement,  comme  f{ß),  la  transformer  en  integrale  d^finie  et  poser 

0 

mais  je   ne  deyelopperai   pas  les   consequences  qua  Ton  peut  tirer  de  cette 
formnle. 

Caen  (Calvados).  E.  Malo. 


Eine  fernere  Yerallgemeinernng  der  Aufgaben 

145  (P.  Epstein)  und  165  (F.  Schlegel).  Siehe  auch:  Bd.  XU, 
S.  295  f.  (J.  Krug). 

Hahe  ich  vier  Punkte  Ä^  B,  (7,  D  auf  einer  Geraden,  deren  Aufeinander- 
folge von  einem  fünften  Punkte  P  der  Geraden  aus  in  einem  beliebigen  Sinne 
auch  AB  CD  sein  soll,  so  will  ich  die  Streckengleichheit  auf  der  Geraden  in 
bezug  auf  den  Punkt  P  folgendermaßen  definieren. 

Ich  sage:  Es  ist  -4^  =  CD  oder,  was  zugleich  statt  hat,  ÄC  =^  BD  in 
bezug  auf  den  Punkt  P,  wenn  P  ein  Doppelpunkt  der  Involution  AD-BC ist. 

Natürlich  sind  die  genannten  Strecken  auch  gleich  in  bezug  auf  den 
anderen  Doppelpunkt  der  Involution. 

Schneidet  irgend  eine  Gerade  g  den  Trager  der  vier  Punkte  in  P,  so 
sollen  die  Strecken  auch  gleich  in  bezug  auf  g  heißen. 

Habe  ich  nun  zwei  Kegelschnitte  JT'  und  Ä^"  und  nenne  die  Verbindungs- 
linie zweier  ihrer  Schnittpunkte  —  B  und  Ä  —  y,  die  der  beiden  anderen 


l 
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—  T  und  V  —  h,  Bo  mnhülJeu  alle  Geraden,  worauf  durch  K'  und  K"  in 
bezug  auf  g  gleiclie  Strei-ki^n  abgeschoitten  werden,  einen  Kegelschnitt  P  von 
folgenden  Eigenschaften: 

r  beröhrt  y  und  h.  Die  BerOhrungspunkte  liegen  auf  der  VerbindungB- 
liuie  der  Pole  von  y  in  bezug  «uf  K'  und  K" .  Die  zweiten  Tangenten  an  i* 
von  li  und  S  itus  schneiden  sich  auf  dieser  Verbin  dun  ^linie  in  dem  von  // 
durch  die  genannten  Pole  Larmonisch  getrennten  Punkte. 

Wir  erhalten  übrigens,  was  vielleicht  von  Interesse  ist,  denselben  Kegel- 
schnitt P,  wenn  wir  h,  J,  U  statt  g,  R,  S  nehmen. 

Der  Kegelschnitt  P  kann  in  ein  Punktpaar  —  die  beiden  Punkt«  auf  ff 
und  h  —  zerfallen.  Wir  wollen  dann  K'  und  K"  kongruent  —  genaoer 
wäre:  kongruent  in  ähnlicher  Lage  —  nennen  in  bezog  auf  ly  oder  h,  oder 
auch  auf  irgend  eine  Ebeue,  die  die  (lerade  ij  oder  h  aus  Ihrer  Ebene  heraus- 
schneidet. 

Habe  ich  nun  zwei  Flachen  zweiter  Ordnung  F'  und  F'\  deren  Schnitt- 
kurve in  zwei  Kegelschnitte  /  und  J  zerfällt,  deren  Ebenen  r  und  ß  heiSen 
mögen,  so  umhüllen  alle  Ebenen,  die  aus  F'  und  F"  kongruente  Kegelschnitt« 
in  bezug  auf  a  oder  /j  herausschneiden,  eine  dritte  Flüche  Q  zweit«r  Ordnung. 

(^  berührt  F'  und  F".  Die  Berührungspunkte  liegen  auf  der  Verbin- 
dungslinie der  Pole  von  a  und  §  in  bezug  auf  F'  und  F".  Femer  geben 
alle  Tangenten  von  den  Punkten  auf  I  (oder  J')  an  Q,  die  diese  Verbindungs- 
linie schneiden  —  mit  Ausnahme  der  in  a  (ß')  liegenden  — ,  durch  einen 
ihrer  Punkte,  nämlich  durch  den  von  «  [ß]  durch  die  Pole  von  a  (ß)  harmonisch 
getrennten  Punkt. 

Zerfällt  die  Fläche  y  in  zwei  lineare  Bündel,  deren  Träger  die  Berilhrungs- 
punkte  mit  a  und  ß  sind,  so  kanu  mau  F'  und  F"  kongruent  nennen  in  bezug 
auf  a  oder  ß. 

I.angendreer,  den  3.  Dezember  1907.  F,  Bobqeholu. 
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über  die  Einteilung  der  positiven  ganzen  Zahlen 

ÜL  Tier  Klassen  nach  der  Mindestzahl  der  zn  ilirer  additiven 

Znsammensetznng  erforderlichen  Qnadrate. 

Von  Edmund  Landau  in  Berlin. 

Einleitnng. 

Bekanntlich  ist  jede  Zahl^)  als  Summe  von  vier  Quadraten  (d.  h. 
^la  Snmme  yon  höclistens  yier  positiven  Quadraten)  darstellbar. 

Bekanntlich  ist  jede  Zahl  als  Summe  von  drei  Quadraten  (d.  h« 
^on  höchstens  drei  positiven  Quadraten)  dann  und  nur  dann  darstell- 
bar, wenn  sie  nicht  die  Gestalt  4«  (86  +  7)  (a  ^  0,  6  ^  0)  hat. 

Bekanntlich  ist  jede  Zahl  als  Summe  von  zwei  Quadraten  (d.  h« 
Von  höchstens  zwei  positiven  Quadraten)  dann  und  nur  dann  darstell- 
bar, wenn  jeder  in  ihr  etwa  vorkommende  Primfaktor  von  der  Form 
4  6  4-  3  ii^  gerader  Yielfachheit  auftritt. 

Ich  verstehe  nun  unter  Ä{x),  B{x)j  C{x\  D(x)  bzw.  die  Anzahl 
der  bis  x  (inkL)  gelegenen  Zahlen,  welche  in  1,  2,  3,  4  Quadrate  zer- 
l^bar  sind. 


Dann  ist  offenbar 
also 


D  (x)  =  [xl 
lim^^l. 

X 


Femer  ist  leicht  ersichtlich,  daß 

C{x)       6 


(1)  lim 


«=  CO 


6 


ist.     Denn  [x]  —  C{x)  ist  die  Anzahl  der  Zahlen  bis  x  von  einer  der 
Formen  86+7,  4  (8  6  +  7),  4«  (86  +  7),  . . .;  da  die  Anzahl  der  Zahlen 

8  6  +  7  ^  a;  offenbar  1^1  ist,  so  ergibt  sich 


[«]  -  C{x)  -  [i±i]  + 


\11 

8 


+ 


£±1 

8 


+ 


1)  unter  Zahl  yerstehe  ich  in  dieser  Arbeit  eine  positive  ganze  Zahl  (1,  9| 
H,  4,  . . .),  unter  Quadrat  das  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  (0,  1,  4,  9,  . .  .)• 
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also,  da  diese  endliche  Summe 


» -  [^^'w*^] + > 


nicht  yerscliwindende  Glieder  hat^), 

[a;]-C(a:)-^  +  i^+...  +  ^— g .+  O(logx) 


=f+o(i)+oaogfl;), 

C(x)'~lx  +  0(logx), 

womit  (1)  bewiesen  ist. 

Außerdem  ist  ..  ^      r  —, 

Ä{x)  =  [Vx], 

also  .,  . 

lim^-1. 


X 


=  00    Yx 


Aber  für  die  vierte  Funktion  B(x)  war  es  mir  bisher  trotz  mannig- 
facher Bemühungen  niemals  gelungen,  ihr  Wachstum  mit  dem  einer 
der  gewöhnlichen  Yergleichsfunktionen  positiven  Argumentes  in  asym- 
ptotische Verbindung  zu  bringen,  genauer  gesagt,  die  Existenz  eines 
Ghrenz  wertes  ^^ 

(2)  ."»^-'X' 


yiogx 

zu  beweisen,  auf  welchen  heuristische  Überlegungen  fCihren.  Erst  kürz- 
lich versuchte  ich  einmal,  meine  übliche  Beweismethode  bei  Primzahl- 
problemen, die  sich  auf  ein  komplexes  Integral  der  Gestalt 


fifis)  da 


stützt  (wo  f{s)  die  einer  gegebenen  zahlentheoretischen  Funktion  ent- 
sprechende Dirichletsche  Reihe  bzw.  die  dadurch  definierte  analytische 
Funktion  ist),  mutatis  mutandis  auf  Fälle  zu  übertragen,  in  welchen 
die  in  Betracht  kommende  Funktion  sich  im  Punkte  $  »  1  verzweigt 


1)  Denn  y  —  1  ist  die  größte  Zahl,  for  welche  — —  ^7,  d.  h.  --  ^  4y  - 1  ist. 
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(also  nicht^  wie  gewöhnlich^  dort  holomorph  oder  meromorph  ist)^  und 
kam  dadurch  zum  Ziel.  Diesen  Beweis  von  (2)  werde  ich  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  angeben^  ohne  auf  schärfere^)  Abschätzungen  als  die 

ff  jj     

Aixfiindung  des  höchsten  Gliedes  ^ Wert  zu  legen. 

Geometrisch  gesprochen  bedeutet  B{x)y  wenn  in  der  Ebene  die 
ganzzahligen  Gitterpunkte  markiert  werden^  die  Anzahl  der  Kreise  mit 
dem  Jkfittelpunkt  0  imd  positivem  Radius  ^  Yx,  auf  denen  mindestens 
ein  Oitterpunkt  liegt.  In  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper 
bedeutet  B(x)  die  Anzahl  der  positiven  Zahlen  <  ar,  welche  Normen 
▼on  ganzen  algebraischen  Zahlen  des  Körpers  P(i)  sind;  d.  L  die  Anzahl 
der  xxicht  verschwindenden  Koeffizienten  F(n)  in  den  ersten  [x]  Gliedern 
^^^    zugehörigen  Zetafdnktion 

^     n«       ^  {Nny 

nssl  n 

AVenn  8(0;),  ®(a:),  ffi(rc),  *S){x)  bzw.  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen 
^^    bezeichnen;   zu  deren  Darstellung  genau  1^  2,  3,  4  Quadrate  er- 
*<>i-<iöj:lich  sind,  so  ist 

<i^^^D{x)-C{x\il{x)=^C{x)-B(x\ß(x)^B(x)^Ä(x),^^^^ 
nach  dem  Obigen 

a;6'  reo'  x  '  i/>r 

yiogx 

^üeser  Form  (welche  der  Überschrift  dieser  Arbeit  entspricht)  läßt 
also  das  Ergebnis  des  Folgenden  aussprechen. 

§  1- 

^s  sei   b  =•  1,   wenn   n   in   zwei    Quadrate   zerlegbar  ist,    sonst 


h 


n 

O.    Dann  ist 


B(x)^'^K. 


nsrl 


'  V»)    l)ezeichne  die  für  9fl(5)>l   durch  die  Dirichletsche  Reihe 


b. 
ir=i 


1)  Mit  derselben  Methode  ausfahrbare. 

20' 
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definierte  analytische  Funktion  von  s  ='  6  +  ti.    Dann  ist,  wenn  q  alle 
Primzahlen  Am  +  1,  r  alle  Primzahlen  4m  4-  3  durchlauft,  fÖr  ^(s)  >  1 

•  b. 


f(^)'2^ 


n  =  l 


-(1+5+^.+ •■)JI  (>+?+?-•+•••)  i7C+,-5^+^+-) 

Femer  ist  bekanntlich  für  9fl(s)  >  1 

«  =  1  1  —  7^      9        1 r        1 

2*  q»  r* 

und,  wenn  L{8)  die  für  91(5)  >  0  durch  die  Reihe 

•1  =  0 

definierte  analytische  Funktion  bezeichnet,  f&r  9i($)  >  1 

Daraus  folgt  für  81  (s)  >  1 

Bekanntlich^)  hat  g(s)  i(s)  im  Punkt  5  =»  1  einen  Pol  erster  Ord- 
nung mit  dem  Residuum  ^ ,  ist  sonst  fÖr  <y  —  1  regulär  und  von  Null 
yerschieden,    und    es    gibt    eine    Eonstante  &,    so    daß    f&r  |  ^  |  ^  3, 

log*jt|  = 


0  <  I  g(5)  |<  log*  I  ^  i ,  0  <  I  L  (5)  |<  log*  I  f 
ist.     Daraus  folgt,  da TJ j-  für  <y  >  4^  regulär  und  +  0  ist, 


'-T'    '    '-TT. 


1)  Yergl.  meine  Arbeit  „über  die  Primzahlen  einer  arithmetischen  Pjrogree- 
flion^^  [Sitzimgsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien, 
mathematisch-naturwissenschaftliche  Klasse,  ßd.  CXU,  Abt.  IIa  (1908),  S.  493  bis 
636],  8.  609,  612,  619. 
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sowie  f&r  6>  i  absolut  ^nommen  unterlialb  einer  endlichen  Schranke 
verbleibt: 

Es  ffäd  eine  absolute  KonstofUe  c  derart j  daß  in  dem  dwrch  den  ge- 
raden Schnitt  von  1  —  p— ^  bis  1  aufgetrennten  Gebiet  (vergl.  bei- 
stehende schematische  Figur) 


J 


^^^-i^f^^>*^-^> 


\ 


<^  ^  1  --  I  J;    ,>  /«r  f  <  -  3 
—  log«(— «)'         = 

j  wg.  1. 

f(jf)  regulär  ist  und  /ör  |  ^  |  ^  3,  <y  ^  1  —  ^      .  .  die  Ungleichung 
(3)  \f{s)\<\o^\t\ 

erfüHty  und  daß  femer  f{s)ys  —  1  oMch  auf  dem  Schnitt  (inld.  s  ^\) 
noch  regulär  ist. 

Die  in  dem  aufgeschnittenen  Gebiet  gültige  Entwickelung  von  f(s) 
in  der  Umgebung  von  s  ^  1  beginnt  mit 

wo  a  den  positiven  konstanten  Wert  bezeichnet  und  Ys  —  1  för  s  >  1 
positiv  ist.     Ich  darf  c  >  1  annehmen. 

§2. 
Nach  der  bekannten  Integralfonnel 

2«iJ«»"*U0         fÜrO<y:^l 

S—  OD  tf  "    

(bei  geradem  Integrationsweg)  ist  fÖr  o;  >  0 

S  +  ootf 
also      •  oj^-a^ 

2'  ^iog|  -  «4i/ J'  m  ^^ + oß  dt 


Lj^/-(.)d«  +  0(l). 


2ni 
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Von  B==2  +  x*t  werde  nun,  x  >  "j/S  vorausgesetzt,  bis  -4.  —  2  —  rr*  i  über 
folgenden  Weg  integriert  (yergl.  beistehende  schematische  Figur):  Gerad- 

Ci ,B  liiiig    ^is    C  —  1  —  ^      .  ^  +  a:*f,    auf   der    Kurve 

^"^"ki^+^*  ^^^  -D-l-j^  +  3t,  geradlinig 
bis  JE? = 1  —  ,        -» #,  am  oberen  Rande  des  Schnitts  bis 

jF  »  1,  am  unteren  Rande  zurück  bis  E^  nach  unten  bis 
G^==l— T:::r5  — 3i,  auf  der  Kurve 5-=» l  —  i—— 7 — jr  +  ti 

log«  3  logc(— Q 

bis  fl=-  1—  iQgc/^ix  —  a?*i,  geradlinig  bis  A  Dann  ist 

^  auf  dem  Wege  (bis  auf  den  Punkt  5=1,  der  nicht  stört  ^)) 

—if(s)  regulär,  ebenso  in  dem  zwischen  dem  Wege  und 

8 

der  Geraden  von  J.  bis  £  gelegenen  Gebiet;  der  Gauch  ysche  Satz  ergibt  also 

gg  CDEFEOHA 

(.,..<2M--:-/-/-/-/-/-/-/-/"'''''- 


Fig.  %. 


Hierin  ist  nach  (3) 

c  A 


(6) 


/|-|/|-«('-^)-°(^)' 


X*    1- 


/l°l/l°v^'''^''' 


0  I  a;  log« 


dt 


ie. 


V^ 


-ofxlog'xj      'L^aA  +  ofxlog'xX 


ic 


Vlog 


0  l  X  log^  X  •  X 


( flog  «7 


'A'  l^" 


irlog** 


(6) 


0  \x  log*a?< 
0  (xe-^ . 


-Vi^ 


)  +  o{x 


.     log«»  \ 

^J%e 7*    I 

,Vlog»        / 


log^'ice 


2  c, \ 


1)  Es  darf  in  den  singulären  Punkt  8  =»  1  hinein  integriert  werden,   da   er 
eine  algebraische  Unendlichkeitsstelle  V,ter  Ordnung  ist. 
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Femer  ist  e  e  i 

(7)  I    Tj -1    r|=0(a;'~'^)-0(a;*). 

D  E 

Aus  (4),  (5),  (6)  und  (7)  folgt 

2«.-2'  6.log  J  -  0  (arc-"^^)  -/^  f{i)  ds, 

••  =  ^  EFE 

also^  da  f{8)  sich  an  beiden  Ufern  des  Schnitts  um  den  Faktor  —  1 
unterscheidet, 

(8)  2  ^iog|  -  hji  f(')  ^'^(>  t  e-^ , 

WO  über  das  nntere  Ufer  des  Schnitts  zu  integrieren  ist,  d.  h.  bei 
positivem  Werte  von  ]/l  —  s  die  fttr  |  s  --  1  |  <  r,  wo  r  >  1  —  #  ist, 
konvergente  Reihe 

zu.  nehmen  ist. 

Esi8tfttr'6'^5<l 


also 

1  1 


/-  (f  -^y-  "/■''  -  "C^-?)  - "  ^^) 


folglich  nach  (8) 


l».Iog|-0(^)+i/'^.. 

1 


0         ^ 


1 

-  r  ^^ "  /f  4-  0  /^  ^  \ 


0  '^ 

logx 


0      j/j 


loga; 

log« 


*Vlclg«j/  \log«/ 
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vs 


(9) 


§3. 
Es  sei  J  >  0  gegeben.     Dann  ist  nach  (9) 

yiog((i  +  ^)^)<'^'    ,     (li*)*  _  i 

!tL     (1+»)«     -Z    "  *^     «         ' 


asl 


also  . (i+t)x 


MB  1 


2'&>g^-i-^-&(i+*), 


folglich,  wenn  hiervon  (9)  subtrahiert  wird, 

lim  (l^logd  +  d)2'*.  +  ^  '^\log  (i±^)  -  &d, 

also  da  hier  der  Aasdnick  unter  dem  Limeszeichen  nicht  kleiner  als 
l^log  (1  +  S)  Bix)  und  £  1^  log  (1  +  *)  B((l+  i)x)  ist, 

(10)  li.^aupl^5(.)^j3^, 

(11)  li^^infl^B((l  +  *)x)^j3^M_. 
aus  (11)  folgt,  wenn  ^  .  ^  statt  x  geschrieben  wird, 

Da  (10)  und  (12)  för  aUe  *  >  0  gelten  und 


ist,  ist  nach  (10) 
nach  (12) 


J^olog(l  +  <f) 


lim  8upl^^5(rr)^6, 


«=  oo  *^ 


UminfÄ*B(x)^&, 


«  =  OD 


(2) 


•1/ 

yiog  X 

Berlin,  den  21.  Juni  1908. 
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Systeme  korrelativer  Biindel,  welche  eine  gegebene  t" 
erzengen. 

Von  Wolfgang  Vogt  in  Karlsruhe. 


(Schluß.) 

HI.  Die  änderen  Bedlngungs^nippen. 


P  24,    Die   bisher   gewonnenen   Anzahlen   von  korrelativen   Bündeln 

•*^i    fßnf  zn  F^  hinzutretenden  Bedingungen  reichen  hin,  um  die  losen- 

*i«ii     Anzahlen    hei    allen   möglichen   anderen   Komhioationeu   von   fünf 

^**ifachen   Bedingungen,  oder  mehrfachen   in  äquivalenter  Anzahl,  for- 

^oaelmäßig  zu   bestimmen,  und  zwar  ohne  Benutzung  der  Ausartungen. 

Es  liege  irgend  ein  einfadi  unendliches  System  von  Bündel-Korre- 

i^tionen  vor  mit  der  Eigenschaft,  daß  eine  beliebige  Bedingung  ^^,  von 

$*■    Korrelationen  erfüllt  wird.     Ich  kann  dann  sagen;   die  den  Strahlen 

"^Oö  allen  möglichen  Punkten  0,  nach  einem  Punkte  Ai  hin  eutaprechen- 

«©n   Ebenen  erfüllen  einen  Torsos  ft""  Klasse.    Sind  A^^,  ^'i  zwei  Punkte 

^***er    Graden  o,,   ho   sind  die   ihnen  zugehörigen   Torsen  ein-eindeotig 

Dezogen,   wenn  zwei  Ebenen   entsprechend  sind,  die  dem   Strahl  0,J, 

'^^^^l  O^Ä^  in  einer  und  derselben  Korrelation  entsprechen,  und  erzeugen 

"Q*"ch  die  Schnittgeraden  von  entsprechenden  Ebenen  eine  Regelfläche 

'^f***''   Ordnung.      Enthalt   das    System   X    planare   Bündelkorrelationen, 

***     fallen    in    deren    aingu^ren  Ebenen   im   zweiten   Baume   zwei   ent- 

Bprectende  Ebenen  zusammen,  es  sondern  sich  also  X  Ebenen  von  der 

'^'^gelfläche   2/1"'  Ordnung   ab.     Die    Strahlen   dieser   Regelfläche   ent- 

^P^'echen  den  Ebenen  0^a^  in  den  Bündelkorrelationen,  2(i~l  schneiden 

ßine     beliebte  Gerade  0^.     Nenne   ich  v  die  Anzahl  der  Biindelkorrela- 

tioneE,  die  eine  Bedingung  v  erfüllen,  so  gilt:   r  =  2f»  —  A'}.     Haben 

_®     Bündelkorrelationen  sämtlich   dieselbe  allgemeine  F*  zum  Erzeug- 

^^,      so  sind  plauaje   Korrelationen  unmöglich,     lu   unserem  Falle  gilt 

Iso :    V  ^  2(1.    D.  h.  jedesmal,   wenn   kh  eine  Bedingtmg  ft  durch  eine 

"^'^'i*tgung  v  ersetze.  muUiplieiert  sich  die  Lösiuigszahl  mit  2. 

Aa  einem  Beispiel  will  ich  diese  Formel  verifizieren;  Nehme  ich 
1  ^Xid  Of  auf  F^  fest  an,  so  bestimmt  ein  Paar  Äi;  A^  die  Korrelation 
*  BJlgemeinen  eindeutig.    Liegt  dagegen  ein  Paar  o, ;  Oj  vor,  so  verlangt 

,  Math,   Ana.   12,  263. 
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dieees,  daß  der  der  Ebene  0,ai  entsprechende  Strabl  einer  von  den 
beiden  ist,  die  von  0^  kommen  und  sowohl  den  Kegelschnitt  {Oifii,  F*) 
als    auch   die   Gerade  ü,    schneiden.     Es    gibt   also  zwei   Korrelationen 

yW-  -  «• 

(I)  v-2,,. 

26.  Unteraueben  wir  Beziehungen  zwiBchen  do^dten  Bedingungen: 
Nach  (22)  können  wir  schreiben: 

(II)  ,S,-^,-f-^'.') 

Die  Bedingung  p,  =  o;  «,,  welche  yerlangt,  daß  der  Ebene  O^a^ 
ein  Strahl  in  c,  entspricht,  ist  nur  erfüllt,  wenn  die  Bedingungen  p,, 
daß  0,  der  Ebene  ctj  angehört,  und  v,  daß  a,  mit  einer  beliebigen 
Geraden  a,  in  «,  konjugiert  ist,  erföllt  sind,  abzüglich  der  darunter  ent- 
haltenen Fälle,  in  denen  0^  einer  der  beiden  Punkte  (OjJP*)  ist  (^). 
Es  gilt  also: 

(III)  fi-lh^-p\^     Pv-PiV-f^. 

Liegt  0,  in  einem  Punkte  (a,i^'),  so  ist  die  Ebene  0,  Q,  in  einem 
Ebenenbüschel  unbestimmt.  Die  diesen  Ebenen  entsprechenden  Strahlen 
bilden  einen  Strahlenbüschel  in  Oj,  Ton  ihnen  Vie^  im  allgemeinen  kein 
Stralil  in  (fj,  es  sei  denn,  daß  Oj  noch  obendrein  in  a^  läge,  das  wären 
aber  im  ganzen  drei  Bedingungen.  Die  Möglichkeit  fallt  demnach  weg. 
Wird  in  einem  zweifach  unendlichen  System  von  korrelatiTen 
Bündeln  die  Bedingung  ji  von  ft,  die  Bedingung  p^  von  p,  Bündel- 
korrelationen  erfüllt,  so  heißt  das:  die  den  Ebenen  von  0^  nach  einer 
Geraden  Oj  hin  entsprechenden  Strahlen  bilden  eine  Kongruenz  [ji,  ^j] 
^t"  Ordnung,  p^'  Klasse.  Zwei  beliebige  Strahlen  a^,  oi  werden  daher 
Ton  y>-\'Pf  Strahlen  der  Kongruenz  geschnitten,  oder  es  gilt: 

(IV)  r,  =  fi  +  ^„     v  =  y.  +  p,. 
26.  Wir  kommen  zu  dreifachen  Bedingungen. 

Nach  (23)  ist  durch  jUj  =  \_A.^;  Cj]  zugleich  fi,  =—  [^i;  A^  =  A^  mit- 
gegeben. Zur  Befriedigung  von  ß  =  yLy=  fi^  ist  daher  notwendig:  0, 
muß  auf  «i,  Oj  auf  a^  liegen  {piP^,  uad  .4,  mnß  mit  ii^end  einem 
Punkte  von  a,  konjugiert  sein: 

(V)  ^,  =  fi%=-fi  =  p,p,,u. 

1)  Schubert  b.  a.  0.  S.  236  findet  mittel»  dei  PriuzipB  dei  Erhaltung  der  An- 
zahl fi'  ^  rj  -|-  le,  wo  sein  i]  mein  ^  und  le  die  Bedingung  bedeutet,  daS  die 
Korrelation  planar  ist  und  eine  Bingul&re  Ebene  durch  einen  Punkt  geht.  F3i 
1  =  0  atinunt  aie  mit  der  obigen  überein. 
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y,  bedeutet:  Der  Ebene  von  0,  nacli  einem  Strahle  0,  hin  Boll  ein 
Strahl  entsprechen,  der  einem  beatimmten  Strablenbündel  (^,  «,)  an- 
gehört. Dazu  muB  0,  in  u^  liegen,  und  a,;  ^  müssen  konjugiert 
sein.     Also : 

(VI)  Vi=Pi^,       ^t-Py^- 

Wird  in  einem  Systeme  diitter  Stufe  die  Bedingung  Vj  von  Vj  Bündel- 
korrelationen erfQllt,  so  heißt  das:  die  den  Ebenen  von  0,  nach  einer 
Geraden  a,  euteprechenden  Strahlen  erfüllen  einen  Komplex  r,""  Orades. 
Darum  gehören  einer  Kegelschaar  Sv,  Gerade  an,  und  es  gilt: 
(Vn)  vi  =  2v„       vi  =  2v,. 

Damit  endlich  v^  erfüllt  ist,  d.  h.  der  Ebene  tou  0^  nach  einer  Gera- 
den Q,  ein  gegebener  Strahl  o,  entspricht,  muß  0,  auf  Qj  liegen  (j^) 
und  a^  zu  einem  Punkte  .4^  von  a,  konjugiert  sein: 


27.  Die  Tabelle  ist  folgendermaßen  zu  verstehen:  Jede  Zeile  ist 
durch  ein  symboliscbes  Produkt  vierter  Dimension,  jede  Kolonne  durch 
ein  einfaches  Bedingungsaymbol  cbarakteriaiert.  Jedes  Glied  der  Tabelle 
gibt  die  Zahl  der  lösenden  Bündelkorrelntionen  für  dasjenige  symbo- 
lische Produkt  fünfter  Dimension  an,  welches  aus  den  seiner  Zeile  und 
seiner  Kolonne  vorstehenden  Symbolen  gebildet  wird. 

Weil  die  Bedingung  v  mit  der  /i  durch  die  einfache  Relation 
»  =  2jt  verbunden  ist,  so  ist  sie  in  der  Tabelle  nur  in  der  letzten 
Kolonne  aufgenommen.  Die  Bedingung  i-i'  und  vi  ist  wegen  ihres  ein- 
fachen Zusamnienhangea  mit  i',  und  i-*  (i'i-=2"i'i)  ganz  weggelassen. 
Von  Bedingungs  Produkten,  die  durch  It  au  m  vertäu  sehn  ng  ineinander  über- 
gehen, z.  B.  pipfH*  und  PiP]ft*,  ist  stets  nur  eines  aufgeführt. 

In  dieses  Schema  gehen  naturgemäß  nur  solche  fünffachen  Be- 
dingungsgruppe u  ein,  welche  mindestens  eine  einfache  Bedingung  ent- 
halten; für  die  wenigen  Gruppen  mit  nur  mehrfachen  Bedingungen 
ist  eine  besondere  Tabelle  angelegt 

38.  Zur  Bestätigung  durch  die  Abzahlung  mittels  der  Ausartungen 
erster  Stufe  sind  in  der  sechsten  und  siebenten  Kolonne  die  Anzahlen 
der  axialen  Büudelkorrelationen  vom  Typus  <(•  und  iji'  angegeben  (8), 
welche  die  vier  zu  jeder  Zeile  gehörigen  Bedingtingen  befriedigen,   so 

I)  Die  Formeln  (lU)  bis  (VHI)  bleiben  gültig,  auch  wenn  an  Stelle  von  F' 
irgendwelche  neun  einfache  Bedingungen  treten,  ooi  dafl  ji,  von  fi,  untetBchieden 
werden  muß 
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daß  in  jeder  Zeile  das  Glied  der  Kolonne  ft  und  v  ans  denen  der  Ko- 
lonnen PiP^j  ^y  rl)'  durch  die  Formeln  von  Schubert^) 

31/  =  2p^  +  2i),  +  2(^  +  ^0  ==  6^ 

kontrolliert  werden  kann. 

Die  Zahlen  der  Kolonnen  ^,^'  sind  durch  unmittelbare  geome- 
trische Betrachtung  unter  Benutzung  von  (1)  gewonnen.  Weil  diese 
Kolonnen  jedoch  nur  zur  Bestätigung  dienen  ^  gehe  ich  nicht  naher  auf 
sie  ein. 

Die  Tabelle  bietet  in  sich  eine  Reihe  von  Kontrollen.  Das  Prinzip^ 
nach  welchem  sie  in  Gruppen  geteilt  ist,  ist  ersichtlich. 


29. 

Pl 

Pl 

/* 

V 

^ 

1 

Pl 

P% 

f* 

¥      , 

^     t' 

P\P\ 

0 

0 

4 

8 

4 

8 

1 

Pl    ^if* 

2 

14 

8 

16 

8      0 

PiPii^ 

0 

4 

4 

8 

4 

4    ! 

Pt  ^f  f* 

6 

14 

12 

24 

12      4 

rf     1^' 

0 

4 

2 

4 

2 

0 

V^IL* 

8 

12 

10 

20 

10      0 

Pl  Pf  /** 

4 

4 

6 

12 

6 

4 

Pl     /*' 

% 

6 

4 

8 

4 

0 

H  ]i 

4 

4 

4 

8 

4      0 

f** 

4 

4 

4 

8 

4 

0 

1^  Pl 
PiPi 

4 
0 

8 
16 

6 
8 

12 
16 

6     0 
16     0 

Pi    i^ 

0 

4 

2 

4 

2 

0 

PiP% 

8 

8 

12 

24 

12     8 

PiPti^ 

4 

4 

6 

12 

6 

4 

IL    V, 

8 

12 

10 

20 

10     0 

Pl     **f* 

2 

6 

4 

8 

4 

0 

Pl^t 

4 

24 

14 

28 

14     0 

iLH* 

4 

4 

4 

8 

4 

0 

Pt^t 

12 
20 

16 
28 

18 
28 

86 

56 

18     8 
88     8 

Pl    Pl 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

*'f^f 

12 

36 

24 

48 

24     0 

PiPtPi 

0 

8 

8 

16 

8 

8 

p\Pi 

8 

0 

4 

8 

4 

0 

Pl>l 

0 

4 

2 

4 

2     0 

Pl     Pii^ 

0 

8 

4 

8 

4 

0 

Ji    f* 

2 

2 

2 

4 

2     0 

PtPii^ 

8 

4 

8 

16 

8 

4 

^iPl 

4 

4 

6 

12 

6     4 

Pii^^ 

4 

8 

6 

12 

6 

0 

^iPf 

4 
6 

0 
2 

2 

4 

4 
8 

2     0 

4     0 

Pl    ^t 

0 

4 

2 

4 

2 

0 

Pl  P«  *'f 

4 

12 

14 

28 

14 

12 

^l 

4 

0 

2 

4 

2    0 

Pl^f 

8 

4 

6 

12 

6 

0 

f* 

Pl 

Pt 

^1 

^t 

** 

2 

4 

4 

6 

6 

^i 

4 

8 

8 

12 

12 

1)  Schubert  a.  a.  0.  S.  219,  wo  p  durch  p^ ,  p'  durch  p,,  x  durch  ^  -f  ^f 
X  durch  0  zu  ersetzen  sind. 
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H  30.   Die   mit   fi  und   ^   UberBchriebeaeii    Kolonnen   Btimmen   toU- 

■  ständig  überein.      Diese   Erscheinung  erklärt   sich   wie   folgt:    Rücken 

swei   konjugierte  Punkte  A,',A^  zusamioen,  flo   liegt  innerhalb  der  7^* 

ein  sich  selbst  konjugierter  Punkt,  die  Bedingung  wird  also  von  aUeu 

axialen  Bändelkorrelationen  vom  Typus  0  befriedigt  und  nur  von  die- 

.  13).     Die  Bedingung  fi  geht  stetig  in  die  Bedingung  ip  über. 

Breslau,  den  19.  August  1006. 


Über  Fachwerke  mit  zyklischer  Symmetrie. 

Von  H.  Reissnek  in  Aachen. 

Im  Jahre  1905  sprach   Herr  F.  Kötter  zu  mir  die  Ansicht  aus, 
daß    die    Stabs  pannungen    in   Kupp  elf ai^h  werken    sich    dureh    endliche 

trigonometrische  Reihen  darstellen  lassen  müßten,  ohne  jedoch  auf  den 
von  ihm  vorgestellten  Weg  einzugehen.  Die  Bestätigung  dieser  Ansicht 
ei^b  sich  mir  ungewollt,  als  ich  ein  für  elastische  Schalen  gefundenes 
Integrationsverfahren  auf  entsprechende  Fach  werke  anwandte.  Da 
der  von  mir  eingeschlagene  Weg  wohl  ein  anderer  ist  als  der  von  Herrn 
Kötter  gemeinte,  und  Herr  K.  nicht  die  Absicht  hat,  seinen  damaligen 
Gedanken  zu  verfolgen,  möge  das  Verfahren  hier  beschrieben  werden. 
Schon  Schwedler')  hat  in  seiner  Arbeit  über  Kuppeln  auf  die 
Beziehungen,  die  zwischen  elastischen  Schalen-  und  Kuppel  fach  werken 
herrschen  müssen,  hingewiesen,  und  neuerdings  haben  die  Herren  Klein 
und  Wieghardt*)   für  das  ebene  Fachwerk   mit  Hilfe   der  Airyschen 

t  Spannungfunktion  gezeigt,  wie  die  partielle  Differentialgleichung  der 
ebenen  Platte  in  eine  Differenzengleichung  für  gewisse  ebene  Fachwerke 
übergeht,  und  welche  Fachwerke  und   Belastungen   dieser  Differenzen-  ^^J 

gleichung   und    ihren    partikulären    Lösungen    entsprechen.      Airysche  ^^^| 

Spannungsfunktionen  fllr  elastische  Schalen  und  die  ihnen  entsprechen-  ^^^| 

den  Fachwerk-äe  cht  werke  sind  nun   allerdings   bis   jetzt  nicht  bekannt  ^^^H 

und   sollen    auch   hier  nicht  gegeben   werden,  aber  auch  die  üblichen,  ^^^| 

den    Kräfte  planen    entsprechenden    Gleichgewichtsbedingungen    für   die  ^^^H 

Stabkräfte   an  jedem   Knotenpunkte    eines   Fachwerkes  lassen   sich   als  ^^^ 

1)  W.  ScbwBdler,  KoDfltmktion  der  Kappeldricher.  1877,  Emet  und  Korn. 
8)  F.  Klein  and  H.  Wieghardt,  Über  SpannungHflttchen  und  reziproke 
■  'Diagranime,  mit  beBonderei  Berücksichtigung  der  Maxwellschen  Arbeiten.  Arch, 
Tjhth.  n.  Phjs.  8,  1—10,  1904.  K.  Wiegbardt,  über  einen  GreniObeigang  der 
tjHMtiritatalehre ,  EabilitationBBchrift.  1^06. 
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H.  Reiuneh; 


Diäerenzengleichungen  auffassen  und  unter  dem  GeBichtepankte  ihrer 
Eignung  zur  Integration  betrachten.    Da  nun  im  allgemeinen  sich  nur 

Differenzengleichuagen  mit  konstanten  Koeffizienten  oder  solche  von 
erster  Ordnung  mit  einer  Unbekannten  in  geschlossener  Form  lösen 
lassen,  muQ  man  solchen  Fällen  nachgeben. 

Ein  bemerkenswertes  Beispiel  liefern  ebene  oder  räumliche  Fach- 
werke mit  zyklischer  Symmetrie,  indem  deren  Gleiehgewicbtsbedingungen 
Differenzeugleichnngen  zu  zwei  Ordnungsziffem  vorstellen,  die  der 
Reihenfolge  der  Knotenpunkte  auf  den  Ringen  und  den  Meridianen 
entsprechen,  und  sich  in  vielen  Fällen  vollständig  integrieren,  zum 
mindesten  aber  auf  Meridiangleichungen  mit  einer  Ordnungsziffer  zorück- 
flihren  lassen. 

Fachwerke  mit  zyklischer  Symmetrie  treten  bei  den  über  regel- 
mäßigen Vielecken  errichteten  Kuppeln,  Pyramiden-  und  Tonnenfach- 
werken  auf,  Herr  Hertwig')  hat  vor  einiger  Zeit  einfache  Berechnungs- 
weisen der  bei  ihren  Elast izitätsgleichungen  vorkommenden  Determinanten 
angegeben;  hier  wird  ein  anderer  Weg  zur  Ausnutzung  der  Symmetrie- 
verhältnisse längs  der  Ringe  und  der  Regelmäßigkeit  längs  der  Meridiane 
för  die  Auswertung  der  Stabspannnngen  beschritten. 

Wendet  mau  das  nachstehend  erläuterte  Verfahren  anf  die  Elastizitäte- 
gleichungen  statisch  unbestimmter,  zyklisch  symmetrischer  Fachwerke 
an,  SD  findet  man  für  gleichartig  auf  einem  Ringe  angeordnete,  statisch 
unbestimmte  Größen  lauter  einzelne  Gleichungen  mit  je  einer  Un- 
bekannten, für  beliebig  liegende  ergeben  sieh  Gleichungsaätze,  die  nur 
die  auf  einem  Meridian  liegenden,  statisch  unbestimmten  Kräfte  enthalten. 

Auch  fflr  diejenigen  statisch  bestimmten  Fachwerke,  deren  Aufbau 
eine  sukzessive  Spann  kraft  be  Stimmung  nicht  gestattet,  hefert  das  Ver- 
fahren der  harmonischeu  Analyse  Vereinfachungen. 

Es  möge  nun  an  dem  einfachen  Beispiel  eines  Tonnenfachwerkes 
das  Verfahren,  dessen  Erweiterung  auf  andere  Fälle  wohl  keiner  gnmd- 
sätzlichen  Schwierigkeit  begegnet,  erläutert  werden. 

Bezeichnet  entsprechend  umstehender  Abb.; 
n  die  Ordnungszahl   der   Knotenpunkte  längs   der   Ringe,   gezählt  von 

einem  beliebigen  Meridian  ab. 
ffl  diejenige  längs  der  Meridiane, 

S,  D,  R  die  Stabkräfte  der  Ständer,  Schrägstäbe  und  Ringe  bezw., 
8,  d,  a  die  bezgl.  Stablängen, 


1)  Ä.Hertwig,  BesiehuDgen  zwischen  Symmetrie  unclBeterminanteu  in  einigen 
Aufgaben  der  Fachwerktheorie.    Wüllner,  Festschrift  S.  194. 


über  Fachwerke  mit  zyklischer  Symmetrie. 
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Vj  H,  T  die  am  Knotenpunkt  angreifenden  äu£eren  Kräfte  in  Richtung 
der  Vertikalen,  des  Zylinderhalbmessers  und  der  Tangente  an  den 
umschriebenen  Kreis  bezw., 

ß  den  Winkel  zwischen  aufeinanderfolgenden  Ringstäben, 


80  lauten  die  Gleichgewichtsbestimmungen  für  einen  Knotenpunkt  mit 
der  Ordnungsziffer  mn: 


^«,»•-1         ^ii«+   d  ^     «-^'»-l         ^n,m) 


(1) 


fiiin ' 


««.!,.+  Kn.+  ;(^n-l,..l  +  i)..J-  i/„,„COSeC  J  , 


ä 
a 


p 


nm  2 


Wir  suchen  zunächst  die  Ordnungsziffer  der  Meridiane  n  dadurch 
herauszuschaffen,  daß  wir  die  Spannkräfte  durch  eine  nach  Vielfachen 
der  Sinus  und  Kosinus  fortschreitende  Reihe  ausdrücken,  deren  Ko- 
effizienten 6y  d,  Q  den  Gleichgewichtsbedingungen  (1)  genügen   sollen. 


(2) 


m^n 


^mH  ^:2^Qmr^>^^ß^  +  Qmrnitinßr). 


Die   Gesamtzahl  der   Glieder  der  nach   einer  anderen   Meridian- 

Ordnungsziffer  r  fortschreitenden   Reihe   »oll    gldch   ihr  Zahl  p  ^  nf 

der  Meridiane  sein.  Diese  Ansätze  genügen  schon  von  vornherein  der 
Bedingung  des  zyklischen  Wiederkehren«  der  Werte  nlUrr  Hpannkrttfte, 
insbesondere  der  Gleichheit  der  nalliem  und  pU^t  (Müm, 


Damit  jetit  auf  beiden  Seiten  der  Gl.  (1)  trigonometriBche  Reihen 
gleicher  Form  stehen,  mÜBSen  auch  die  äußeren  Kräfte  auf  den  rechten 
Seiten  der  sogenannten  harmonischen  Analyse  unterworfen  werden. 
Mit  Hilfe^)  letzterer  kann  man  setzen: 

cosei;  I  i/„  „=^(A„^coaM/Jf  4  Kr^ianßr), 
Bec|l„,=^(i_c 


r  +  Crsi 


r]. 


wo  z.  B.  die  Koeffizienten  v  rechnerisch  oder  mechamBch  aus  den  inT'  ■» 
genden  Ausdrücken  bestimmt  werden  können 

P  t  T 

(4)     !;„,- ^  ^F„„cos«y3r,      «„(,-  ^  5['f„„      1^;,= -'   ^r^.sin-    ^ 

In  (3)  und  (4)  hat  sich  die  Summierung  über  alle  Meridiane  1,2,  ...». 

zu  erstrecken.  Die  a,  Ö,  p  können  wohl  als  harmonisch  reduzie^^K 
Stabkräfte,  die  v,  h,  t  als  harmonisch  reduzierte  äußere  Kräfte  I^H 
zeichnet  werden. 

Vor  der  Einsetzung  dieser  Reihen  bilden  wir  zunächst  durch  ^^~ 
ziehen  der  dritten  Ton  der  zweiten  der  Gl.  (1)  die  Beziehung: 

(1  a)  B,„-\-  I  D„„ -  i  (H„„ C08ec|  -  T^^^ix^  ■ 

Gl,  (1)   und   (la)   sollen   nun  durch  die  Ansätze  (2)  und  (3W 
jedem  Gliede  der  Heihen  befriedigt  werden.     Aus   Gl.  (la)   kann  kihm 
dann  sofort  ablesen: 


(5)    s.,+ ;;«.,-!(*--'.-).     (.;,+  >;,-!(*;,-<:,)- 

Um  die  gliedweise  Zuordnung  der  Glieder   in  den  anderen  Ol i 

zu  ermöglichen,  sind  die  Umformungen  zu  beachten: 

co9(w  —  l)^»*  =  co8Hj3rc03/ür  +  sinri^rainflr, 
Bin(ti  ~  l)^r  =  —  coan^rain/Ür  +  sinn^rcos^r. 
Die  zweite  der  Gl.  (1)  liefert  nun  durch  Gleichsetzung  der  Bei"^werf<i 
gleicher  Winkelfunktionen  die  beiden  Gleichungen: 

ie™.rCcoeßr+  1)  — pi,,3in/!r+"(*„-i,rC09(3r— di.t,rWajSr+tf»rJ-'t. 
i 
p;r(co8/)r+  l)  +  p„rBin/ir+  ^  (d,;_i,fC08(3r+d„,..,,r8in^f4-i'«-)-C  j 

1)  Siehe  I.B.  Bunge,  Theorie  iind  Praiia  der  Reihen,  S.  147 ff,,  wo  «wd 
für  die  ZahlenrechnuDg  nützlichen  Konetgrilfe  angegeben  sind. 
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Durcli  Einsetzen  von  (5)  in  (Ib)  gewinnt  man: 

C08)5r(dm-l,r—  *m r)  —  ßin /J r  (d^;. _  1, ^  —  *,;,r) 

d 


=-  —  [hmr+  T(Ämr—  Lr){<iOSßr  +  1)—  ^(A^r—  Cr)sin/Jr], 

=  I  [A;r  +  i  (ä;^  -  4r)(cos/Jr  +  1)  +  1(Ä^,  -  t^,)  Binßr]  • 
Die  Auflösung  nach  dm-i,r— *mr  und  *m-i,r— ^mr  ergibt: 

-=-[ÄmrC0S/3r  +  KtrBUlßr  +  /l^r—  ^inr  +  i(Ämr—  Cr)  sin/Jr] 


(6) 


m  —  rjr        ^mr 

d 


Die  Integrale  dieser  beiden  Differenzengleichungen  erster  Ordnung 
können  wir,  wenn  die  beiden  rechten  Seiten  von  (6)  mit  —  Umr  bezw. 
—  <^r  bezeichnet  werden,  sofort  hinschreiben,  als 


(7) 


m 


r  =  *0r  +  *2'" 


mr 


m 
1 


da    man  ja  zum  Werte  der  mten  Unbekannten  gelangen  muß,  wenn 
^öan   die  ersten  m  Differenzen  addiert. 

]tfit  den  Diagonalenspannkräften  D^^  im  nullten  Feld  und  den 
AuBeren  Kräften  lassen  sich  also  die  Diagonalenspannkräfte  in  jedem 
Äiideren  Feld  und  aus  Gl.  (5)  auch  die  Ringspannkräfte  in  geschlossener 
^  orm  hinschreiben.  Die  S^^  und  dor  sind  nämlich  aus  den  D^^  durch  die 
folgenden  Summenbildungen  zu  ermitteln: 

p  p 

(2  a) 


'Onr 


1 
p 


dir-^lnSJD.^smnßr, 

Zur  Auswertung  der  Ständerkräfbe  S  wenden  wir  das  Verfahren 
^'  trigonometrischen  Reihe  auf  die  erste  der  Gl.  (1)  an  und  erhalten 
"^acli  Gleichsetzung  entsprechender  Glieder: 


(Ic^ 


"m  — l,r         ^tn,r 


8 


^mr  —  ^  (*m-l,r  COS/Jr  —  Öm^i^r^inßr 


d 


8 


ArohiT  d«r  MAtlMmAtik  und  Phyilk.  UI.  Beihe.    XUL  21 


Setzt   man    die    ab    bekannt   anzusehenden   rechten  Seiten  gleich 
ü„,r  und  —  tOmr  bezw.,  so  kann  man  analog  Gl.  (7)  schlieBlich  folgern: 


(8) 


.^^ 


»:,+.2'";'. 


I 
I 


so  daß  die  Aufgabe  als  gelöst  zu  beti'achten  ist,  wenn  alle  aoBeren 
Kräfte  im  nullten  Feld  gegeben  sind,  wie  das  z.  B.  bei  einem  oben 
offenen  Zylinderfacbwerk  mit  tfor  —  fför  =  öor  =  Äör  -=  0  der  Fall  ist. 

Eb  aoU  nun  nicht  verschwiegen  werden,  daß  die  Berechnung  des 
obigen  Systems  auch  nach  den  üblichen  Verfaliren  sehr  einfach  ist, 
umständlicher  immerhin  aber  würde  die  Spannungsbedingung  werden, 
wenn  wir  das  oben  offene  p  eckige  Zylinderfacbwerk  durch  eine  ;j-atäbige 
Pyramide  schließen  und  dafür  p  —  3  Diagonalen  oder  Äufl^erkräfte 
im  untersten  Feld  herausnehmen.  Die  bisher  augewandte,  zweckmäßigste 
Methode  für  solche  Fälle  ist  die  Müller-Breslausche  der  Rflck- 
Terwandlung  durch  fiimultane  Stahvertauachung,  bei  der  sich  das  Problem 
auf  p  —  'i  Ersatzstabgleichungen  zusammenzieht,  und  die  natÜrUcli 
irgendwelcher  Symmetrieverhältnisse  nicht  bedarf.')  Für  das  gewählte 
zyklisch  symmetrische  Beispiel  jedoch  scheint  die  geschlossene  Form 
unserer  Lösung  Vorteile  zu  bieten. 

System  von  versDlilangBiier  Bauart.  —  Die  Anordnung  bleibt  be- 
kanntlich statisch  bestimmt  und  starr.  Beginnen  wir  die  Ringe  7on 
unten  zu  zählen,  so  sind  die  harmonisch  reduzierten  Diagonalkräfte  d,,,. 
und  dör  durch  die  drei  stehen  gebliebenen  Diagonalen  /J^^,  D^^,  D^,  be- 
stimmt, also  nach  (3a) 

d;,-  ~  (D^f  sinißr  +  D^^  smhßr  +  D^,  sialßr). 

Die  Werte  von  i)^,.,  ß^^,  D^,  kann  man  aus  den  Gleichgewi cht«- 
bedingungen  für  sämtliche  am  ganzen  Tragwerk  angreifenden  wage- 
rechten,  den  Ringebenen  parallelen  Kräfte  finden. 

Faßt  man  andererseits  die  an  den  Knotenpunkten  des  obersten 
Ringes    angreifenden    barraoniscii    reduzierten    Pyramide nstabkräfte   als 

1)  Die  Bezeichnung  „iimulttiues  ErBatEetabverfitbren"  ist  liier  ge^enäber  dem 
sokceuiTen  ErsatxiUbTerfafareii"  HenuebergB  gewählt. 
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äußere  unbekannte^  unter  dem  Winkel  y  zur  Senkrechten  angreifende 
Kräfte  Xr  bezw.  x'r  auf,  so  ergibt  sich  ans  (7)  und  (6) 


m 


0  =  *or  +  ^^^kr  —  -^  si^y  \_^r  (cosßr  +  1)  +  Xr  ^  sinjSr], 


1 

m 


0  —  *or  +  *^  uir  —  —  siny  Ixr  {cosßr  +  1)  —  rCr  I  sin/Jrl  • 

1 

Auf  diese  Weise  hat  man  demnach  nur  2  Gleichungen,  mit  den 
2  Unbekannten  Xr  und  Xr  aufzulösen^  um  die  Pjramidenstabkräfte  X^ 
wiederum  aus  der  Formel  zu  gewinnen 

X^  =  r^ixr  eoBnßr  +  Xr  Binnßr). 

Statifloh  unbestinimte  Krllfte.  —  Auf  den  Knotenpunkten  je  eines 
z.  B.  des  m^  Ringes  sei  eine  Gruppe  von  gleichartigen^  statisch  unbe- 
stimmten Kräften  X„  ^  verteUt,  jede  Gruppe  auf  einem  Ring.  Es  braucht 
aber  nicht  an  jedem  Knotenpunkt  eines  Ringes  eine  Kraft  der  Ghnippe 
anzugreifen.  Man  führe  nach  dem  oben  auseinandergesetzten  Verfahren 
einen  neuen  Satz  von  statisch  unbestimmten  Kräften  durch  den  Ansatz 
nach  Gl.  (3)  und  (4)  ein: 

p  p 


(2b) 


0 

p 


^^r--^^^X^„8mnßr, 

0 

Nun  entspricht  dem  Zustand  x^^^  —1  und  alle  anderen  x^^  und 
x^^^O  der  Fall  einer  Kräfteverteilung 

^mn Icosn/Jr, 

xmd  infolge  dieses  Zustandes  entstehen  Stabkräfte  von  der  Größe 

fir»'-  =  <y'»»  cosnßr, 

mn  mr  r    7 

WO  die  unteren  Ordnungsziffem  die  Lage  des  Stabes,  die  oberen  die 
Ringzififer  der  statisch  unbestimmten  Kraft  angeben. 

Entsprechend  werden  am  besten  als  äußere  £[räfte  die  Meridian- 
summen der  harmonisch  reduzierten  Kräfte  nach  GL  (4)  ""^t;^^  ein- 
gef&hrt  und  die  infolge  einer  derselben  im  statisch  bestimmten  Haupt- 
sjstem  entstehenden  Stabkräfte  bezeichnet  mit 

Sr^  =  6^    cos  nßr. 
Analoge  Werte  mit   dem  sinn/3r  gelten  für  die  Zustände  a;mr  =  — 1- 

21* 


nit  zyklischer  Symmetrie. 

Stabes    infolge    zweier   Zustände 
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Die  Produkte   der   Kräfte    eines 
a;      =  —  1  und  ^,^,  =  —  1  werden: 

Kn'~K':!  =  CrC  cOBM/3r  cosnßs. 
Das    Produkt   zweier  Kräfte   eines    und    desselben    Stabes    infolge    der 
barmoniBch   reduzierten   äußeren   Kräfte  bezw.   infolge   der   barmoniscb 
reduzierten  statisch  unbestimmten  Kräfte  erscbeint  in  der  Form: 

Die  Eoetlizienten  der  Elastizitätsgleichuugen ')  lauten: 
^K'^  ^V  -E°F  =  ""^O  C  ^  "2 cosnßr  coBnßs. 
Die  rechten  Seiten  derselben  Gleichung  haben  die  Form: 

2  ^■-  *-■-■  Ä  -  -2  <"  "'•■  it  -2  ""  »^"»»  "(i« 

mit  gleichlaufenden  Ausdrucken  für  die  sinnier.  Die  Summe  über  n 
auf  der  rechten  Seite  wird  aber  gleich  Null  für  r  ungleich  s  und  gleich 
^  für  r  =  s,  also: 

2  ^■'  ■^■■'Ä  -'^2 '-'  <:'  Ä = f  ■>'"'"•■      ••  - « 


2^.'-^:w=i-2<.y. 


<■  EF 


Es  werden  also  alle  Koeffizienten,  die  zwei  statiach  unbestimmten 
Kräften  x^^,  und  x^,  auf  verschiedenen  Meridianen  entsprechen,  gleich 
Kuli  und  die  Elastizitätsgleichungen,  die  in  jeder  Gleichung  sich  dann 

Lnur  auf  einen  Meridian  beziehen,  lauten 
der 
S.  Ä! 
Bkdv 


Sind  nur  in  einem  Ring  statisch  unbestimmte  GröBen  vorhanden, 
I   erhält  man   für  jede   derselben  nur  eine  Gleichung,   eine  Erleichte- 
rung, die  bekanntlich  auch  durch  mehrere  andere  Verfahren  der  Statik 
der    Baukoustruktionen    von     Krohn,    Mohr,    Müller-Breslau     und 
S.  Müller  angestrebt  worden  ist.') 


1)  Müller-Brealau, 

2)  Müller-Breslau, 
Banverwaltung  1007  S.  2S. 


Statik  d«t  BankonstruktiODen,  Bd.  II,  Abt.  I,  S.  36. 
Bd.  U,  ebendort  S.  l&S.     S.  HüUer,  Zentratblatt  der 


I 


\ 


In  manchen  Etilen  wird  man  auch  bei  atatiscber  Unbestimmtheit 
«n  verechiedejien  Ringen  bequeme  Differenzengleichungen  aufstellen 
können,  wenn  man  statt  der  Bestimmungsgleicbungen  der  statisch  un- 
bestimmten Größen  die  jenen  zugrunde  liegenden,  ursprünglichen  geo- 
metrisch eu  Bedingungen  zwischen  Längenänderungen  der  Stäbe  und 
KnotenpanktaTerBchiebungen  tmsetzt.')  Wie  jedes  Sonder  verfahren  wird 
auch  das  im  Vorhergehenden  an seinanderge setzte  nur  für  ein  gewisses 
Gebiet  Ton  Sonderfällen  nützlic^h  sein,  voraussichtlich  fflr  diejenigen 
Fachwerke,  die  mit  einer  gewissen  Regelmäßigkeit  der  Winkel  und 
Stablängen  aufgebaut  sind.  Ja  man  sollte  in  Anbetracht  der  Sprödig- 
keit  räumlicher  Fach  werkaufgaben  sogar  suchen,  neue  der  Dilferenzen- 
»■ecluiung  besonders  fügsame  Anordnungen  mit  guten  baulichen  Eigen- 
yBciiaften  aufzn&nden. 


Einige  Reihenentwicklungen  für  n. 

Von  Rudolf  Lohnstein  in  Berlin. 


Vor  einigen  Jahren  bat  Glaisher*)  einen  Weg  angegeben,  gewisse 
"^^gaam  konvergierende  Reihen  in  schneller  konvergierende  umzu- 
wandeln; er  hat  auf  diese  Weise  speziell  für  ji  und  Ji*  einige  rasch 
Konvergierende  Ausdrücke  hergeleitet.  Ein  Teil  der  von  ihm  angegebenen 
"■eifaen  läßt  sich  auf  einem  einfacheren  Wege  gewinnen,  welcher 
2«  noch  mehr  derartigen,  und  zwar  rascher  konvergierenden  Reihen 
''inrt,  weswegen  ich  in  folgendem  in  Kürze  darauf  eingehen  möchte. 
"*»  Bilfsmittel,  welches  der  Methode  zugrunde  liegt,  besteht  in  der 
"^f^iBlbruchzerlegung  reziproker  ganzer  rationaler  Funktionen.  Aus  den 
°*chfoigen(len  Beispielen  ist  das  Prinzip  der  Methode  leicht  ersichtlich, 

1.  Die  Funktion 


/.^■v-(,._,)(„._j,. ..(„._,-,. 

*°    i   eine  ganze  Zahl,  läßt  sich  auf  die  Form 

önngfln.     Bildet  man  nun  2f,{n),  wo  «  die  durch  4  teilbaren  Zahlen 
-*  '    durchläuft,  80  wird 

^«") = «.2(^  -.;.)+■■■+ ».^(„1 .-  ^). 

1)  MQUer-Bieslan,  SUtik  der  Baukonatruktiouen,  Bd.  U,  Abt.  1,  S.i,  Gl.  7. 
Qnarterly  Jonrsal.  Bd.  34.  r    '        ~^^  ^"H^L^^'A^M 
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und  man  erkennt,  daß  die  als  Faktoren  der  (hf  ^f  '  "f  ^i  auftretenden 

Summen  sich  abwechselnd  durch  —  und  durch  rationale  Zahlen  aus- 

drücken  lassen.     Demnach  erhält  man  allgemein  eine  Gleichung  Ton 
der  Form 

(1)  J^/;(n)-^  +  B,f, 

oder 

(2)  ^=-A  +  «<2(n«-l)(n«-4)...(n«-0' 

wo  Pi,  q^  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Für  f  "-  2  erhält  man  so 

(3)  »-3  +  242'(,,_,)V_,), 

ns4,  8, 11, . . . 

oder 

CD 
Aa>l 

Für  i  —  3  ergibt  sich  ebenso 

(5)  ;r  —  y  —  60^  (4*«  —  1)  (16*«  —  1)  (16t«  —  9) ' 

Jb»l 

Beschränkt    man   sich   in   (5)   auf   das    erste   Glied   der   Summe   (bis 
k  »  1),  so  erhält  man  fQr  x  den  bekannten  Näherungswert  y . 
Für  f  "-  4  erhält  man 

/ßx  1769      816  ^ 1 

W  ^'"  660  "^    4  -^(ib«— 1)(4A;«  — 1)(16A;«  — l)(16t«  — 9)' 

oder 


00 


ra   \  1769      816^ 1 

(Oh)n-^  660  "^   4  ^ib(ib  +  2)(2t+l)(2Ä;  +  8)(4t  +  l)(4Ä;  +  8)(4t  +  6)(4t+7)* 

Für  i  »=  5  ergibt  sich 

179  ^^7  1 

^'^^    ^"'*iä6Ö""^*'**'^'^^(n«-l)(n«-4)(n«-9)(n«-16)(n«  — «5) 

«=8, 18, 16,  •  •  •  » 

oder 

~^*"^*'^jj^iK*+2)(2Jfc+l)(2*+3)(4*-l)(4*+l)(«+8)(4*+6X4t+7)(4*+«)' 
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Ähnliche  Ausdrücke  ergeben  sich^  wenn  man  in  2^fi{n)  die  Zahl  n 
die  Werte  4X;  +  2  (t  <  4A;  +  2  <  oo)  durchlaufen  laßt.  Man  erhalt  dann 
für  i  =  2: 

ce 

(8)         X  =  3V»  —  Y^  i(i  + 1)  (4jfc  ^  1)  (4t  ^  j)  > 
ftr  »  -  3: 

(  )  Ä  —  3*/i5  +  15^  t(t  -t-  1)  (4*  —  1)  (4*  +  1)  (4*  +  8)  (4*  +  6)  ' 

f&r  i  —  4: 


j^*(*+l)(2*-l)(8*+8)(4fc-l)(4ik+l)(4ifc  +  8)(«+6)' 

ftr  ♦  =-5: 
(11)  «  =  3V„ 


+  3* 


\^t(t+l)(2ifc— l)(2*+8)(4ifc— 8)(4Ä;— l)(4ifc+l)(4*  +  8)(4it  + 

9.  Es  sei 

^< W  -=  n«(n«—  1)  (n«  —  4) (n«  —  9)  •  •  •  (n«  — O ' 

^^    ^  eine  ganze  positive  21ahl,  dann  ist 

^^^•^us  ergibt  sich,  wenn  man  beiderseits  die  Summe  von  n«*+l 
^    ^^  nimmty  eine  Gleichung  von  der  Form 

^^> 

«»1+1 

^  -917  9{  rationale  Zahlen  darstellen.  —  Ähnliche  Gleichungen  erhält 
Z^^^^  wenn  man  n  entweder  über  alle  ungeraden  oder  alle  geraden 
^*^«i  >  i  sammiert 

Für  «  » 1  ergeben  sich  auf  diese  Weise  folgende  drei  Gleichungen: 

(2^>  ,.  =  10V,-6jj^f:pJL__, 


OS 

**  "  ^<  +  *<^n«(n«—  1)  (n«  — 4) . . .  (n«—  t«)' 


1) 


t> 


328  Rudolf  Lohubtun: 

Für  i  =  2  erhält  man: 


00 


(3a)  i;r*  «  24  +  2^^  k{k  +  1)  (A:  +  2)*  (*  +  8)  (k  +  W) ' 


00 


(3b)  «»--g -+  ^z!k(k-\-i)(U-t)( 


^  ifc(Jl;+l)(2*— l)(2ii;+l)»(2t  +  8)' 


00 


(3c)  '^'--y-+  ^2kik  +  i)Uk  +  iU 


^^^  k{k  +  1)«  (ft  +  2) (2t  +  1)  (2ik  +  8) 


Fflr  t  =-  3  erhält  man 

00 


(^4a;     n  —  ^^^       ^^^^k{k+l)(k  +  2){k  +  S)*{k  +  A){k  +  b){k  +  ßy 
K^^J    *  226  ^^  ^k{k+l)(k  +  2)(Jc  +  ^)(2k  +  l){2k  +  S)*{2k'\-6) 


00 


ac^   «« =  1^  -  54  y l 

V*W     »  160  -^*(Jl;  +  l)'(Ä;  +  2)(2ifc— l)(2A;  +  l)(2A;  +  8)(2t 

Für  i  =■  4  ergibt  sich  in  gleicher  Weise 
,-.    .         ,       1160419 

(5  a)     Ä*  = 


+  6) 


117600 

00 


+  2'**'^Ä:(A:+l)(Ä:  +  2)(Ä+a)(Ä  +  4)«(Ä:  +  6)(Ä:+6)(A:  +  7)(Ä:  +  8) 


/Ru\         s        108784 

(5  b)    n^  = 


11025 

00 


^  ^A;(Ä;  +  l)(Ä;  +  2)(Ä;  +  8)(2^-  — l)(2ik  +  l)(2ik  +  8)«(2*  +  6)(2ik+7)' 


,p,    .  8        290147 

(5c)     3r»  =  ^ 


29400 

00 


^  ll^^k(k+l)  {k  +  2y  (jfc+  8)  (*+  4)  (2*+  l)(2ik+  8)  (2*  +  6)  (2*  +  7) 


3.  Es  ist 

1  11  7  1 


(n*  — l)»n«        8(n  — D»       16(n  — 1)« 


15      1       _  2.  ___  1         1         _   7  1         ^16      1 

"^  16  n  —  1       n*        8  (n  + 1)»       16  (n  +  1)«       16  n  +  1 ' 

Summiert  man  von  n^2  bis  cx>^  so  erhält  man  hieraus 

gp  OD 

(1)     5r«  «  9%o  -  T^n'Cn'-l)»  "  ^^/i»  ""  "6"^ifc»(Ä;  + l)«  (*  +  «)•' 
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Summiert  man  nur  über  die  geraden  Zahlen^  so  ergibt  sich 

/QN  ,       288  _  48  ^  1 

W  *    ""  29         29-^ik«(4ik«  — 1)»* 

Summiert  man  über  die  ungeraden  Zahlen,  so  erhält  man 


00 


/QN  ^f        306  _   8   ^ 1^    _ 

^^  81         81^ifc»"(2Ä; +  !)»(*;+ !)•' 

Wenn  man  femer  die  Funktion 


in  Partialbrüche  zerlegt;  so  erhält  man 

/  W  ="  4T"i2»  \(n  —  2)»  ""  (n  +  2)V  ""  16  •  12»  Vn  —  2)»  "^  (M-'aj V 

,       445      /     1 1_\  _}_(       1        _        1       \ 

■^96.12»U  — 2       n  +  2/        6»V.n— !)•       (n+l)V 

"1"  4  .  6«  V«  —  1)«  "^  (n  +  1)  V        6*  \n  —  l       n  +  1/  "^  64  n* ' 

Bildet  man  nun  ^f(n)  entweder  von  ti'^ü  bin  no,  od»r  (mmmiert 
man  nur  über  alle  ungeraden  Zahlen  ron  n  —  S  an  oder  üb«r  alle 
geraden  Zahlen  von  n  »  4  ao^  so  erhält  man  wiedi^r  drei  Oleicbungen 
für  x\  nämlich: 


» 


^^^  ^  5644   ^     770     ^  k*(Jc  4'  1/(A-  -<-  %)*(Jc  4  »)'/>lc  -f  4/  f 

.f.s  ,       68480    ,    «*    »•  ^  I 

Der  AuidriM^  (6;  luwv^l^rt  «^br  r«#<^(  i^i^wi  umu  nur  f^wtei 
Glieder  der  Summ«  ''bi«  k  -^  ^/j,  no  ^rUUi  mtm  0^  mimß  imf  mha 
Dftrimaliifedlep  ndxüi^ 

4.  Die  Piirtiiiibnidbü6<^;f^  W  Ifimkium  ^^^  ,  -  »  Wbrt  laif  4ii» 
Gleiehimg 

(1-,  *^-''^-^V/^,/- 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man: 

(2)  «« -  101  _  16  J^;^  -  101  _  leJ'iES^^. , 

(3)  -*-10f-?2'(iF^-.- 
5.  Es  ist 

w«(n*— 1)"       n*"^(n  — 1)»       n  — 1  "^  (n  +  1)«  "^  n  + 1 ' 
Bildet  man  die  Summe  über  n  »  2,  6, 10;  • . .,  so  erhalt  man: 

oe 
(1)  Tt'-iTt^  *2(2ik-l)«(4^--3)«(4ifc-l)«  • 

Begnügt  man  sich  auf  der  rechten  Seite  mit  dem.  ersten  Glied  der 
Summe;  so  erhalt  man  für  %  die  nähemngsweise  gültige  quadratische 
Gleichung: 

,«-3«  =  l,    abo    «  =  | +1/(1)*+ (I) -3,141476. 

Hieraus  kann  man  eine  sehr  einfache  Näherungskonstruktion  des  Kreis- 
umfanges  herleiten ;  welche  für  viele  praktische  Zwecke  hinreichend 
genau  sein  dürfte. 

Summiert  man     ,.  i  — l^l  ^^^  ^^  geraden  Zahlen^  so  erhalt  man: 

(^)  Is"  ""  -^  +-i^4ifc«(4ib«— 1)« 

oder  ^ 

Summiert  man  über  alle  durch  4  teilbaren  Zahlen,  so  ergibt  sich: 

(3)  ^  +  3«  -  16  +^;fc.(iet,_i),  • 

Summiert  man  .,  . — tti  über  alle  Zahlen  von  2  bis  oo,  so  er- 
gibt  sich  ^ 

W  :r*  «  9f  +  ^^A;«(ifc  + !)«(*  + 2)«' 

Summiert  man  ,.  ,__  >,  über  alle  ungeraden  Zahlen  von  3  an,  so 
ergibt  sich  ^ 

(^)  jr*  =  9f  +  Y^  fct(A:4.i)i(2it  +  i)«' 
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6.  Zum  Schluß  seien  noch  einige  einfache  Reihen  angeführt^  welche 
Biolx  in  ähnlicher  Weise  ergeben: 


(1)  «»-8  +  162' 


(■ 


^^^  (U'-i)" 


(2y  «»»ö  +  sl'Fm-.. 


oe 


00 

(4.>  a«  +  2«  -  16  +  32^       /_^,. , 


tii  (^•** 


t>i 


04 

0 


{T^  1      11^    I    8*»'  ^ 1 

^  *  ~   118  +    6.7  ^[t(ft+l){*  +  8)(*  +  8)(*  +  4)]'' 

^  *  78  "T"     78     -^[*(ifc  +  l)(2*— l)(2*  +  l)(2ifc  +  8)]" 


oe 


*  268  ^     67     ^ 


268  ^     67     ^[Ä;(t  +  l)(A;  +  2)(2Ä:  +  l)(2Ä;  +  8)]* 

Die  Gleichungen  (7),  (8),  (9)  ergeben  sich  aus  der  Summation  der 
ion  -TT-i — 7x¥7-i — TTtt  ^ud  zwar,  je  nachdem  man  n  alle  Zahlen 

^  oder  nur  die  ungeraden,   oder  nur  die  geraden  Zahlen   durch- 
laßt. 
Berlin,  im  Oktober  1907. 
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Snoyklopädie  der  Elementar -Mathematik  von    Hei 

Josef  Wellslein.  3.  Band:  Angewandte  Eieme 
bearbeitet  von  Heinrich  Weber,  Josef  Wells 
H.Weber,  Mit  358  Figuren  iin  Text.  XIII  u.  666  S. 
B.  G.  Teubner.    Geb.  J.  14,—. 

Der  vorliegende  dritte  Band  der  „Encyklopädie  der  Elementar-Hathe- 
matik"  bat  wesentlieb  den  Zweck,  aiia  Naturwissenschaften  Auwenduagen  zu 
den  arithmetischen  und  geometrischen  Grundlagen  zu  liefern,  die  die  beiden 
ersten  Bände  geschahen  haben.     Der  Band  KerHillt  in  folgende  Bücher: 

Mechanik  (Vektorgeometrie  von  Josef  Wellstein,  Analytische  Statik 
und  Dynamik  von  Rudolf  H.  Weber). 

Elektrische  und  magnetische  Kraftlinien  vonRudolfH.  Weber 
(Elektrizität,  Magnetismus,  Elektromagnetismus). 

Maiima  und  Minima  von  Heinrich  Weber  (Geometrische  Maxima 
und  Minima,  Anwendung  der  Lehre  vom  Größten  und  Kleinsten  auf  die  Lehre 
vom  Gleichgewicht  und  besonders  der  Kapillarität). 

Wahrscheinlichkeitsreehnung  von  Heinrich  Weber  (einschl.  Aus- 
gleichung der  Beobachtungsfehler). 

Graphik  von  Josef  Wellstein  (Darstellende  Geometrie,  Grai.hische 
Statik  nnd  das  ebene  Fachwerk). 

Dieser  dritte  Band  der  „Encyklopädie"  ist  bestimmt  fBr  Mathematiker, 
die  sich  mit  den  wichtigsten  Anwendungen  der  Mathematik  vertraut  machen 
wollen.  Demgemäß  ist  die  reichhaltige  Auswahl  getroöea,  and  es  sind  tat- 
sächlich die  für  den  Mathematiker  interessantesten  Anwendungen  behandelt. 
Es  ist  hierbei  weniger  Wert  auf  eine  möglichst  vollständige  Untersuchung  der 
einzelnen  Gebiete  gelegt,  als  darauf,  dem  Leser  einen  Überblick  zu  verschaffen 
und  vor  allem  die  Grundbegriffe  klar  zu  legen.  In  dieser  Richtung,  in  der 
geradezu  wunderbaren  Klarheit  und  Strenge  in  der  Entwickelung  der  Grund- 
begriffe, möchte  das  Schwergewicht  des  ganzen  Buches  zu  suchen  sein.  Die 
Darstellung  ist  hierbei  durchweg  eine  elementare  und  sind  alle  Integrationen 
vermieden.  Infolge  davon  mufite  vielfach  eine  Beschränkung  des  Stoffes  ein- 
treten. So  konnte  in  der  Mechanik  das  Priniüp  von  d'Alembert  nicht  ent- 
wickelt werden.  Hervorzuheben  ist  dagegen  der  gauze  systematische  Aufbau 
der  Mechanik  von  den  einfachsten  Annahmen  aus,  die  scharfe  und  klare  und 
sonst  90  schwierige  Einflihrung  in  die  Grundbegriffe:  Kraft,  Geschwindigkeit, 
Arbeit,  die  Herleitnng  des  Energieprinzipes  usw.  An  Anwendungen  aus 
der  Mechanik  werden  behandelt  zunächst  die  Keplerschen  Gesetze  auf  Grund 


B«zeii«ioDeu.  ilJtH 

VOD  einfachen,  elementareti  Bctrachtniigen .  sudunn  An  fm«  Fnll,  dt«  WtiiT- 
bewegnng  und  das  matbematische  Peudel  und  der  OarnotHohe  KrfiipruXKU. 
An  die  eigentliche  Mechanik  schließt  sich  dann  ein  IKiigerer  AbicliiiiU  Ulinr 
Elektrizität,  Magnetismus  und  Elektromaguetismua,  in  dem  diMti  Knpittil  Im- 
handelt  sind,  soweit  sich  dieses  mit  Hilfe  der  Theorie  dnr  Kraltliiiion  imil  mit. 
elementaren  Mitteln  machen  laut. 

Die  Abschnitte  ober  Maxinia  und  Minima  und  WiihrschninllfUlenltii- 
rechnung,  die  dem  Referenten  ferner  liegen,  mögen  hier  Ubi-r^aiiKun  wnrdnn. 

Das  letzte  Buch  „Graphik ''  wird  eingeleitet  durch  die  damtellunda  Uou- 
metrie.  Ss  werden  die  allgemeinen  Methoden  und  äUtne  der  Zentral  iirnjektion, 
der  Paraltelprojektion  uad  Axonometrie  auf  eine  und  auf  xwiii  l'rnjnklloni- 
ebenen  entwickelt  und  die  Grundauffi^ben  gellint.  Im  [Ibrignn  binrlirKiiht  iliih 
die  Untersuchung  wesentlich  auf  die  Darstellung  von  nhennn  Figiiritn,  wnbal 
jedoch  die  Eigenschaften  der  Hauptlinien  und  die  nfünen  llexinhungcn  «wUüben 
ümklappung  und  Bild  usw.  eutwickelt  und  fUr  die  Konntniktiotion  var- 
wertet  werden. 

Hervorzuheben  ist  der  Abschnitt  ober  graphiiche  Statik  und  du  ■hon* 
Fachwerk:  DerVerfassergehtbauptiiächlich  auf  die  intereHunt"ninRthf(inaLU<rh»n 
Fragen  ein,  die  der  Facfawerk.stheorie  zugrunde  liegen.  Diaiuilb^n  werdnii  niK 
grofler  AnsfOhrlicbkeit  and  sehr  elegant  behandelt.  So  wird  di«  HlMiiiUHt  dw 
ebenen  Fachwerke  untersucht,  femer  werden  die  vencbiMlniflu  Mntliixlvn  fflr 
die  Bestimmung  der  Spannungen  entwickelt.  Bei  den  ailgvnicinmi  IJvira'^btunfpi'li 
schließt  sich  der  Vetfsaser  wesentlich  an  Scbnr  an.  DU  1Uwti$nknttg  lat  )•• 
doch  in  vieler  Beaebnng  origineU.  Bo  werden  di«  htitnttmim  BUm  nicht  wt« 
bei  Seh  n  r  aiu  dorn  NnllrriteiD,  sondern  ledigfieh  liu  ili«r  Botnushlnnff  «Im  lAmiMi 
Fudiir<rksfigiirherg«kil«t  Al^gesshsn  imm,  dag  dar  Vurtammr  iaäünlt  Am  ti»- 
mentaren  Cbarakter  d«-  gHtan  DmUamimag  mkran  w«IH«,  ladai  4«  KofatMll 
insin  insofeni  eiicr  mam  Vasxog,  «!•  «•  Um  tBUtttttrUcb  arHlwiHt,  «bM  M 
triftige  Grtaäe,  SBxs.  die  adi  aoT  ebsM  ngBrai  tmätimi,  ditreb  rtamV 


«MM 

•Itäiw 


i 


I..  Uuwwpmmn, 


Tmms  ad  One«  CMrtilw  fmum-  Tlw  Mmmt  or  luim  of 

D»  n>  Hn>  B.  W.  Tnaf  immmmm  m»  -Um  fnm,  Hirn  lll.dftM 
Ckul.l_  Tom.t  \  III  1,1^1  m  liMII  «MM *>,  anU  ««OtlOlIwi«  l^tft- 
'  fii  nnrie  «r  r  iili )  i  4m    b  »intoM  HMHM  ImM« 
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RezenBioneo. 


1  ist  Herr  H,  W.  Young  bekanntlich  selbst 


Theoreme.    An  einigen  v 
beteiligt. 

Ein  Vorzug  des  Buches  besteht  in  seiner  Ausführlichkeit,  seiner  großen 
Zahl  von  Beispielen  und  anschaulichen  Figuren;  hier  ist  iles  Guten  beinahe 
etwas  zu  viel  getan.  Eine  Eigenart  besteht  ferner  in  der  Einführung  einer 
Heihe  neuer,  mehr  oder  weniger  ti-effender  Bezeichnungen.  Im  Gegensatz  zu 
„abgeschlossen"  bedienen  sich  die  Verfasser  schon  längere  Zeit  der  Bezeichnung 
„offen";  die  perfekte  Restmenge,  die  bei  der  Analyse  einer  abgeschlossenen 
Menge  zuletzt  übrig  bleibt,  nennen  sie  ihren  „nucleus" ;  die  aus  den  gemeinsamen 
Elementen  unendlich  vieler  Mengen  {3Ä,  |  gebildete  Menge,  die  Cantor  ihren 
größten  Divisor  nannte,  nennen  sie  „deducted",  usw.  Eise  neue  Bezeicfannog 
haben  sie  auch  ffir  die  oft  auftretende  Mengengattung  eingeführt,  die  ich  in 
meinem  Bericht  als  Borelscbe  Mengen  bezeichnet  habe.  Sie  nennen  sie  innere 
Greuzmengen.  HerrToung  hat  sich  mit  ihnen  bekanntlich  mehrfach  beschäftigt, 
die  über  sie  bekannten  Resultate  wiederholt  abgeleitet,  und  den  Satz  hinsn- 
gefügt,  daß  sie  endlich  oder  abzElhlbar  sind,  oder  aber  die  Mächtigkeit  des  Konti- 
nuums  besitzen.  In  der  Einführung  dieser  Mengen  als  besonderer  Gattung  unter 
Benutzung  einer  besonderen  Bezeichnung  steckt  im  übrigen  keinerlei  nener 
Gedanke.  Ihre  wesentlichen  Eigenschaften  sind  —  bis  auf  den  eben  erwähnten 
Satz  —  auch  sonst  schon  dargestellt  woi'den,  insbesondere  auch  in  meinem 
Bericht. 

Die  Verfasser  haben  die  Ca&torscben  Ordnungszahlen  nur  flüchtig  gestreift; 
sie  erscheinen  erst  nach  der  Ableitung  der  Punk tmengensStze.  Dem  Leser  bleibt 
also  verborgen,  wieso  ihre  Einführung  in  historischer  Einsicht  die  Grundlage 
war,  auf  die  sich  die  ganze  Cantorsche  Punktmengentheorie  aufgebaut  hat,  und 
daß  sie  schon  deshalb  eine  hohe  Bedeutung  besitzen.  Diese  Kenntnis  möcbl« 
ich  meinerseits  dem  Leser  nicht  vorenthalten  sehen.  Andererseits  geben  die 
Verfasser  auch  diejenige  Analyse  der  Punktraengen ,  die  wir  Cantor  und 
Bendiison  verdanken,  und  die  in  dem  von  v  auf  w  +  1  und  von  |v}  auf» 
ausdehnbaren  Abspaltungsprozeß  wurzelt.  Ihre  Beweise  kDnnen  dagegen  nur 
mit  dem  Schluß  von  v  auf  v  •{-  l  und  einem  „usw."  operiren.  Dies  ist  ein 
Weg,  auf  dem  ich  den  Verfassern  nicht  zu  folgen  vermag.  Meines  Eracbtens 
schulden  wir  Cantor  gerade  die  Erkenntnis,  daß  dieses  „usw"  ein  der  KlSrung 
bedürftiges  Verfahren  ist,  und  daß  die  Ausdehnbarkeit  eines  Prozesses  von  [  v  \ 
auf  ta  des  Beweises  bedarf.  Zudem  handelt  es  sich  hier  teilweise  um  Begriffe, 
deren  Inhalt  ohne  Benutzung  der  transfiniten  Operationen  gar  nicht  definjer- 
bar  ist. 

Eine  sehr  austUhrliche  Dai-stellung  ist  auch  den  Sätzen  über  den  Inhaits- 
begriff  gewidmet,  sowohl  ffir  lineare,  wie  ffir  ebene  Mengen,  unter  Berück- 
Bichtigung  aller  der  Definitionen,  mit  denen  uns  die  neuere  Entwicklung  be- 
dacht hat.  Hier  haben  die  Verfasser  auch  mancherlei  eigene  Beitrage  einfilgen 
können. 

Nicht  ganz  einverstanden  bin  ich  mit  denjenigen  Teilen  des  Buches,  die 
die  Analyse  der  eigentlichen  geometrischen  Gebilde  betreifen.  (S.  177ff.)  Dia 
Verfasser  haben  hier  im  wesentlichen  die  Dinge  zur  Sprache  gebracht,  die  in 
meinen  Beitragen  zur  Theorie  der  Punktmengen  behandelt  sind,  haben  aber 
t-eilweise  eigene  Wege  eingeschlagen.  Ich  kann  ihre  Begriffsbestimmungen  nur 
als  künstlich  bezeichnen.  Sie  gehen  davon  aus,  das  Dreieck  zur  Grundlage 
aller  ihrer  Definitionen  zu  machen,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  stets  e 
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zählbare  Menge  solcher  Dreieclie  ausreichen  soll.  Die  Analogie  mit  den  Sützen 
über  lineare  InterraUm engen  ist  eraichtlieh.  Die  Folge  ist  aber,  daß  ein  so 
elemeotarer  und  feststehender  Begriff  wie  der  Gebietfibegriff  und  seine  Eigen- 
schaften dadurch  von  der  Wahl  dieser  Dreiecke  abhängig'  werden  und  sich  mit 
einem  künstlichen  Inhalt  erfüllen.  Rotiert  z.  B,  ein  gleichseitiges  Dreieck  um 
seinen  Mittelpunkt,  so  daß  es  die  Fittchc  eines  Kreises  überstreicht,  und  wählt 
man  jetzt  eine  abzahlbare  Menge  unter  ihnen  so  aus,  daß  ihre  Ecken  auf  dem 
Kreise  überall  dicht  liegea,  so  definieren  deren  Flächen  ein  Gebiet,  dem  diese 
Eckpunkte  zugerechnet  werden,  während  die  andern  als  Grenzpnnkte  des  Ge- 
biete betrachtet  werden.    Doch  mag  diese  ungefllhre  Andeutung  genügen. 

Noch  eigenartiger  ist  der  Kurvenbegriff  der  Verfasser  (S.  219ff.).  Sie 
gehen  von  einer  nirgends  dichten  ebenen  Puaktnienge  aus,  legen  um  jeden  ihrer 
Punkte  ein  Gebiet,  dessen  Breite  kleiner  als  i  ist,  und  nennen  die  Punktmenge 
in  dem  Fall  Kurvenbogen  oder  Kurve,  daS  erstens  diese  Gebiete  sich  für  jedes 
6  zu  einem  einzigen  Gesamtgehiet  zusaniiuensetz.en,  und  eweit«ns  dessen  Breite 
mit  abnehmendem  6  nicht  gegen  Null  konvergiert,  Abgeschlossenheit  wird  für 
diesen  Kurvenbegriff  nicht  verlangt;  es  heißt  ausdrücklich,  daß  die  Punkte,  die 
nicht  zu  der  entsprechenden  abgeschlossenen  Punktmenge  gehören,  in  end- 
licher, abzählbarer,  oder  nicht  abzühlbarer  Menge  existieren  können.  Da  nähere 
Angaben  nicht  gemacht  sind,  hätte  man  jede  Punktmenge  als  Kurve  zu  be- 
zeichnen, die  anfeiner  zusammenhängenden  nirgends  Sächenhaften(liuienhaften) 
Punfcmenge  überall  dicht  liegt.  Daß  man  den  Begriffen,  die  man  einführt,  einen 
durchaus  subjektiven  Inhalt  zu  geben  berechtigt  ist,  liegt  auf  der  Hand;  doch 
wüßte  ich  keinerlei  Eesultat  anzugeben,  das  die  Verfasser  mit  diesem  ihrem 
etwas  ungewöhnlichen  Kurvenbegi-iff  abgeleitet  hätten. 

Der  Jordansche  Kurvensatz  wird  in  dem  von  Jordan  ausgesprochenen 
Umfang  bewiesen,  und  zwar  nach  der  Methode,  die  de  la  Vallee  Poussin 
in  seinem  Lehrbuch  der  höheren  Anaijsis  benutzt  hat;  doch  entbehrt  der  Be- 
weis der  Strenge.  Die  formale  Lücke  des  Jordanschen  Beweises,  auf  die  ich 
schon  mehrfach  hingewiesen  habe,  tritt  auch  in  dem  Youngschen  Buche  auf; 
der  Schluß,  daß  das  fiinggebiet  gegen  eine  geschlossene  Kurve  konvergiert,  ist 
gerade  das,  was  des  Beweises  bedarf.  Während  aber  bei  Jordan  und  de  la 
Vallee  Poussin  diese  Lücke  auf  Grund  der  sonst  abgeleiteten  Formeln  aus- 
gefüllt werden  kann,  sind  derartige  Formeln  hier  nicht  vorhanden.  Außerdem 
enthalt  die  Youngsebe  Darstellung  noch  eine  andere  Lücke.  Die  Verfasser 
haben  wohl  gesehen,  daß  die  Existenz  des  Ringgebietes  eines  bindenden  Beweises 
bedarf,  doch  sind  ihre  Ausführungen  hierzu  bei  weitem  nicht  ausreichend. 
Auf  die  Art,  in  der  man  den  höchst  einfachen  und  glücklichen  Grundgedanken 
TOD  de  la  ValUe  Poussin  in  die  Form  eines  bindenden  Beweises  bringen  kann, 
bin  ich  übrigens  in  dem  zweiten  Teil  meines  mengen  theoretischen  Berichts 
ausfClhrlich  eingegangen. 

Endlich  erlaube  ich  mir  ein  Wort  über  die  Art  des  Zitierens.  Wenn  die 
Verfasser  den  Wunsch  hatten,  daß  sich  der  Leser  an  der  Hand  ihrer  Zitate 
und  ihrer  etwas  eigenartig  ausgewählten  Bibliographie  ein  zutreffendes  Urteil 
über  die  Entstehung  der  im  Buche  dargestellten  Resultate  bilden  könne,  so 

tihm  dies  sehr  schwer  fallen. 
Königsberg  i.  Pr.  A.  Schoenflies. 
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Ren£   Baire.    Le^ons  sur  les  thäories  gän^roles  de  l'anaJyae.    Tome  I: 
Principes   fondamentaui ,    variables    reelles.     X   u.  232    8.     Paris    1907, 

Gauthier-Villars. 
Das  Werk,  welches  aus  Vorlesungen  des  Verfassers  an  der  Fakultät  zu 
Dijon  hervorgegangen  ist,  verfolgt  den  Zweck,  die  allgemeinen  Grundlehren 
der  Analysis,  einerseits  unter  tunlichster  Beschränkung  des  Stoffes,  insbesondere 
unter  Ausschal tong  aller  Unlersnchungen  speziellerer  Natur,  andererseits 
jedoch  den  höchsten  Anforderungen  an  Strenge  entsprechend  zu  entwickeln. 
Der  Vertssser  ist  dabei,  wie  er  selbst  hervorhebt,  bestrebt,  den  Nachweis  zu 
führen,  daH  Strenge  und  Knappheit  der  Darstellung  einander  keineswegs  atu- 
schließen,  und  er  erreicht  dieses  Ziel,  ganz  abgesehen  von  der  ihm  za  Gebote 
stehenden  außerordentlich  klaren  und  exakten  Darstellungs weise,  vor  allem 
dadurch,  daQ  er  die  in  die  Lehrbücherliteratur  noch  verhältnismäßig  wenig 
eingedrungenen  moderneren  Grenzbegriffe  gleich  von  Anbeginn  an  zur  Grund- 
lage seiner  Betrachtungen  macht. 

Sofort  nach  der  Definition  der  Irrationalzahl  mittel»  des  Dedekindschen 
Schnittes  (wobei  allerdings  bemerkt  werden  konnte,  daß  mau  den  Namen 
Dedekinds  hier  ebenso  vergeblich  suchen  würde  wie  etwa  in  Jordans  „Cours", 
wie  denn  überhaupt  auf  historische  Notizen  gänzlich  verzichtet  ist)  wird  der 
Begriff  der  oberen  Grenze  eingeführt,  welcher  zunächst  zur  Definition  der 
Differenz  zweier  Irrationalzahlen  verwandt  wird,  während  alle  übrigen  Rechen- 
operationen mit  den  Irrationalzahlen  auf  später  verschoben  werden.  Auf  dem 
Begriff  der  oberen  Grenze  bauen  sich  sodann  auf  diejenigen  des  oberen  und 
unteren  Limes,  welche  unmittelbar  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen für  die  Konvergenz  einer  Zahlenfolge  ergeben.  Es  werden  alsdann 
die  Funktionen  einer  imd  mehrerer  Variabein  eingeführt  und  die  Stetigkeit 
derselben  vorläufig  mittels  konvergenter  Zahlenfolgen  definiert,  andererseits 
aber  die  „gleichmäßige  Stetigkeit"  von  Funktionen  „rationalen  Argumentes" 
in  der  gewöhnlichen  Weise  erklärt.  Ein  „Äusdehnungaprinzip",  nach  welchem 
man  eine  gleichmäßig  stetige  Funktion  f{x,t/)  zweier  rationaler  Argumente 
stets  so  erweitem  kann,  daß  sie  für  beliebige  reelle  Argumente  definiert  erscheint 
und  stetig  ist,  liefert  sodann,  angewandt  auf  die  Funktionen  x  ;^  y,  ij,  -  (ebenso 
wie  nachher  aut  x')^  mit  einem  Schlage  sowohl  die  Definitionen  der  sämtlichen 
Gnindoperationen  für  die  irrationalen  Zahlen  als  auch  die  unveränderte  Gültig- 
keit aller  Recheugesetze. 

Es  läßt  sich  nicht  leugnen,  daß  diese  Darstellung  der  Irrationalzabltbeori« 
an  Kürze  und  Präzision  wohl  kaum  noch  Übertroffen  werden  kann.  Wenn  man 
andererseits  jedoch  bedenkt,  welche  große  Fülle  von  neuen  und  keineswegs 
einfachen  Begriffen  neben  dem  der  Irrationalzahl  selbst  vom  Lernenden  auf- 
genommen werden  muß,  ehe  die  Summe  zweier  reeller  Zahlen  endgültig  er- 
klärt ist,  so  läßt  sich  immerhin  ein  gewisser  Zweifel  nicht  von  der  Hand  weisen, 
ob  die  Frage  nach  einem  von  allen  Weitläufigkeiten  befreiten,  zugleich  aber 
für  den  Lernenden  möglichst  durchsichtigen  und  leicht  faßlichen  Aufbau  dieser 
Theorie  hier  ihre  endgültige  Lösung  gefunden  hat;  um  so  mehr  als  die  der 
Definition  der  Rechenoperationen  vorangehenden  Untersuchungen  durch  das 
Fehlen  eben  dieser  Definition  und  die  dadurch  bedingte  fortgesetzte  Unter- 
scheidung zwischen  rationalen  und  irrationalen  Zahlen  naturgemäß  e 
büße  an  Einfachheit  erleiden. 
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Die  nSchstfolgendeu  Uutersucbun^en  beb&ndeln  Id  klarer  Weise  der  Reihe 
1  die  Meßbarkeit  konkreter  GrOBen  (StetigkeitsaidotTi),  die  H&utuDgsstellen 
und  allgemeine  Sätze  über  stetige  Funktionen  (Stetigkeit  in  einem  Intervalle, 
Erreichen  der  oberen  Grenze,  Lücke nlosigkeit).  Ein  kurzer  Abriß  Aber  die 
Konvergenzkriterien  nnendlicher  Reihen  beschließt  das  erste  Kapitel. 

Das  zweite  Kapitel  bringt  zunäcbat  auf  im  ganzen  11  Seiten  den  Begriff 
der  Ableitung  und  des  Differentials  erster  Ordnung,  die  allgemeinen  Differen- 
tiation sgesetze  einschließlich  der  Differentiation  der  elementaren  Funktionen, 
den  RoUescben  und  den  Mittel wertsatz  sowie  die  sämtlichen  entsprachenden 
Untersuchungen  filr  die  Funktionen  mehrerer  Verilnderliuhen ,  wobei  auf  den 
Begriff  des  Grenzwerts  einer  Funktion  allerdings  nicht  näher  eingegangen 
wird.  In  sehr  präiiser  und  eleganter  Behandlungsweise  schließen  sich  hieran 
unmittelbar  die  Definition  und  die  Eigenschaften  des  bestimmten  Integrals 
einer  stetigen  Funktion  und  je  ein  kurzer  Abschnitt  über  die  unbestimmte 
Integration,  uneigentliche  Integrale  und  die  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen. Es  folgen  zunächst  der  Esistenznachweis  und  die  Differentiation 
impliziter  Funktionen  wie  auch  (anter  Einfiihmng  der  Funktion  aldeterminanten) 
von  Systemen  solcher,  und  im  Zusammenhange  hiermit  die  Diskussion  der 
Abhängigkeit  mehrerer  Funktionen  voneinander;  sodann  die  Besprechung  der 
Ableitungen  und  Differentiale  höherer  Ordnung  der  Funktionen  einer  und 
mehrerer  Variabein,  wobei  die  Sorgfalt,  welche  dem  Begriffe  des  Differentials 
im  Gegensatz  zu  den  meisten  bisherigen  Darstellungen  gewidmet  wird,  besonders 
hervorzuheben  ist.  Den  Abschluß  des  Kapitels  bildet  ein  zur  Förderung  des 
Verständnisses  der  Differentiationsge setze  sehr  dienlicher  Abschnitt  über  die 
Transformation  der  abhängigen  und  der  unabhängigen  Variabeln  sowie  ein 
solcher  über  die  Integration  der  totalen  Differentiale. 

Das  dritte  und  letzte  Kapitel,  welches  unter  gleichzeitiger  Einführung 
des  mehlfachen  Integrals  von  den  georoetiischen  Anwendungen  des  Integral- 
begriffs handelt,  ist  umso  mehr  zu  begrüßen,  als  eine  zusammenfassende  und 
allen  Anforderungen  an  Strenge  genügende  Darstellung  dieses  Gegenstandes 
meines  Wissens  bisher  mangelte.  Es  werden  zunächst  besprochen  die  Deünitiou 
und  die  Berechnung  der  Bogenlänge  einer  Eaumkurve  sowie  die  allgemeine 
Inhaltsdefinition  ebener  Bereiche  nebst  der  Bedingung  ffir  ihre  Meßbarkeit, 
woran  sich  dann  der  Nachweis  der  Existenz  und  die  Diskussion  des  Doppel- 
integrals einer  stetigen  Funktion  schließen.  (Die  recht  weitläufigen  Be- 
trachtangen bei  der  Zurilckfilhning  des  Doppel-  wie  auch  nachher  des  mehr- 
fachen Integrals  auf  sukzessive  Integi'ationen  hätten  m,  E.  vermieden  werden 
können,  wenn  an  deren  Stelle  lediglich  gezeigt  worden  wäre,  daß  bei  einer 
beliebigen  Gebietsteilung  das  Integral')  fiixff{T,^)dii,  erstreckt  über  das 
volle  Gebiet,  gleich  ist  der  Summe  der  analog  gebildeten  über  die  Teilgebiete 
erstreckten  Integrale  und  somit  kleiner  ist  als  die  zu  dieser  Gebietsteilung  ge- 
hörige „obere  Summe",  ebenso  großer  als  jede  beliebige  „untere  Smnme"  — 
ein  W'eg,  den  ich  für  eine  Neuauflage  des  Werkes  in  Vorschlag  zu  bringen  mir 
gestatten  möchte.)  Die  Transformation  des  Doppelintegrals  geschieht  nicht  in 
der  Jac  ob  i  sehen  Weise  durch  sukzessive  Einführung  der  neuen  Veränderlichen, 
sondern  (ähnlich  wie  dies  in  Jordans  Cours  für  den  allgemeiiiereD  lutegnl- 

1)  Da  nni  von  »tctigen  f{x,y)  die  Rede  ist,  to  itfiht  deaien  ExUtens  von 
vornherein  feet,     (Vgl,  S.  1(14.) 

ArcblT  d«  Uittaematjli  und  Pl.;>lk.    m.  Bvlhe.    XIU  32 
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begriff  durchgeführt  ist)  indem  nach  Bertrand  s  Vorgang  die  beiden  Int«gratioDs- 
gebiete  direkt  aufeinander  bezogen  werden;  die  sorgfältige  Durcbführuug  erfordert 
dabei  allerdings  recht  eingehende  Untersuchungen.  Behufs  Definition  des 
Inhalts  krummer  Plücben  endlich  werden  (ebenfalls  ähnlich  wie  bei  Jordan) 
den  Elementarquadraten  der  Ebene  der  unabhängigen  Variabein  u,  v  gewisse 
Parallelogramme  ingeordnet,  welche  die  Fläche  in  einer  ihrer  Ecken  berühren; 
zur  Erklärung  der  Bedeutung  der  so  erhaltenen  Inhaltszahl  I  ist  dann  noch 
der  vollständige  Nachweis  hinzugefügt,  daß  die  Inhalte  „benachbarter"  aus 
ebenen  Polygonen  zusamu)  enge  setzt«  r  Flächen  zwar  gegun  J,  niemals  aber 
gegen  eine  kleinere  Zahl  konvergieren  können.  Zum  Schlüsse  werden  die  Linien- 
und  Flächenintegrale  behandelt. 

Zusammenfassend  kann  man  wobi  sagen,  da&  die  Auswahl  des  Stoffen 
mit  großer  Umsicht  getroffen  ist,  und  daß  alle  Untersuchungen  mit  einer 
Strenge  und  Klarheit  durchgeführt  sind,  wie  sie  bisher  in  Lehrbüchern  wohl 
nui"  Seiten  erreicht  worden  sind.  Das  Werk,  dessen  zweiter  Band  die  analytischen 
Fimktionen,  Differeutialgleicbungen,  geometrischen  Anwendungen  und  ellip- 
tischen Funktionen  behandeln  soll,  ist  in  hohem  Maße  geeignet,  dem  Lernenden 
wie  auch  dem  Lehrer  als  zuveriäßsiger  Berater  zu  dienen  und  wird  infoig« 
seiner  großen  Vorzüge  zweifellos  eine  weite  Verbreitung  finden. 

München,  F.  Hartogb. 


K.   BmilS.      WahrBCheinliohkeitsreahiintig     und     Eollektivmaßlehie. 

A.  u.  d.  T.  B.  G,  Teubners  Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem  Ge- 
biete der  matb,  Wissenschaften  Band  XVU.  VIU  u.  310  S.  u.  18  S. 
Anhang,  gr.  8.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teabner.  Geh.  JC  7,80,  geb.  ^  8,40, 
Dieses  Buch  bezeichnet  eine  entscheidende  Wendung  in  der  Entwicklung 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

In  erster  Linie  bringt  es  die  langjährigen  mühevollen  Arbeiten  zur 
Darstellung  und  zu  einem  theoretischen  Abschluß,  die  der  Verfasser  mit  seinen 
Arbeitsgenossen  imd  Schülern  den  Kollektivgegenständen  gewidmet  hat.  Wenn 
man  sich  nicht  darauf  beschränken  will,  die  in  einer  Tabelle  oder  in  graphischen 
Darstellungen  vorliegeUden  Beobachtungen  über  einen  Kollektivgegenstand 
durch  die  Angabe  des  Mittelwertes  und  der  Streuung  zusammenzufasseD,  so 
steht  man  vor  der  Aufgabe,  die  Beobachtungen  durch  eine  analytische  Dar- 
stellung wiederzugeben.  Während  nun  die  Gesamtheit  der  Messungen  einer 
Tind  derselben  Größe  hinreichend  genau  durch  das  Gaußsche  Verteilungsgeaetz 
wiedergegeben  wird,  hat  schon  Fe  ebner  dessen  Unzulänglichkeit  für  die 
Darstellung  anderer  Kollektivgegenstände  bemerkt  imd  Abänderungen  vor- 
geschlagen. Gegenüber  dem,  bei  biologischen  üntereuchungen  vielfach  benntiten 
Versuche  Pearsons,  die  Verteilungsgesetze  der  Kollektive  in  4  Typen  unter- 
zubringen, hat  nun  Bruns  den  weit  aus  sich  tsvolleren  Gedanken  durchget^lul, 
die  Korrektion,  die  am  Gaußschen  Verteilungsgesetze  anzubringen  ist,  durdi 
eine  Reibenentwicklung  darzustellen,  von  der  wenige  Glieder  für  eine  hinreichend 
genaue  Wiedergabe  genügen.  Die  mathematische  Behandlung  dieser  Reibe, 
vor  allem  ihre  Herstellung  durch  numerische  Bearbeitung  der  über  den  Kollektiv- 
gegenstand vorliegenden  Beobachtungen,  füllt  den  weitaus  größten  Teil  des 
Buches  aus.    Daß  hier,  wo  ein  Astronom  sich  diesem  Gegenstande  gewidmet 
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hat,  auch  die  Scharfen  und  die  Vorteile  der  feineren  RethenkunstBeriicksichtigiing 
gefunden  haben,  erhöht  daa  Interesse  an  die:?eii,  etwas  starr  in  mathematischeni 
Formalismus  vorgetragenen,  doch  stets  umsichtigen  Ausführungen  in  allen 
Einzelheiten.  Dem  praktischen  Zvrecke  numerischer  Auswertung  dienen  die 
dem  Buche  beigegehenen  Tafeln  der  Krampschen  Transzendente  und  ihrer 
ersten  sechs  Ableitungen. 

Aber  das  Buch  bietet,  schon  insoweit  es  die  Saramelbe griffe  behandelt, 
weit  mehr  als  nur  den  Zusammenschluß  der  eigenen  Arbeiten  des  Verfassers 
über  die  analytische  DarsteUung  der  Kollektivgegenstände.  Es  darf  sich  geradsKU 
als  das  erste  Lehrbuch  der  Kollektivmaßiebre  überhaupt  bezeichnen,  das  über 
die  theoretischen,  vor  allem  die  mathematischen  Fragen  erschöpfende  Aus- 
kunft gibt,  während  allerdings  die  zahlreichen  Anwendungen,  in  denen  sich 
die  Lehre  von  den  Sammelbegriffen  wertvoll  erwiesen  hat,  kaum  berührt  sind. 
Ea  wäre  sehr  zu  begrüßen,  wenn  der  Verfasser  seine  Absicht.  Anwendungen 
folgen  /u  lassen,  bald  durch  Herausgabe  eines  besonderen  Bandes  verwirklichen 
könnte. 

Um  die  KoUektivniaßiehre  als  den  ftlr  die  Erfahrungswissenschaft  be- 
deutsamsten Teil  der  Wahrsch ei nlichkeits lehre  hervortreten  lu  lassen,  entwickelt 
der  Verfasser  die  Hauptlehren  der  letzteren,  die  er  seit  25  Jahren  in  akademischen 
Vorlesungen  regelmäßig  vorgetragen  hat.  Wie  er  da  die  logischen  und  mathe- 
matischen Anagangspunkte  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  behandelt,  die  für 
den  weiteren  Aufbau  erforderlichen  analydschen  Funktionen  einfuhrt,  wie 
sich  in  seine  Darstellung  das  sogenannte  Bayessche  Prinzip  einreiht,  wie  er 
die  Teilungsprobleme,  die  Spieleinsätze,  die  geometrischen  Wahrscheinlichkeiten 
vorträgt,  —  das  alles  ist  von  anregender  Eigenart  durchdrungen  und  tief 
durchdacht. 

Indessen,  der  Berichterstatter  erblickt  in  dem  Buche  noch  mehr  als  eine 
neue,  durch  die  Kollektivmaßlehre  bereicherte  und  vertiefte  Darstellung  der 
WahrscheinUcbkeitsrechnung.  Er  sieht  in  ihm  die  entscheidende  Vorarbeit 
filr  einen  völligen  Umbau  der  überlieferten  Wabrscheinlichkeitslehre.  Nicht 
einbauen  soUte  man  in  letztere  lÜe  neue  Kollektivlehre,  vielmehr  sollt«  man 
die  WabrscheinUchkeitfilehre  ganz  und  gar  auf  dem  Erfahrungsgnmde  der 
KoUektivgegenstftnde  aufbauen.  Weun  man  —  um  hier  nur  an  einem  tT"»"« 
Beispiele  zu  zeigen,  wie  das  gemeint  ist  —  die  Wahrscheinlichkeit,  Piuieh  x 
werfen,  zu  '/j  angibt,  so  sagt  man  offenbar  nichts  aus  über  irgend  * 
mit  2  Würfehi,  denn  über  den  weiß  man  nichts,  sondern  man  bexeichnet  « 
Eigenschaft  des  KoU  eküv  gegenständ  es ,  der  s 
Würfelpaare  möglieh  sind,  umfaßt.  Und  so  sind  es  i 
teils  logisch  mit  Hilfe  der  Kombinatorik  ersonnene,  t«UB  der  S.Titkaa$ -mb- 
nommene,  die  den  Gegenstand  der  Wahrsch einlicbkeitslehre  l>ildeil._  " 
diese  Wissenschaft  auf  solchem  Grunde  auf,  so  bewahrt  man  s 
und  Bedenken,  die  in  den  neueren  Lehrbüchern  mit  Recht  so  i: 
das  den  großen  Analytikern  des  18.  Jahrhunderts  berechtigt  < 
gehalten  werden.  Wenn  ein  solcher  Neubau  der  Wahri" 
gelingt,  so  wird  das  Buch  von  Bruns  für  seinen  Plan  in  i 
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Eezensionen 
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Horace  Lamb.  Iiehrbuoh  der  Hydrodynamik.  Deutsche  autorisierte 
Ausgabe.  Nach  der  dritten  euglischen  Auflage  unt«r  Mitwirkung  des 
Verfaasere  besorgt  von  t  Johannes  Friedel.  Mit  79  Figuren.  XXVI  u. 
787  S.    gc.  8.     Leipzig  1907,    B.  G.  Teubner.    Geb.  M  20,—. 

In  den  letzten  Jahrzehnten  hat  sich  das  Interesse  der  Mehrzahl  der  deat- 
sehen  Physiker  infolge  der  Fortschritte  der  elektromagnetisch  -  optischen  For- 
schungen Tomiegend  diesen  zugewandt.  Die  Eugifinder  haben  das  Verdienst, 
darüber  die  der  Mechanik  angegliederten  Teile  der  Physik  nicht  vernachlässigt 
zu  haben.  Bei  ihnen  muB  suchen,  wer  sich  über  den  augenblicklichen  St&nd 
der  Hydrodynamik  unterrichten  will.  Dies  wird  nun  durch  die  Ühersetzung 
des  schon  früher  rühmlich  bekannten  Lambscheu  Buches  wesentlich  er- 
leichtert. 

Dies  Werk  ist  ein  treffliches  Beispiel  für  mathematische  Physik.  Es 
beschränkt  sich  bei  der  Wahl  der  mathematischen  Hilfsmittel  keineswegs  auf 
die  Elemente,  sondern  nimmt  sie  aus  jedem  Gebiet,  in  dem  sich  welche  be- 
finden. Doch  bleibt  die  Mathematik  Mitt«!,  der  physikalische  Zweck  wird 
darüber  nie  aus  dem  Auge  verloren;  deshalb  werden  z.  B.  manche  Existenz- 
beweise  aus  der  Potentialtheo rte  und  ähnliches  trotz  ihrer  zweifellosen  Bedeutung 
für  die  Mathematik  durchplauBible  physikalische  Überlegungen  ersetzt.  Dagegen 
will  dus  Buch  physikalisch  voUstUndig  sein;  es  mll  alle  zur  Hydrodynamik  in 
Beziehung  stehende  'Jebiete  behandeln  oder,  wenn  der  Zusammenhang  weniger 
eng  ist,  doch  berühren,  SorgRlltige  Literaturangaben  erleichtem  das  Auf- 
finden der  Orginal arbeiten.  Auch  hebt  es  den  Zusammenbang  mit  technischen 
Fragen,  namentlich  mit  der  Nautik,  vielfach  hervor. 

Von  der  Fülle  des  behandelten  Stoffs  läflt  sich  im  Rahmen  einer  Be- 
sprechung unmöglich  anders  als  durch  Anführung  der  Eapitelüber$chrift«n 
eine  Vorstellung  geben.  Sie  laut«n;  1.  Die  Bewegungsgleichungen.  2.  Inte- 
gration der  Gleichungen  in  speziellen  Fällen.  3.  Wirbelfreie  Bewegung. 
4.  Zweidimensionale  Bewegung,  b.  Dreidimensionale  Probleme.  6.  Über  die 
Bewegung  fester  Körper  in  ein  erFlüssigkeit.  7.  Wirbelbewegung.  8,  Flut- 
wellen. 9.  OherflSchenwellen.  10.  Espansionswellen.  H.  Zähigkeit.  12.  Ro- 
tation flüssiger  Massen. 

Es  ist  dem  Buche,  an  dem  kaum  etwas  auszusetzen  ist,  als  daB  es  ge- 
legentlich Zahlenangaben  in  Fuß  und  Meilen  statt  in  metrischen  Längen- 
maßen macht,  weite  Verbreitung  zu  wünschen. 

Berlin.  M.  Laub. 


0.  U.  Bryau.    Thermodyuamioa.    An  lutroductory  treatise  dealing  mainly 
with  first  Principles  nnd  their  direct  Applications.  MV  u.  204  S.    gr.  8. 
Leipzig  1907,  B.  G,  Teubner.     Geh.  M  7,—. 
Das  Buch  stellt  in  knapper,  übersichtlicher  Form  auf  rein  deduktivem 
Wege  die  Thermodynamik  dar.    Es  beschäftigt  sich  in  den  beiden  ersten,  zu- 
sammen ziemlich  die  Hälfte  des  Bandes  umfassenden  Teilen  mit  den  Grundlagen. 
Den  einleitenden  Paragraphen  des  ersten  Teils  folgt  zunächst  der  erate,  dann 
der  zweite  Hauptsatz,  letzterer  in  seiner  ältesten,  Clausiusschen  Form.    Der 
zweite  Teil  ist  fast  ausschließlich  dem  Begriff  der  Irreversibilität  gewidmet 
Scharf  wird   sein   Gegensatz   zur   reinen    Mechanik  hervorgehoben,  d&nu  der 
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Grand gedanke  dei:  Gastheorie,  die Unumkehibarkeit  statistiGub  aufzulassen,  kurz 
^stxeift,  endlich  die  Begriffe  Entropie,  nutzbare  Energie  uew.  eingeführt.  Der 
dritte  Tei]  umfaBt  die  Anwendungen.  Zuerst  kommt  auf  wenigen  Seiten  ein 
Abschnilt  über  die  Thermodynamik  der  Strahlung,  weither  freilich  vom  Ver- 
fasser nur  als  eine  Skizze  gedacht  ist,  und  aus  diesem  Grund,  sowie  deswegen, 
weil  hier  doch  vielfach  kompliziertere  Verhältnisse  vorliegen  als  in  der  Thermo- 
dynamik der  KOrper,  vielleicht  besser  an  das  Ende  gestellt  wäre.  Dann  folgt 
die  Behandlung  der  homogenen  Körper,  dann  die  der  Körper  in  verschiedenen 
Aggregatzusf^nden,  die  Gibbs  sehe  Phasenregel  und  die  Thermoelektrizität.  Den 
Schluß  bildet  ein  knr^er  Abschnitt  über  zyklische  Systeme  und  andere  mecha- 
Qiscbe  Analogien  zum  zweiten  Hauptsatz,  Dies  alles  ist  in  knappen,  präg' 
nanteii  Worten  klar  dargestellt. 

Mit  besonderem  Interesse  wird,  wer  die  neuesten  Forschungen  im  Gebiet« 
dej-  theoretischen  Physik  kennt  (Forschungen  übrigens,  welche  erst  nach  Ab- 
scltluB  des  Buches  bekannt  geworden  sind),  zwei  Stellen  auf  S.  55  und  104 
lesen.  Bei  der  ersten  handelt  es  sich  um  die  Frage,  wie  die  Temperatur  eines 
bewegten  Körpers  zu  bestimmen  ist.  Der  Verfasser  denkt  sich  den  üblichen 
Kreifprozeß  mit  einem  Hilfsköi^ier  ausgeführt,  bei  welchem  ein  bewegter  und 
*io  ruhender  Körper  als  Wännereservoire  dienen.  Er  hebt  hervor,  daß  das 
Resultat  dieses  Prozesses,  also  auch  die  gemessene  Temperatur  nur  dann  von 
ile«"  Gesch »rindigkeit  des  Körpers  unabhängig  ist,  wenn  die  Trägheit  des  Hilfs- 
körp^js  durch  Wärmezufuhr  nicht  geändert  wird.  Die  bisherige  Theorie 
stellt  sich  bekanntlich  auf  diesen  Standpunkt.  Jetzt  aber  wissen  wir,  äaä  die 
Trügheit  der  Hohlraum  Strahlung  durch  Wärmezufuhr  vermehrt  wird,  und  daß 
duller  die  Masse  aller  Körper  (dfnn  sie  enthalten  stets  Strahlung)  qualitativ 
•dasselbe  Verhalten  zeigt.  In  übere  in  Stimmung  mit  dem  SchJuase  des  Ver- 
fassers ist  nach  dieser  Theorie  die  Temperatur  nicht  vom  Bewegungszustand 
*«»l>hangig,  vielmehr  sinkt  sie  bei  (adiabatischer)  Beschleunigung.  (Vergl. 
l»i«r^  K.  V,  Mosengeil,  Ann.  d.  Phys.  22,  867,  l!t07  und  M.  Planck,  Berl. 
Ber.  1807,  S.  542.  sowie  Ann.  d.  Phya.  26,  1,  1908.) 

Die  andere  Stelle  spricht  von  der  Entropiezunahme  bei  der  BeSeiion  und 

^*"«chuDg  an  der  Grenze  nicht  absorbierender  Körper.    Mau  findet  in  der  Tat 

^"*^    solche,   wenn  man  die  Entropie  nach  diesem  Vorgang  als  Summe  der 

'^'^tropien  des  reflektierten  und  des  gebrochenen  Strahls  berechnet.    Offenbar 

'^U-t.    es  dem  Verfasser  als  verwunderlich  auf,  daß  sieh  hiernach  diese  beiden 

*-'*«-'lil*n  trotz  ihrer  Kohärenz  nicht  wieder  vereinen  lassen  sollen.    Tatsächlich 

J^*     *Ües  der  Fall,  der  fragliche  Vorgang  also  umkehrbar.     Man  darf  eben  auf 

***liij[^Q^ß  Strahlen  nicht  den  bei  Körpern  stets  richtigen  Satz  anwenden,  daß 

'~}^     Entropie  eines  Systems  Summe  der  Entropien  seiner  Teile  ist.     Die  vom 

^'^asaer  behauptete  Lokalisierbarkeit   der  Entropie,   welche  denselben  Satz 

*^*"      notwendigen  Voraussetzung  hat,  scheint  mir  freilich  aus  diesem  Grunde 

"^«»lögUeh. 

Man  sieht  schon  an  diesen  Beispielen,  welche  Anregungen  das  Buch  zu 

^^**«n  vermag.    Es  ist  nur  zu  bedauern,  daß  es  nicht  in  deutscher  Sprache  er- 

"^»■Qeu  ist.     Es  wird  so  bei  uns  kaum  die  Verbreitung  finden,  die  ihm  zu 

b^'^^Xisuhea  wäre. 
:  Berlin. 
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Erich  Marx.  Die  Geschwindigkeit  der  Böntge □strahlen.    Den  29.  Bandes 

der  Abbaadl.  d.  Mathem.-Phys.  Klasse  der  K.  Sächsischen  Gesell^h.  d.  W. 

Nr.  6.   Mit  6  Figuren  im  Text.    49  S.   Lei.-g.    Leipzig  1906,  B.  G.  Teabner. 

JC  1,60. 

Nach  der  Wiechert-Stokesschen  Hypothese  sind  die  Röntgenstrahlen 

elekti-omagnetiache  Störungen.  Danach  müssen  sie  sich  mit  Lieh tgeschn-indigkeit 

ausbreiten.    Der  Verfasser  hätte  sich  ein  großes  Verdienst  um  die  Wissenschaft 

erworben,  wenn  er  dieae  Folgerung  eiperlmentell  geprüft  hätte. 

Leider  hat  sich  aber  inzwischen  herausgestellt,  dafi  er  sich  durch  kom- 
plizierte Gasentladungserscheinungeu  hat  täuschen  lassen,  so  daß  sein  Versuch 
für  die  Geschwindigkeit  der  Röntgen  strahlen  nichts  beweist.  (Vergl.  eine 
Reihe  von  Abhandlungen  von  Pohl  und  Franck  in  den  Verb.  d.  Deutsch. 
Physik.  Gesellach.  1908.) 

Berlin.  M.  Laue. 


Marcel  Brillouin.    Iie^ona  sur  la  viscositä  des  liquides  et  des  gas. 

Premiere  et  Seconde  Partie.     Paris  1907,  Gauthier- Villars. 

Sehr  zu  begrüßen  ist  das  Erscheinen  dieses  Lehrbuches,  welches  im  Gegen- 
satz wohl  zu  allen  bisher  existierenden  die  innere  Reibung  der  Gase  und  Flüssig- 
keiten zu  seinem  ausschließlichen  Gegenstande  macht.  Der  vorliegende  erste 
Band  beschränkt  sich  auf  die  Flüssigkeiten.  Nach  einer  längeren  Besprechung 
der  experimentellen  Grundlegung,  welche  bis  auf  Newton  zurückführt,  Mgi 
die  Ableitung  der  Grundgleichnngen  der  Theorie,  aus  denen  zunächst  die 
wichtigaten  Folgerungen  allgemeiner  Art  gezogen  werden.  Es  folgt  weiter 
die  teils  strenge,  teils  angenähert  durchgeführte  Integration  der  letzteren  für 
viele  spezielle  Fälle,  welche  entweder  an  sieh  interessante  Anwendungen  dar- 
stellen, oder  zur  Begründung  der  Theorie  derjenigen  Apparate  wichtig  sind, 
deren  sich  die  experimentelle  Forschung  über  die  Reibung  bedient.  Daran 
schließt  sich  die  eingebende  Beschreibung  der  zum  Poisouilleschen  Gesetz 
iUhrenden  Eiperimentaluntersuchungen.  Besonders  werden  auch  die  Versuche 
von  Warhurg  u,  a,  mit  Quecksilber  erwähnt,  welche  lehren,  daß  die  Grenz- 
schichten auch  hei  nicht  benetzenden  Flüssigkeiten  nicht  an  den  Wänden 
entlang  gleiten,  sondern  an  ihnen  haften.  Femer  wird  der  EinflaB  von 
Temperatur  und  Druck,  der  der  Konzentrationen  hei  Salzlösungen  und  der 
der  chemischen  Konstitution  bei  einigen  organischen  Flüssigkeiten  besprochen. 
Das  Schlußkapitel  endlich  behandelt  die  Turbulenz ;  es  bringt  die  eiperim enteilen 
und  theoretischen  Untersuchungen  von  Hagen,  Osborne  Reynolds  und 
Couette,  während  die  bekannte  Arbeit  von  H,  A.  Lorentz  über  diesen  Gegen- 
stand leider  unerwähnt  bleibt. 

Das  Buch  gewährt  eine  im  allgemeinen  sehr  viel  vollstSndigere  Chersicbl 
über  unsere  Kenntnisse  auf  dem  Gebiet  der  Reibung  als  alle  anderen  und 
zeichnet  sich  durch  Klarheit  der  Darstellung  aus.  Es  kann  daher  jedem  warm 
empfohlen  werden,  der  sich  mit  diesem  Teil  der  Physik  eingehender  be- 
schäftigen will. 

Während  der  erste  Teil  dieses  Werkes  der  Reibung  der  tropfbaren 
Flüssigkeiten  vorwiegend  gewidmet  war,  beschäftigt  sich  der  zweite  hauptsäch- 
lich mit  derselben  Erscheinung  bei  den  Gasen.  Da  die  allgemeine,  auch  die 
Kompressibilität  berücksichtigende    Theorie  schon   im   ersten   Teil   enthalten 
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var,  treten  theoretische  Erwägtmgen  im  zweiten  ziemlich  zurück,  zumal  da 

spezielle  auf  Oase   anwendbare   Reaultate  von  ihr  bisher  kaum  erzielt  sind. 

Neu    ist    dagegen    der    kinetische    Gesichtspunkt,    welcher    in    den    Schluß- 

^Apiteln  auch  auf  Flüssigkeiten  übertragen  wird.    Zwar  werden  die  berühmten 

[Jutcrsucbungcn  von  Clausius,  Maxwell  u.  a.  nur  in  den  Grundrissen  und 

Ergebnissen  augeführt,  dafür  findet  sich  aber  manche  andere,  wohl  auf  den 

Verfasser  selbst  zuriickzuftlhrende  Betrachtung,  welche  mit  Interesse  gelesen  zu 

»-erden    verdient.    Das  Wertvollste    an    dem   Bache   ist  aber  (wie  auch  beim 

ersteB  Bande)  die  umfassende  Darstellung   der  einschlägigen    Experimental- 

on  t^rsuchungen.     Wer  sich  hierüber  einen  Überblick  gewinnen   will,  wird  es 

mit    Nutzen  zu  Rate  ziehen. 

k    Berlin.  _  M.  Lai*e. 

Soutf.  „CouTB  de  Ftiyaique  de  l'Ecole  FolTtechiiique  par 
SC  J.  Jamin."  Troisieme  Supplement  par  M.  Bouty.  417  S.  Paris 
1906,  Gauthier-Villars. 
Wie  schon  der  Titel  lehrt,  ist  dieser  kleine  Band  ein  Supplementband  zu 
n.  bekannten  Jaminschen  Kompendium  der  Fh^'sik.  In  Umi  wurden  die 
oeaesten  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  Strahlung,  Elektrizität  und  loni- 
Bation  wiedergegeben.  Als  Quelle  haben  zum  Teil  gedient  die  verschiedenen 
ffR-apports,  presentes  au  t'ongrös  International  a  Paris  1900.  Paris,  Gauthier- 
"  illars,  Paris  1900,  tome  I  bis  HI",  in  denen  die  verschiedensten  Gelehrten 
ier  "Welt  ihre  Spezialgebiete  dargestellt  haben.  Bouty  gibt  von  den  die 
^**"a.lalung,  Elektrizttt  und  speziell  die  Ionisation  behandelnden  Rapports  einen 
^^^H-ppen  und  klaren  Auszug  und  verweist  dabei  auf  die  in  den  früheren  Bänden 
^9s    lehrbucbes  bebandelten  gleichartigen  Gebiete. 

Zunächst  werden  die  Rapports  von  W.  Wien,  0.  Lummer,  E.  Prings- 
•»«im  nnd  P.  Lebedew  über  die  schwarze  Strahlung,  die  Strahlung  der  Gase 
i^nd  den  S  trab  In  ngs  druck  exzerpiert,  an  die  sich  die  Gesetzmäßigkeiten  im 
'-•mien Spektrum,  die  Reststrahlen,  die  Hagen-Rubeusschen  Versuche  und  die 
*'==UBrcn  Untersuchungen  über  die  anomale  Dispersion  anschließen.  Ein  breiter 
''^■«un  wird  den  Hertzschen  Wellen  und  ihrer  Anwendung  bei  der  drahtlosen 
-•■  «legraphie  gewahrt,  ebenso  den  Wechselströmen,  Mehrphasenströmen  und 
*®^>J.lograp  bis  eben  Methoden.  Auch  auf  dem  Gebiete  des  direkten  und  inversen 
^««niann-Phanoiaens  werden  die  neuesten  Arbeiten  berücksichtigt.  Den  weit- 
*>i3  größten  Teil  nimmt  die  Elektrolyse,  die  lonentheorie,  die  Nernstsche 
^heorie  der  Diffusion  von  Elektrolyten,  die  Ionisation  durch  Flammen,  die 
*'-*l  ioaktivitat  und  die  Theorie  von  den  Entladungserscheinungen  ein. 

Einem  Supplementband  entsprechend  reihen  sich  die  Referate   Über  die 
■^'**iemen  Disziplinen  nebeneinander  in  klarer  und  präziser  Form,  ohne  den 


LTi. 


^■rakt.er  eines  Lehrbuches  zu  haben. 


Wenn  ein  Tadel  ausgesprochen  werden  soll,  so  ist  es  der,  daß  der  Ver- 
^^s^r  auch  die  Blondlotschen  N-Strahten  erast  behandelt,  die  für  jeden 
'  i-ssenden  doch  nun  endlieh  abgetau  sein  sollten. 
^l  Breslau.  0.  Ltiuui 
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UgO  Brog^.  Trait^  des  aseurances  enr  la  vie  a^flo  döveloppsmentB 
aur  le  oalcnl  des  probabilitäs.  Traduit  de  l'italieQ  par  Ü.  Latt«s,  ave<7 
une  preface  de  M.  Achard.  XII  u.  306  pag.  8°.  Paris  1907,  Librairie  scienÜ- 
tique  A.  Hermann.') 

Die  unter  dem  Tit«!  „Matematica  attuariale"  im  Verlage  von  Uoepli  in 
Mailand  erschienene  Originalausgabe  hat  durch  Herrn  Lattes,  Professor  am 
Lytenm  zu  Montpellier,  eine  sorgfältige  Überäetzung  erfahren,  deren  Be- 
nutzung für  fi'anzSsische  Versicherungsmathematiker  nehen  dem  allgemeinen 
Nutzen  eines  handlichen  nnd  gut  dispouierten  Lehrbuches  noch  den  Vorteil 
hat,  ihnen  die  wesentlichsten  Arbeiten  der  letzten  Jahre  von  deutschen  Aatoren 
auf  diesem  Gebiete  hequem  zugänglich  zu  machen. 

Das  auf  Vollständigkeit  keinen  Anspruch  machende  Literaturverzeichnis 
enthält  fast  ausschlieliUch  deutsche  Namen,  wie  Boblmann,  Czuber,  Grofi- 
mann,  Lexis  u.  a.,  TOr  allem  sind  die  Arbeiten  des  erstgenannten  herange- 
zogen worden,  so  daß  man  das  Lebrbnch  Broggis  mit  Recht  als  ein  Kom- 
pendium der  modernsten  Versicherungstechnik  bezeichnen  kann. 

Er  fahrt  zunächst  aus,  daB  eine  Theorie  der  Versicheining  auch  ohne  die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  möglich  ist,  sofern  sie  sich  auf  die  Aufgaben  der 
täglichen  Praxis  beschi^nkt,  wofür  ja  die  Statistik  hinreichend  sichere  GruDd- 
lagen  liefert;  daS  aber  die  Theorie  der  Wahrscheinlichkeit  nicht  entbehrt  werden 
kann,  wenn  man  sieh  Rechenschaft  geben  will  über  die  Größe  der  Abweichungen 
berechneter  Wahrscheinlichkeitswerte  von  den  auf  empirischem  Wege  festge- 
stellten Werten.  Die  Wahrscheinlichkeitstheorie  gibt  daher  die  Mittel  zur 
Kritik  der  aus  statistischen  Daten  abzuleitenden  Wahrscheinlichkeiten,  sie  er- 
möglicht die  Erkenntnis,  oh  einer  statistischen  Relativzahl,  welche  in  der  Form 
einer  Wahrscheinlichkeit  dargestellt  ist,  auch  tatsächlich  eine  Wahrscheinlich- 
keit zugrunde  liegt,  weiche  der  in  Frage  stehenden  Massen  ersehe  in  ong  inne- 
wohnt. 

Da  die  Theorie  des  Versicherungswesens  in  ihrem  wichtigsten  Teile  haupt- 
sächlich auf  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  begründet  ist,  tritt  ihr  Zusammen- 
hang mit  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  überhaupt  damit  klar  bevor. 

Im  L  Teile  seines  Buches  geht  Verfasser  von  den  Tschebycheffschen 
Sätzen  aus  und  gelangt  mit  ihrer  Hilfe  zu  einem  strengen  Beweise  des  Bor- 
noullischen  Theorems  sowie  des  Poissonschen  „Gesetzes  der  großen  Zahlen" 
und  des  Gaudschen  Fehlergesetzes.  Sodann  wird  die  Sterblichkeitsmessnng, 
die  Dispersion  und  die  Ausgleichung  von  Sterbetafeln  behandelt.  Im  II.  Teile 
folgt  die  Theorie  der  Leibrenten,  Obevlebeasreaten  und  der  sonst  vorkommenden 
Rentenwerte,  während  im  III.  Teile  die  Versieherungstechnik  im  engeren  Sinne, 
Berechnung  der  Prämien  und  Reserven,  Rückkaufs  werte,  Gewinnbeteiligung  der 
Versicherten  usw.  dargestellt  wird. 

Das  IV.  Kapitel  ist  der  Theorie  des  Risikos  gewidmet,  welche  hauptsäch- 
Hch  in  Anlehnung  an  Boblmann  entwickelt  wird  und  sich  durch  besonders 
klare  and  kurzgefallte  Darstellung  des  augenblicklichen  Standes  dieser  "Theorie 
auszeichnet 

Breslau.  E.  Wagner. 

1)  Eine  von  U.  Broggi  beeorgte  deutache  Ausgabe  seiner  „Matematica  attua- 
riale" wird  im  Oktober  1908  bei  B.  Q.  Tenbner  in  Leipzig  eracheinea. 
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B.  EmdOD,    Gaakugeln.    AnweadimgeD  der  mechanischen  WürmetheorJe  &uf 
koBmische  und  meteorologische  Probleme,    Mit  24Fignren,  12  Diagrammen 
imd  5  Talein  im  Test.    VI  u,  498  S.    gr.  8,    Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 
Geb.  M  13,—. 
Herr  Emden  schließt  sich  ira  vorliegenden  Werk,  aber  dessen  Inhalt  er  sich 
bereits  in  seinen  Vorlesungen  an  der  Techn.  Hochschule  in  München  ausgesprochen 
hat,  eng  an  die  Forschungen  TonÄ.  Ritter  an,  der  froher  an  der  entsprechenden 
Aostalt  in  Aachen  gewirkt  hat.    Diese  Untersuchungen  wurden  in  Wiodemanns 
Annalen  schrittweise  veröffentlich t,  wurden  jedoch,  da  sie  seitens  der  Wissen- 
schaft nur  geringe  Beachtung  fanden,  von  Ritter  selbst  unter  einem  ähnlichen 
Tit«l  bei  Rümpler  (Hannover)  veröffentlicht,  wo  sechs  zusammenfassende  Be- 
trachtnn  gen  erschienen.  Über  den  Inhalt  der  letzteren  ist  etwa  folgendes  zusagen: 
Zunächst  wurde   die  Frage  nach   der  Höhe   der  Atmosphüre  behandelt, 
und  iwar  unter  der  Voraussetzung  des  Energie-  und  Entropieprinzips  und  der 
für  die  kinetische  Gostheorie  geltenden  Zustandsgieichung  pv  —  HT,  in  der 
p  die  Spannung,  v  das  Volumen,  H  die  Regnaultsche  Konstante,  T  die  vom 
absoluten  Nullpunkte  (—  273*)  aus  gemessene  absolute  Temperatur  bedeut«t. 
Ura  die  Frage  zu  beantworten,  nahm  Ritter  einen  indifferenten  Gleich- 
gewichtszustand an,  der  sich  folgendermaßen  charakterisiert«.  Ein  Gasquantujn, 
welches  sich  um  eine  gewisse  Hohe  hob.  gelangte  in  eine  Umgebung  von  der- 
selben Spannung  und  Temperatur,  in   die  es  selbst  nach  den  Gesetzen   der 
Wärmemecbanik  versetzt   wurde.     Der  Vorgang  war  abo  ein  adiabatischer. 
Der  Grundgedanke  erwies  sich  als  äußerst  fruchtbar. 

Als  Höhe  ergab  sichfi-^^J°.  Hier  bedeutete  r^  =  0,2375  die  Warme- 
kapazitUt  der  atm,  Luft  bei  konstanter  Spannung,  Tg  die  absolute  Temperatur 
an  der  Erdoberfläche,  A  =  jij  den  reziproken  Wert  des  Wärme  Äquivalents, 
also  //  —  0,2375  ■  273  ■  425  =  27431  m.  Für  eine  Atmosphäre  aus  Wasser- 
dampf  dagegen  ergab  sich  eine  Höhe  von  348  952  m,  wobei  angenommen 
wurde,  daU  keine  Änderungen  durch  etwaige  Kondensation  hervorgerufen 
wurden.  Dachte  er  sieh  die  Atmosphäre  durch  einen  Sehacht  mit  dem  Erd- 
mittelpunkte in  Verbindung  gesetzt,  so  ergab  sieh  für  atmosphilrische  Luft 
unter  denselben  Bedingungen  die  Temperatur  T^  31902",  die  Spannung 
p  ^  12965000  Atmosphären  und  das  spezifische  Gewicht  143,5. 

Es  lag  nun  nahe,  die  Sonne  als  einen  glühenden  Gasball  aufzufassen,  der 
ohne  starren  Kern  war.  Der  theoretische  Zustand  einer  solchen  Gaskugel  ent- 
sprach einer  sog.  polytrop) sehen  Kurve.  Diese  blieb  eine  solche  während  der 
etwaigen  Zusammenziebung  infolge  der  Gravitation  nach  dem  Newtonschen 
Gesetz.  Den  Weg,  den  jeder  Punkt  dabei  durchlief,  bezeichnete  Ritter  als 
eine  Kosmogonide,  die  sich  wiederum  als  poly  tropische  Kurve  ergab.  Für  ihre 
drei  Projektionen  auf  die  Koordinatenebenen  folgte  für  atmosphärische  Luft 

pv'  =  Const.,     Tii*  —  Const., 

Für  die  spezifische  Wfinne  ergab  sieb  k  — 

rische  Luft,  bei   der  Ä  =  --,  der  Exponent  i 

(c,  —  Kapazitätfarkonst. Volumen),  i  —  -^  r-^  — 
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Nahm  man  also  die  spezifische  Wünue  bei  konstantem  Druck  als  kon- 
stante GröBe  an,  so  ergah  Bich,  daJI  die  spezifische  Wärme  einer  kosmischec 
Gaskugel  einen  nach  Raum  und  Zeit  konstanten  negativen  Wert  hat.  Dieses 
Hesultat  war  überraschend,  denn  es  sagte,  dafi,  wenn  infolge  der  Gravitation 
die  Temperatur  eines  kleinen  Gasquantums  um  einen  Grad  Celsius  zunahm, 
sie  0,038741  Wärmeeinheiten  abgab,  während  umgekehrt  das  Entsprechende 
stattfand.  Dieser  Satz  widersprach  durchaus  den  üblichen  Anschaaungen, 
welche  eine  Abkühlung  der  Sonne  vomussetzen,  denn  es  ergab  sich,  dafi  die 
stattfindende  Eontraktion  der  Sonne  zu  einer  fortdauernden  Erhitzung  führte, 
während  welcher  nur  le,?"/,)  der  Gravi  tationswUrme  auf  Ausstrahlung  verwandt 
wurden,  dagegen  der  Rest  von  81,3%  der  Erhitzung  zugute  kam.  Insbesondere 
zeigte  sich,  daQ  das  Prodakt  aus  Mittelpunkts  wärme  und  Radius  der  Gaskugel 
konstant  war. 

Üekanittlich  hatte  E.  v.  Helmholtz  (und  im  Anschluß  an  ihn  Tyndali 
und  W.  Thompson)  berechnet,  auf  wie  viele  Jahre  der  Sonnenhall  die  augen- 
blickliche Ausstrahlung  decken  könnte;  Ritter  dagegen  zeigte,  dafi  nach  den 
Resultaten  der  kineti^ichen  Gastheorie  die  Aasstrahlung  gar  nicht  hinreichte, 
eine  Deckung  zu  veranlassen,  sondern  dafi  die  Ausstrahlung  mindestens  fünf- 
mal so  stark  sein  müßte  als  in  Wirklichkeit,  wenn  eine  Deckung  stattfinden 
sollte.  Daß  damit  die  sog.  Kant-Laplacesche  Theorie  von  der  Bildung  des 
Sonnensystems  der  Vernichtung  anheimfiel,  war  selbstverständlich,  und  es  ge- 
hörte allerdings  Mut  dazu,  ruhig  in  der  Veröffentlichung  seiner  Resultate  zu 
verharren  und  unbeirrt  seinen  Weg  weiter  zu  gehen. 

Inzwischen  war  das  sog.  Stefansche  Gesetz  aufgestellt  worden,  wonach 
die  Ausstrahlung  eines  gasförmigen  Körpers  proportional  der  4'™  Potenz  der 
absoluten  Temperatur  sein  sollte.  Dies  deutete  darauf  hin,  dafi  die  Differenz 
zwischen  dem  Ritterschen  und  HelmhuttxscbeD  Resultate  einigermaßen  ab- 
zuschwächen war,  allerdings  nur  um  einen  geringen  Prozentsatz,  Überhaupt 
ergab  sich,  daß  entweder  die  kinetische  Gastheorie  oder  die  Helmholtzsche 
Theorie  einer  vollständigen  Umgestaltung  entgegengehen  mußte. 

Es  war  also  dui'chaus  zeitgemäß,  daß  Herr  Emden  die  Ritterschen  Re- 
sultate kritisch  untersucht«  und,  wo  es  nötig  schien,  sie  mit  etwaigen  neueren 
Forschungen  in  Einklang  zu  setzen  suchte.  Überdies  war  er  vorsichtig  genug, 
das  Manuskript  vor  dem  Druck  einer  Autorität,  wie  dem  Prof.  Dr.  Schwarz- 
schild in  Göttingen,  vorzulegen,  der  ihn  bei  der  Korrektur  wesentlich  unter- 
stützt hat.  Es  handelt  sich  also  bei  der  Veröffentlichung  um  Resultate  einer 
kritischen  Prüfung  der  Ritterschen  Veröffentlichungen.  Diese  Prüfung  ist 
für  den  Aachener  Forscher  durchaus  günstig  ausgefallen.  Nicht  nur  werden 
sUmtliche  inzwischen  versuchten  Widerlegungen  Kitters  als  illusorisch  hin- 
gestellt, sondern  auch  folgendes  Endurteil  ausgesprochen: 

Den  Arbeiten  Ritters  sind  noch  lange  nicht  genügende  Beachtung  und 
ein  hinreichend  vertieftes  Studium  zuteil  geworden;  sie  enthalten  manche 
Schätze,  die  noch  gehoben  werden  können.  Namentlich  gilt  dies  in  bezug  auf 
die  Betrachtungen  über  Geschwindigkeiten  im  interstellaren  Raum  und  die 
Temperaturen,  die  beim  Eindringen  von  Meteoriten  in  widerstehende  Medien 
erzeugt  werden.  Sie  stehen  in  innigem  Zusammenhange  mit  anderen  Arbeiten 
Ritters,  die  noch  vollständig  unbeachtet  geblieben  sind,  obwohl  sie  so  un- 
erwartete Resultate  enthalten,  daß  ein  gewisses  Mißtrauen  berechtigt  wftre, 
wfirde  nicht  Ritters  Name  für  die  Gediegenheit  dieser  Dntersuchungen  bürgen. 
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Ihren  Ausgangspunkt  scheint  diese  ganze  Ged&nkenreihe  zu  nehmen  von  einer 
'  Ueinen  Arbeit  Ritters:  Über  ein  Paradoxon  äer  mechanischen  WSnnetheorie; 
[  Wiedemanns  Annalen  160,  454,  1877  und  2,  616,  1877, 

An  8telle  des  Gasballes,  aus  dem  uacli  Kant  bzw.  Lapiace  das  Sonnen- 
system entstanden  sein  soll,  treten  nach  der  Ritterschen  Theorie  höchstens 
kosmische  Staubwolken,  die  dem  Sonnensystem  zufällig  begegnen  und  ge- 
gebenenfalls zur  Massenvermefaruög  beitragen.  Die  von  Laplace  aufgestellte 
Behauptung  sukzessiver  Absonderung  der  Planeten  vom  Sonuenkörper  wird 
als  illusorisch  hingestellt  und  als  metaphysische  Spekulation  betrachtet,  die 
jede  kritische  Prüfung  unni3glich  macht. 

Das  Werk  des  Herrn  Emden  sei  hiermit  jedem  Leser  zum  emst«n 
Studium  empfohlen,  da  die  Hauptfragen  der  Kosmogonie,  soweit  sie  in  der 
Literatur  bisher  zur  Sprache  kamen,  wissen  Beb  aftlich  behandelt  sind.  Es  ist  als 
das  eh reuToUst«  Denkmal  zn  betrachten,  welches  dem  Geheimrat  A.  Ritter  gesetzt 
werden  konnte.    Ein  überreicher  Lehrstoff  ist  auf  rund  öOü  Seiten  behandelt.') 

Hagea.  0.  Holxmüllek. 
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H.  A.  Lorentz.     Lehrbuch   der   Differential-   und  Integralreohnong 
nebst  einer  Einführung  in  andere  Teile  der  Mathematik.     Mit  be- 
sonderer Berücksichtigung   der  Bedürfnisse    der  Studierenden  der  Natur- 
wissenschaften.   Übersetzt  von  G.  C.  Schmidt.    Zweite  AuHage.    Mit  257 
Abbildungen.      VI  u.  502  S.     gr  8.     Leipzig  1907,  J.  A.  Barth.      Geh. 
Ji  12,—,  geh,  J£  13,—. 
TV.  Nernst,    A,  Schönflies.      Einfühmng  in   die  mathematisohe   Be- 
handlung    der    Naturwissensohaften.       Kurzgefaßtes    Lehrbuch    der 
Differential-   und  Integralrechnung  mit   besonderer  Berücksichtigung  der 
Chemie.  Fünfte  Auflage.  Mit  69  Figureu,    XU  u.  371  S.    gr.  8.     München 
1907.  R.  Oldenbourg.    Geb.  JK  U,— ,  geb.  J(  12,50. 
H.  Burkhardt.     Vorlesungen   über   die    Elemente    der   Difforential- 
und   Integralrechnung   und   ihre   Anwendung   zur  Beschreibung 
von  Naturersoheinungen.    Mit  38  Figuren,    XI  u.  252  S.    gr.  8.  Leipzig 
1907,  B.  G.  Teubner.     Geb.   J(  6,—. 
Den  drei  genannten  Werken,  von  denen  das  erste  in  zweiter,  das  zweite 
in  fünfter  Auflage  erscheint,  eignet  die  gleiche  Tendenz:  solche  Studierenden 
in  die  Prinzipien  der  höheren  Mathematik  einführen  zu  wollen,  welchen  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  hauptsächlich  als  Hilfsmittel  zum  Studium  der 
Naturwissenschaften  dienen  soll. 

Das  Werk  des  holländischen  Physikers  ist  in  erster  Auflage  bereits  im 
Jahre  1882  erschienen,  ist  aber  nicht  als  das  erste  seiner  Art  anzusprechen, 

1)  Der  Unterzeichnete  ließ  ein  Jalir  vor  dem  Emdenschen  Werke  im  gleichen 
Verlage  ein  Büchlein  erscheinen:  „Elementare  kosmische  Betrachtungen  über  dsB 
SonnensjBtem  und  Widerlegung  der  von  Kant  und  Laplooe  aufgeatellten  Hjpo- 
Üiesen  über  dessen  Entwicklungsgescbichte".  Auch  dieses  Büchlein  hat  in  Herrn 
Emdens  Werke  eine  hocbwiKHenschaftUche  Beatütigung  erhalten.  Leider  sind  auf 
dem  ersten  Bot^en  einige  Druckfehler  stehen  geblieben,  die  jedem  Kenner  ohne 
weiteres  als  aolche  aulfallen.  Der  Standpunkt,  von  dem  es  ausgeht,  ist  im  wesent- 
lichen derselbe  wie  der  des  Herrn  Emden.  Ein  mittlerer  Zustand  wird  zwischen 
der  Helmholtzschen  und  Bitterschen  Theorie  angenommen.  Die  kosmischen 
"■     ibwolken  werden,  wie  dort,  im  Schlußworte  skizziert. 
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das  bekannt«  Lehrbuch  von  Autenbeimer  ist  doch  noch  trUheren  Datums. 
Unter  den  drei  genannten  dürfte  das  LorentzBche  Lehrbuch  am  weitesten 
gehen,  sowohl  was  die  einführenden  Kapitel  angeht,  als  auch  im  Hinblick 
auf  den  umfang  des  Stoffes.  Es  beginnt  nämlich  mit  dem  binomischen  Satz, 
den  Haupteigenschaften  der  Determinanten,  dem  Rechnen  mit  kompleien 
Größen,  den  quadratischen  Gleichungen,  bespricht  kurz  Partiatbruchzerlegang, 
arithmetische  und  geometrische  Reihen  und  fahrt  in  die  Trigonometrie  und 
Vektorenrechnung,  jn  sphärische  Trigonometrie  und  graphische  Darstellung 
goniometrischer  Funktionen  ein.  Auf  der  anderen  Seite  geht  der  Verfasser 
bis  zu  den  Doppel-  und  mehrfachen  Integralen  und  behandelt  die  partielle 
Integration  bei  mehrfachen  Integralen,  wovon  eine  Anwendung  auf  die  Green- 
schen  Sätze  gemacht  wird.  Aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  werden 
die  bekanntesten  Methoden  mitgeteilt,  Systeme  von  simultanen  Differential- 
gleichungen werden  behandelt  im  Hinblick  auf  die  Bewegungsgleicbungen  eines 
Systems  materieller  Punkte,  auch  partielle  Differentialgleichungen  an  dem  Bei- 
spiel der  Bewegungen  in  einer  Luftsäule  erürtert. 

Allen  drei  Werken  gemeinsam  ist  die  Voranstellung  eines  Eskurses  in 
die  analytische  Geometrie,  und  die  weitere,  bereits  von  Autenbeimer  ge- 
troffene Anordnung,  daß  auf  einen  ersten  Teil  der  Differentialrechnung,  der 
die  Differentiation  der  einfachsten  Funktionen  gibt,  sobald  wie  möglich  die 
Elemente  der  Integralrechnung  folgen,  woran  sich  ein  zweiter  Teil  der  Diffe- 
rential- und  der  Integralrechnung  schließt. 

Das  dritte  Werk  dürfte  dein  Stoffumfange  nach  am  wenigsten  bringen; 
dafür  wird  hier  auf  Erörterung  prinzipieller  Gesichtepunkte  um  so  größerer 
Wert  gelegt.  Aul'  eine  Einleitung,  die  das  Wesen  der  lalinitesimalreclmung 
erörtert  und  die  Grundbegriffe  der  Differentialrechnung  am  Tangentenproblem 
und  an  der  Fallbewegung  entwickelt,  folgen  Differentiation  rationaler  Punk- 
tionen, Differentiation  irrationaler  Funktionen,  Elemente  der  Integralrechnung, 
die  Logarithmen  und  die  Exponentialfunktion,  Integration  rationaler  gebrochener 
Funktionen,  Anwendung  auf  den  Verlauf  chemischer  Vorgänge,  höhere  Diffe- 
Tentialquotienten,  Mittelwertsatz  und  Taylor  sehe  Formel,  Interpolation,Rechnen 
mit  DifferenÜ allen  (unendlich  kleinen  Größen),  Funktionen  von  swei  Variablen, 
die  trigonometrischen  und  die  zyklo metrischen  Funktionen.  Charakteristisch  für 
das  Burkhardtsche  Buch  ist,  daß  sein  Verfasser  verzichtet,  die  bekannten 
geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung  zu  bringen,  daß  auf  der 
anderen  Seite  das  Rechnen  mit  Naherungsformeln  ausführlich  erörtert  wird,  wo 
auch  das  gerade  in  der  Geodäsie  übliche  Verfahren  zur  Umkehrung  von  Nahe- 
rungsformeln mitgeteilt  wird,  und  weiter  die  Interpolation  durch  ganze  rationale 
und  durch  trigonotuctrische  Funktionen.  Ein  Anhang  bringt  noch  die  Inter- 
polation  durch  Exponeiitialftmktionen.  Euie  bemerkenswerte  Abweichung  von 
der  üblichen  Darstellung  bietet  des  Verfassers  Einführung  der  Exponential- 
funktion und  des  natürlichen  Logarithmus.  Herr  Burkhardt  glaubt  dem 
Chemiker  und  dem  Mineralogen,  an  welche  er  dabei  denkt,  diese  Funktionen 
näher  zu  bringen,  wenn  er  nicht,  wie  üblich,  vom  lim  1 1  +  ■  )  ausgeht,  sondern 
den  natürlichen  Logarithmus,  definiert  durch  das  besÜmmie  Integral,  zum  Aus- 
gangspunkt nimmt. 

Das  Werk  von  Nernst  undSchoenfHos  endlieh  hält,  was  Sfoffumfang  an- 
betrifft, etwa  die  Mitte  zwischen  dem  Lorentzschenunddem  Burkhardt sehen. 


Auch  die  ffinfte  Auflage  dieses  ausgezeichneten  Lehrbuches  hat  in   Plan  und 
Anlage  keine  wesentlichen  Änderungen  erfahren. 

Berlin.  E.  Jaitnkc. 

G.  KOHalewski.  Einführung  in  die  Inflniteaimalrechnung;  mit  einer 
hletoTischen  Uberaioht.  Aus  Natur  und  Geiste^welt  Band  Nr.  197. 
Mit  18  Figuren  iiu  Text.     IV  u.  126  S.    8.    Geh.  Jl  1,—,  geb.  M  1,25. 

Will  sich  der  Gebildete  eine  Vorstellung  verschaffen  von  exakter  Behand- 
lung der  Naturwissenschaften  im  modernen  Sinne,  dann  ist  dies  ebne  Kenntnis 
der  Infinitesimalreehnung  nicht  mehr  möglieb.  Es  lag  daher  durchaus  im  Plane 
der  so  ausgezeichneten  Sammlung  „Aus  Natur  und  Geisteswelt",  durch  ein  be- 
sonderes Bfindc  he  n  in  dieGrundbegriffenndHauptsßtze  dieses  Kalküls  einzuführea. 
Dabei  stand  der  Verfasser  vor  einer  nicht  leichten  Aufgabe.  War  das  Buch 
mehr  auf  den  mathematischen  Studenten  zuzurichten,  dann  mußte  die  Dar- 
stellung so  streng  wie  möglich  ausfallen.  Eine  solche  Einführung  kannte 
allerdings  auf  die  anderen  Leser  nicht  ermutigend  wirken.  Sollte  das  Band' 
chen  einem  weiteren  Kreise  einen  Begriff  von  dem  Wesen  der  Rechnung  mit 
dem  unendlichen  geben,  dann  mußte  auf  strenge  Begründung  <les  Kalküls 
verzichtet  und  an  zahlreichen  Anwendungen  dem  Leser  die  Fruchtbarkeit  und 
Uacht  des  Kalküls  vor  Augen  geführt  werden.  Der  Verfasser  bat  versucht 
einen  Mittelweg  einzuschlagen.  Und  es  muß  bemerkt  werden,  dall  seine  Dar- 
stellung eine  ganz  ausgezeichnete  zu  nennen  ist,  die  insbesondere  dem  mathe- 
matischen Studenten  nur  dringend  empfohlen  werden  kann. 

Eine  kurze  historische  Übersicht  ist  angehängt,  welche  über  die  beiden 
Erfinder  der  Infinitesimalrechnung,  Leibniz  und  Newton,  und  ihre  Vor- 
läufer berichtet. 

Berlin.  . E.  Jakxke. 


I 


0.  Stande.  Analytische  Geometrie  dea  Funktee,  der  geraden  Linie  nnd 
der  Ebene.     Ein  Handbuch  zu  den  Vorlesungen  und  Übungen  über  ana- 
lytische Geometrie.    A.u.d.T.  Teubners  Sammlung  von  Lehrbüchern  au« 
dem  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  Bd.  XVL   Mit  387  Figuren. 
Vin  u.  447  S.    gr.  8.    Leipzig  1905,  B.  G.  Teuhner.    Geb.  M  14,—. 
Das  vorliegende  Werk  hat  der  Verfasser  einem  von  ihm  in  Angriff  ge- 
nommenen Lehrbuche  über  die  Theorie  der  Flächen  2.  0.  als  Einleitung  voraus- 
geschickt ,.in  ähnlicher  Weise,  wie  es  0.  Hesse  in  seinen  Vorlesungen  Über 
analytische  Geometrie  des  Baumes  getan  hat.''  Das  Bnch  umfaßt  .„in  einheitlicher 
und  vergleichender  Danteilung  die  Grundlehren  der  Koordinatengeometrie  in 
den  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten."    Die  Abgrenzmig  des  Inhalte  ist  durch 
das   Stichwort   ..Lineare  Gleichungen   and    lineare  Transformation"   gegeben. 
Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  Punktreihe  und  den  Stnhlenb&schel,  der 
zweit«  die  Ebene,  der  dritte  den  Baum,  den  Ebenenbüschel  und  das  BOodeL 
In  jedem  dieser  drei  Abschnitte  wird  „dem  historischen  Gange  folgend,  von 
dem  Begriffe  der  K»rtcsisehen  Koordinaten  ant«r  Hervorhebnng  der  einzelnen 
Schritte  der  Weiterentwicklung  bis  kd  den  projektiven  Koordinaten  fibergej;angen 
Dnd  an  den  Gebilden  erster  Ordnung  die  .\wendung  der  verschiedenen  Koordi- 
naten gezeigt.    Dabei  ist  weniger  eine  enchapfende  Behandlung  als  eine  Über- 
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rieht  über  die  für  denGebrauch  wichtigsten  Begriffe  und  Methoden  angestrebt."  — 
Die  Absicht  des  Verfassers,  ein  tür  die  Prasie  brauchbares  Buch  £u  schaffen, 
ist  gl&nzend  in  die  Tat  umgesetzt.  Das  Werk  ist  nicht  bloß  in  der  ganien 
Anlage  durchsichtig  disponiert,  sondern  auch  im  einzelaen  ist  die  Ansfübmng 
80  übersichtlich  wie  nur  denkbar;  jeder  Artikel  ist  mit  einer  besonderen,  kurzen 
und  treffenden  Überschrift  versehen,  die  zahlreichen  (387)  ungemein  sauber 
ausgefOhrten  Figuren  erleichtem  eine  schnelle  Übersicht  über  die  jedesmal  in 
Frage  kommenden  Begriffe  und  Benennungen.  HiLufig  gebrauchte  Formelsrsteme 
sindvoltständigaufgestcUt,  auch  in  verschiedenen  Bezeichnnogs weisen,  was  bei 
der  praktiscfaen  Anwendung  des  Buches  viel  Zeit  erspart;  auch  das  aasfQhrticfae, 
alphabetische  Register  am  Schlüsse  ist  sehr  angenehm.  —  35  Seiten  sind  den 
im  Anhang  zugefügten  „Anmerkungen"  gewidmet.  „Die  beiden  ersten  enthalten 
eine  Zusammenstellung  deijenigen  Sätze  über  Determinanten  und  lineare 
Gleichungen,  welche  die  Überall  wiederkehrenden  analytiscbea  Hilfsmitt«!  für 
die  Betrachtungen  des  Textes  ausmachen  .  .  .  Die  übrigen  Anmerkungen  ent- 
halten neben  Quellenangaben  auch  vergleichende  Übersichten  über  die  ver- 
schiedenen Teile  des  Buches."  —  Dem  vortrefflichen  Werke,  das  jedem,  der 
mit  analytischer  Geometrie  zu  tun  hat,  einen  wahren  GenuB  bereiten  wird,  ist 
die  weiteste  Verbreitung  zu  wünschen,  insbesondere  kaun  es  den  Studierenden 
nur  aufs  wBrmste  empfohlen  werden. 

Haiensee  b.  Berlin.  P.  Zöhlkk. 


0.  Hesse.  Vorlesungen  aua  d«r  analytischen  Geometrie  der  geraden 
Idnie,  des  Fonktea  und  des  Kreisea  in  der  Ebene.  4.  Aufl.  revidiert 
und  ergänzt  von  S.  Gundelfinger.  VUI  u.  251  S.  gr.  8.  Leipzig  1906. 
B.  G.  Teubner.    Geh.  Ji  6,—. 

Das  klassische  Buch  von  0,  Hesse  neu  herauszugeben,  war  eine  dankbare 
und  schwierige  Aufgabe  —  dankbar,  weil  die  allen  Schriften  Hesses  eigentüm- 
liche Art,  Strenge  mit  Eleganz  zu  vereinigen,  zwar  schon  viele  Nachahmer,  aber 
bisher  noch  keinen  wirklich  ebenbürtigen  Eonkurrenten  gefunden  hat  nnd  auf 
jeden  Leser  immer  wieder  ihren  besonderen  Beiz  ausübt  - —  schwierig,  weil  es  sich 
darum  handelte,  kleine  Mangel,  deren  Beseitigung  die  fortschreitende  Erkenntnis 
forderte,  so  zu  beheben,  dsB  die  Eigenart  des  Buches  nicht  gef&hrdet  wurde. 

Dem  Bearbeiter  ist  es  gelungen,  das  bewährte  Alte  mit  pietätvoller  Hand 
den  neuen  Verhältnissen  anzupassen.  Die  zahlreichen  Änderungeo  im  Text  be- 
deuten durchweg  Verbesserungen;  der  schon  in  der  3.  Autlage  angebahnte 
„Ausbau,  der  Zeichenregeln"  ist  hier  konsequent  weitergeführte  An  solchon 
Stellen,  wo  umfangreiche  Verbesserungen  erforderlich  schienen,  hat  der  Be- 
arbeiter auf  Änderungen  im  Text  verzichtet,  vielmehr  auf  die  am  Schlüsse  lu 
einem  31  Seiten  starken  Anhang  zusammengestellten  Ergänzungen  und  Zusltze-- 
verwiesen,  „um  den  einheitlichen  Cliarabter  des  Ganzen  nicht  zu  beeinträchtigen.'*-^ 

Dem  in  seiner  Art  immer  noch  unübertroffenen  Buche  ist  von  Herren  zi»-, 
wünschen,  daß  es  auch  in  der  vorliegenden  Gestalt  die  ihm  von  seinem  Vei»-, 
fasser  gestellt«  Aufgabe,  „gefällig  anzuregen  und  zu  weiteren  Entdeckung^^^ 
zu  ermuntern",  mit  demselben  Eri'olge  wie  bisher  erfüllen  mfige. 

Haiensee  b.  Berlin.  P.  Z&hlxb. 
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Moritz  Cantor.   Vorlesungen  über  Gesobiohte  der  Uathematik.    Erster 
Tiand:  Von  den  ältesten  Zeiten  bis  zum  Juhre  1200  n.  Chr.    Dritte  Auflage. 
Mit  114  Figuren  u.  1  Uthogr.  Tafel.   VI  ii.  940  S.    gr.  8.    Leipzig  1907, 
B.  G.  Teobner.    Geb.  J(  24,—,  geb.  J£  26.—. 
Als  M.  Cantor  1898  im  69.  Lebensjahre  den  dritten  Band  seiner  Vor- 
lesungen in  die  Welt  sandte,   äußerte  er  sieb  in  der  Einleitung,   die  wie  ein 
wissen »cbaftÜches  Testament  klingt,  daß  sein  Anteil  an  der  (Jescbichte  der 
Mathematik  vollendet  sei,  nur  die  Herausgabe  neuer  Auflagen  der  vorbandenen 
Bande  reebne  er  nocb  zu  seiner  Aufgabe.    Jetzt  —  10  Jabre  später  —  liegen 
nicht  nur  alle  drei  Bände  in  zweiter  Auflage  vor,  sondern  es  ist  ein  Stab  von 
ilitarbeitcra  auf  seine  Anregung  gesammelt  worden,  um  einen  vierten  Band  zu 
scbaffeu,  an  dem  er  auch  selbst  Hand  anlegt.    Nunmehr  ist  sogar  der  erste 
Band  in  dritter  Auflage  erschienen.  Welch  reiche  Tätigkeit  an  einem  Lebens- 
abend, der  wenigen  gegeben  ist. 

ungeahnt  ist  die  Geschichtsforschung  der  mathematischen  Wissenschaft 
in  dem  letzten  Jahrzehnt  gewachsen.  Wo  eioüt  M.  Cantor  die  Samen  der 
neuen  Wissenschaft  legte,  ein  einsamer  Arbeiter  auf  brachem,  aber  jungfräulicb- 
fracbtbarem  Boden,  da  glänzt  jetzt  üppige  äaat,  I)em  Meister  ist  es  bescbieden, 
sich  Beiner  Ernte  ta  freuen.  Ein  großer  Kreis  von  Helfern  ist  ihm  entstanden, 
so  groß,  daß  die  geleistete  Arbeit  insgesamt  zu  übersehen  schon  anfängt  Schwierig- 
keiten zu  machen.  Mit  Eifer  bat  Cantor  die  neuen  Fortschritte  nach  Möglich- 
keit beobachtet,  sie  nach  Möglichkeit  zur  Revision  des  ersten  Bandes  beautst. 
Und  kommen  Kritiker  und  weisen  diese  oder  jene  weitere  Verbesserungsftbig- 
keit  nacfa,  so  ist  es  ihr  Amt;  aber  sie  trüben  nicht  den  gewaltigen  Eindruck 
des  großen  Werkes,  das  das  feste  Fundament  unserer  Forschung  bildet.  Man 
dankt  es  Eneström,  daß  er  in  seiner  Bibl.  math.  nach  ideal  angelegtem  Plan 
eine  Stelle  geschaffen  bat,  an  der  weitere  Ergänzungen  und  Richtigstellungen 
in  übersichtlicher  Weise  von  den  verschiedenen  beteiligten  Gelehrten  zusammen- 
getragen werden.  Man  fasse  die  „kleinen  Bemerkungen'^  die  dort  einlaufen, 
nicht  als  kleinliche  Nörgelei  auf;  gerade  sie  beweisen  die  Hochachtung  vor 
dem  Werke  des  Altmeisters,  sie  wollen  ihm  zur  möglichsten  Vollkommenheit 
auch  in  den  kleinsten  Einzelheiten  verhelfen. 

Band  Ic  ist  um  5H  Seiten  gewachsen.  Wo  neue  Quellenscbriften  ver- 
öffentlicht wurden  (Hippokrates,  Heron  u.  a.},  sind  umfangreiche  Über- 
arbeitungen vorgenommen  worden.  Die  babylonische  Mathematik  ist,  den 
jetzigen  Kenntnissen  entsprechend,  der  ägyptischen  vorangesetzt.  Bei  der 
indischen  Mathematik  kommen  die  neueren  Forschungen  zur  Geltung.  Die 
Stellungnahme  in  der  Bo^thiustrage  ist  geändert  u.  a.  m.  In  jedem  Ab- 
schnitt hat  die  Kleinarbeit  eingesetzt,  oft  nur  dem  Fachmann  sichtbar. 
Berlin.  J.  Tkoppkc. 


Max  Simon.  Didaktik  und  Methodik  des  Bechnens  and  der  Uathe- 
matik. Zweite,  umgearbeitete  tmd  vermehrte  Auflage.  (Sonderausgabe 
aus  Dr.  A.  Baumeisters  „Handbuch  der  Erziehungs*  und  Uuterrichtslehre 
fiir  höhere  Schulen" _|.  VIII  u.  20G  S.  gr.  8.  München  1908,  C.  H.  Beck. 
Geh.  J£  4,50,  geb.  5,50. 
In  der  ersten  Auflage  (1895)  128  Seiten  stark,  ist  das  vorliegende  Werk 
tjetit  auf  206  Seiten  gestiegen.    Die  Zusätze  betreffen  Darstellung  und  Kritik 
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der  neueren  Bestrebungen  auf  dem  Gebiete  des  mathematischen  Unterrichtes. 
Termehrung  des  Literaturmaterials,  Ergänzung  der  historischen  Notizen.  Der 
verarbeitete  Stoff  ist  außerordentlich  groß  und  reicht  Kom  Teil  weit  über  das 
Thema  hinaus.  Wer  Simons  Schriften  kennt,  weiß,  daß  der  Verf.  st«ts  aus 
dem  Vollen  seiner  ureigensten  Erfahrung  spricht.  Die  Subjektivität,  die  das 
Ganze  mit  einer  aggressiven  Frische  durchwebt,  regt  an  und  fesselt  den  Leser, 
nicht  zum  wenigsten  auch  durch  den  Widerspruch,  den  die  vorgetragenen  An- 
sichten hervorrufen.  Man  wird  in  sehr  vielen  Punkten  mit  Simon  nicht  ein- 
verstanden sein  können,  und  doch  imponiert  auch  dem  Andersdenkenden  die 
Wucht  der  Persönlichkeit,  die  aus  jeder  Zeile  spricht. 

Die  Lektüre  der  Schrift  ist  nicht  leicht;  man  muß  fast  schon  die  Materie 
beherrschen,  wenn  man  sich  durch  die  aphoristische  Darstellung  hindnrchringen 
will.  Die  Einleitung  lese  man  auf  keinen  Fall  zuerst.  Eine  größere  Aus- 
führlichkeit «are  oft  angebracht.  Die  Kritik  fremder  Ansichten  setzt  bSoSg  die 
Vertrautheit  des  Lesers  mit  diesen  und  den  betreffenden  Schriften  voraus,  so  daß 
Anffinger  oder  gar  Laien  beim  besten  Willen  nicht  folgen  können.  Die  vielfachen 
Verweise  auf  empfehlenswerte  Literatur  würden,  in  Ajimerkungen  untergebracht, 
den  Zusammeuhong  weniger  stören  und  könnten  dann  auch  konsequenter 
ausgebaut  werden.    Das  Hervorlieben  der  eigenen  Leistungen  behagt  selten. 

So  verdienstvoll  die  historischen  Bemerkungen  des  Vertassers  sind  —  sie 
sind  bekanntlich  die  Früchte  emsiger  eigener  Literaturarbeit  — ,  so  gehen  sie 
doch  an  manchen  Stellen  über  den  Bahmen  einer  „Didaktik  und  Methodik" 
hinaus.  Ich  verweise  auf  den  Exkurs  Über  die  60-teiluug,  die  übrigens  un- 
glücklicherweise, recht  unmotiviert,  zwischen  die  Besprechung  der  verschiedenen 
Wink elerktärun gen  eingeschoben  ist,  auf  die  Geschieht«  der  kompleien  Größen, 
auf  die  der  algebraischen  Zeichen,  die  beinahe  kleine  Souderabbandlungen  bilden. 
Auf  dem  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik  ist  in  den  letzten  Dezennien 
stark  gearbeitet;  Simons  Angaben  entsprechen  nicht  immer  diesen  Fortschritten 
und  sind  im  einzelnen  recht  verbesäerungsfHhig,  Aber  daß  er  soviel  Wert  auf 
die  Geschichte  der  Mathematik  im  Interesse  eines  lebendigen  Unterrichtes  legt, 
kann  nicht  hoch  genug  angerechnet  werden,  und  wem  der  eigene  mathematische 
Unterricht  lieh  ist,  der  folge  den  Fußtapfen,  auf  denen  Simon  vorangeht. 

Beriin. 


W.  Ahrens,    Briefwreohsel  zwisohen  C.  G.  J.  Jacobi  und  IC.  H.  JaoobL 

Mit  zwei  Bildnissen.    XX   u.  283.    gr.  8.     Leipzig  1907,  B.  G.  Teub^er. 

Geb.  M  6,90,  in  Leinwand  geh.  JL  7,50. 
Selbst  Heine,  der  ein  Gegner  der  Veröffentlichung  von  Privatbriefen  war, 
gab  KU,  daß  die  Geschichte  eines  Dichters  leicht  Aufschluß  über  sein  Gedicht 
erteilt,  und  daß  sich  sehr  oft  nachweisen  ließe,  daß  „politische  Stellung,  Reli- 
gion, Privathaß,  Vorurteil  uud  Rücksicht  auf  seine  Gedichte  eingewirkt"  haben. 
Gleiches  gilt  auch  für  die  Mathematiker  und  Physiker  bezüglich  ihrer  Schriften 
und  Leistungen.  Über  den  erzieherischen  Wert  geschichtlicher  Forschung  über- 
haupt kann  kein  berechtigter  Zweifel  aufkommen.  Nur  der  Weg  über  das 
Werden  fithrt  zum  Gewordenen,  und  solche  Briefwechsel  bilden  neben  Jen 
Pachwerken  seihst  die  wesentlichen  Beweisstücke  zur  Lebensgescbichte  be- 
rühmter Männer.  Sie  zeigen  die  Fäden,  um  lose  Erscheinungen  zu  verknüpfen, 
und  klaren  manches  Dunkel  auf. 
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Wer  die  vorliegende  Arbeit  von  W.  Ahreus  liest,  wird  dies  zugeben 
nflfisen.  Die  Brüder  Ja«obi  gehören  dem  Hocbadel  der  Wissenachaften  kd. 
Sowohl  der  Berliner  Mathematiker  als  auch  der  Petersburger  Physiker  haben 
Hervorragendes  geleistet.  Aus  dem  Briefwechsel  entnimmt  man,  wie  sich 
die  Brüder  in  ihrer  Entwicklung  beobachteten  und  gegenseitig  beurteilten. 
Zum  Staunen  ist  es,  wie  der  hochtheoretische  Mathematiker  die  praktischen 
Leistungen  seines  Bruders  in  der  Galvanoplastik  und  in  der  Glektrotecbuik 
hocbäobätzte  —  ein  Vorgang,  der  in  der  nachgauüschen  Periode  durch  Jahr- 
zehnte aussetzte  und  erst  jüngst  wieder  hervortrat. 

In  der  Laienwelt  war  nur  der  Petersburger  Bruder  berühmt  gewesen,  und 
der  Königsberger  hat  auf  seiner  italienischen  Reise  1843  neidlos  die  Verwechs- 
lung mit  seinem  Bruder  ertragen  müssen.    Er  schrieb  ihm: 

Das  große  Volk  war  überall  wieder  in  wahrer  ^^enlweiflung,  daß  ich  es 
war  und  nicht  Du;  „Monsieur,  nous  avons  beaucoup  profit^  ici  de  vom  pro- 
Cedes  de  donire."  „Pardon,  Monsieur"  usw.  Deine  Verehrerin  Mistroß  Somer- 
ville  (die  bekannte  Physikerin),  ein  gutmütiges  altes  Frauchen,  war  gann 
stolz,  daß  Du  ihr  von  den  ersten  (gatvanop lastischen)  Platten  geschickt,  die 
sie  sich  nach  Florenz  kommen  ließ  und  damit  den  Oroßberzog  von  To.'<kana 
in  Erstaunen  setzte;  sie  sprach  so  immerfort  bloß  von  Dir,  daß  Diriuhlct 
und  iob  In  die  größte  Heiterkeit  kamen,  und  mir  die  Dirichlet  (die  Frau  des 
gleichzeitig  in  Italien  weilenden  Mathematikers  Dirichlet,  eine  Schwester 
Felix  Mendelssohns)  zu  Weihnachten  um  ihr  Geschenk  schrieb,  al  frat*llo  del 
celebre  Jacobi." 

Von  einer  andern  Dame  mußte  er  die  Frage  über  sich  ergehen  lassen : 
Sind  Sie  der  Bruder  des  berühmten  Jacobi?  worauf  er  schlagfertig  entgegnete: 
Nein,  das  ist  tnein  Bruder. 

Neben  etwas  Scherzhaftem  enthalten  die  Briefe  aber  Tiefenutes,  Das 
traurige  Schicksal  des  Mathematikers  wird  wohl  bei  jedem  Leser  Teilnabme 
erwecken. 

Das  fleißige  Buch  verdient  bei  allen  Bei  ungne  hm  enden  Anfmerkitamkmt 
und  sei  ihnen  warm  empfohlen. 

Budapest.  Josef  Her/x>i>. 

Phil.  Uäfner.  StromverteilQngsayatflin«  und  BareobDiinc  «lektrUaher 
Leitimgen.  Mit  276  Abbildungen.  VIII  u.  3211  S.  8,  Hannover  1906, 
Dr.  Max  Jänecke.  Geh.  J£  «,— ,  geb.  M  8,6<t. 
Der  Verfasser  hält  Ober  diesen  GegentftAiid  am  Btaatatechnikum  in  Ilreiu«ü 
Yorlesongeo.  Dieses  Bach,  welches  ab  IX.  Hand  der  K«petitnru(a  der  Kli-kiro' 
technik  von  A.  Kanigswerther  erschien,  soll  in  er»t«r  Linia  aeinen  RchtÜürn 
zur  Ifaehhilfe  dieneo.  Di«  <'iteicli>troinlettaiig«n  werden  atu  tehrkuodigcr 
Rücksicht  von  jenen  für  WechtteUtrom  getrennt  l^ehaudelt  Nachileni  dit> 
Tert«UniigM7Etea>e  beschrieben  sind,  wird  aaf  di«  NtitunnlttJungra  eingegssgen. 
Ihre  widerttuidctreoe  ümbtlduo^  wird  darcb  ZuJilMllwltpUla  «Uul«rt.  D«ui 
GleichBtiom  widmet  der  VcrfaH«-  220,  <Imd  WaduMUtnim  9b  Seiten.  Vi«le 
Teile  des  enbea  gelten  natliriicb  dem  uweit/'n  tucb,  Di«  PpMm»  def  Wechael- 
nnd  Dr«l»troiiie«  haben  tu  den  langen  iAt«r-  uiid  uutcrirdi^elMni  Leitungen 
groSe  Bedeotnng  erlangt.  Da  sie  aber  gr&tWr«  maUumaÜMb«  KonntaiM«  tr- 
ibid«m,  u  wurde  auf  die  Liltratur  vielfiiicli  v«rwi«Hrn.     Den  Btrachnttngvn 
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an  Lei t«rge bilden  sind  bereits  GauB,  Maswell,  Kirchboff,  Bosscba  tmd 
andere  nachgegangen.  Mit  der  Entwicklung  der  Btatkstromtechnik  haben  diese 
Fragen  seit  1890  praktische  Wichtigkeit  erlangt  Die  englischeMeinung  aus  jenen 
Erstlingazeiten,  daß  ea  sich  dabei  bloß  um  Erweiterungen  der  Kirchhof  fachen 
Gesetze  handelt,  mußte  dem  wachsenden  Bedürfnisse  weichen.  Auch  die 
selbstische  Ansicht  mancher  MaschinBnha,uer,  die  der  Verbesserung  des  Maschinen- 
Wirkungsgrades  am  0,5  vom  Hundert  nicht  genug  Aufmerksamkeit  schenken 
konnten,  dagegen  den  wirtschaftlich  weitgehenderen  Bestrebungen  beim  Leitungs- 
bau fremd,  weil  ohne  Verständnis,  gegenüberstanden,  ist  wohl  im  allgemeinen 
verschwunden. 

Das  Buch  erfüllt  seinen  erstrebten  Zweck  als  erste  Einfübrang  b  die 
Lei  tungsbere  chnungen . 

Budapest. Josef  Ukrzuo. 


Joannis  Verneri  de  triangulie  sphaeriois  libri  quatuor,  de  meteoroaoopüa 
libri  sex  oiun  prooenüo  G-.  J.  Bhetici.  1.  De  trianguHs  sphaericis 
libri  quatuor.  Von  A.  A.  Björnho.  Hit  1  Bildnis,  12  Seiten  Wiedergabe 
der  Einleitung /.ur  Original- Aus  gäbe,  Cracau  1557,  in  Facsimileund  211  Fig. 
imTeit.  UIu.  184S.  gr.  8.  Leipzig  1907,  B.  Ö.  Teubner.  Geh.  j(t  8,— . 
Der  Nürnberger  Pfarrer  Johannes  Werner  (1468— 1528)  war  ein  be- 
geisterter Mathematiker  und  Astronom,  an  Befähigung  heranreichend  an  seinen 
großen  tllteren  Mitbürger  Regioraontan  (1436 — 1476).  Die  Hauptwerke 
beider,  de  triangulis  libri  V  des  einen,  das  obige  de  trianguJis  sphaericis  libri  IV 
des  anderen,  hatten  das  gleiche  Schicksal,  ihre  Schöpfer  starben  Über  ihnen  hin- 
weg. Regiomontans  Werk  erschien  —  unvollendet,  wie  es  war  —  im  Druck 
erst  1533,  Werners  Manuskript  wurde  mit  Mühe  von  Freunden  ans  dem  Nach- 
laß vor  dem  Untergang  gerettet  und  wanderte  dann  von  Hand  zu  Hand;  ein 
Versuch  des  Hhaetious,  es  zum  Druck  zu  geben,  kam  über  eine  Einleitung 
nicht  hinaus,  da  Rbaeticus  in  seinem  Opus  Palatinum  selbst  Größeres  zu 
schaffen  suchte.  Schließlich  war  das  Schriftstück  verschollen.  Soviel  Nach- 
richt ist  nur  auf  uns  gekommen,  daß  Werners  Schrift  die  Dreiocksböcher 
Regiomontans  weit  übertraf,  daß  Werner  in  ihr  rechnerische  Methoden 
(sogenannte  prosthaphäretische)  schuf,  die  die  Vorläufer  logarithmischen  Rech- 
nens bilden,  und  daß  das  Manuskript  auf  seinen  Wanderungen  znweilen 
eigennützig,  wie  von  Apian,  ausgebeutet  wurde.  Mit  großem  Sch&r&inn 
hat  unser  bester  Kenner  der  Geschichte  der  Trigonometrie,  v.  Braunmflhl 
(vgl.  dessen  Vorlesungen  zur  Geschichte  der  Trigonometrie)  das  Erfinderrecht 
jener  vorlogarithmischen  Methoden  für  Job.  Werner  festgelegt.  — -  Jetzt  fügt 
es  ein  seltener  Zufall,  daß  eine  Handschrift  des  Wernerschen  Werkes  in  der 
vatikanischen  Bibliothek  aufgefunden  ist.  Björnbo,  der  glückliche  Ent- 
decker, ist  als  Schüler  v.  Braunraübls  besonders  berufen,  die  lauge  vermißte 
Schrift  in  einem  Abdruck  der  Öffentlichkeit  zu  übergeben.  Aller  Wahr- 
scheinlichkeit nach  ist  das  gefundene  Manuskript  eine  Reinschrift,  die  Rbae- 
ticus zu  dem  Drucke  aus  den  sehr  iu  Unordnung  gekommenen  Original- 
blsttem  des  Werner  hatte  herstellen  lassen. 

Die  Untersuchungen  v.  Brauamühls  finden  sich  nach  Kenntnisnahme 
des  Inhalts  glänzend  bestätigt.  Erst  jetzt  lernt  man  die  ganze  Bedeutung  des 
einfachen  Nürnberger  Pfarrers  kennen.    Wäre  sein  Werk  vollendet  seiner  Zeit 
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übergeben  worden,  dann  hätte  die  Entwicklung  der  Trigonometrie  ein  ganz 
anderes  Tempo  eingeschlagen.  So  brachte  erst  Vieta  (1593),  dann  die  Ein- 
führung derLogarithnien(Nepevl614)  die  Trigonoaietrie  za  einer  neuen  Blüte. 
Berlin.  J.  Troffke. 

^'.-"W.  Rouse  Ball.  Hiatoire  des  Math^matiques.  Edition  iran^aise  revue 
et  augmentee  tradiwte  siir  la  troisieme  aditinn  anglaise  par  L.  Freund. 
Taria  1906.  A.  Hermann,  Tome  premier.  Tome  detuieme,  avec  dea 
additions  de  R.  de  Montesaus,  1907. 
Von  W.-W.  Rouso  BuUs  Geschichte  der  Mathematik  (3.  Aufl.  1901)  er- 
»d»i«n  1903/4  eine  italienische  Übersetzung  unter  Mitwirkung  iron  Loria,  jetzt 
is't,  ^uch  eine  französische  Ausgabe  veranstaltet.  Der  Vorlage  iat  getreu  ge- 
folg-t;  ihre  Vorzüge,  aber  anch  Nachteile  sind  bewahrt.  Eine  vollzogene  Re- 
<>^^brtioQ  hat  die  Fehler  des  Originals  bis  zu  einem  gewissen  Grade  auszugleichen 
greis-acht;  indes  sind  verschiedene  Ausstände,  die  schon  bei  der  italienischen 
-VvÄ^gabe  gemacht  worden  sind  (vgl.  Eneström,  Bibl.  math.  Vj,  313),  nicht 
■^^aräickaichtigt.  —  Das  Ballscbe  Werk  gibt  mehr  eine  biographische  Dar- 
**-^lliuig;  Leben  und  Werke  der  einzelnen  Mathematiker  werden  in  historischer 
^oJ-e*  geschildert.  Es  fehlt  aber  der  rote  Faden,  die  Betonung  des  Ent- 
^"v^o^ldungsganges  in  der  Mathematik;  hier  kann  Ball  mit  unserem  Cantor 
i^itsfat  in  Wettbewerb  treten.  Einzelne  Kapitel,  besonders  nach  der  Neuzeit 
"-in,  befriedigen  diesen  Anspruch  mehr.  —  Bd.  I  flihrt  bis  Huyghens,  Bd.  11 
'■^><5l3t  von  Newton  bis  auf  die  Gegenwart.  Anhänge  sind:  Vieta  alsGeometer 
^^^^-  Chasles),  Nepera  Ablandlungen  über  die  Logarithmen  (Biot),  Kepler 
'AT.  Chasles  und  J.  Bertrand),  die  Dynamik  bei  Galilei  und  Huyghens 
■Ä*^«.ch,  E.  Bertrand),  Statik  (P.  Duhem),  die  geometrischen  Methoden 
.<i-      Darboux). 

Berlin.  .  J.  Tropfke. 

-  —  Xodio,  Der  Bericht  das  Simplicias  über  die  Quadrataren  des 
Antiphon  und  des  Hippokratee.  1.  Heft  der  Urkunden  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik  im  Altertum.  Griechisch  und  deutsch.  Mit 
«inem  historischen  Erläuterungsberichte  als  Einleitung.  Im  Anhange  er- 
gänzende Urkunden,  verbunden  durch  eine  Übersicht  über  die  Geschichte 
des  Problems  von  der  Kreisquadratnr  vor  Euklid,  Mit  11  Figuren.  X  u. 
184  S,  8.  Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner.  Steif  geh.  ^  4,80. 
Die  angezeigte  neue  Schrift  Rudios  ist  zum  Studium  sehr  empfehlenswert: 
ist  ausgezeichnet  durch  strenge  Wissenschaftlichkeit  and  vollendete  Dar- 
^^Xliuig.  Rudio  stellt  die  alten  Urkunden  zur  Kreisijuadratur  aus  der  Zeit 
0:>-  Euklid  kritisch  zusammen.  Ln  Mittelpunkt  steht  der  bekannte  Bericht 
**«S  Philosophen  Simplicius  (6.  Jahrb.  n.  Chr.),  den  dieser  zur  Erläuterung 
-^5*^^r  Aristotelesstelle  über  die  Möndchen  des  Hippokrates  verfaßt  hatte. 
_^^^seu  Text  rein  und  in  der  richtigen  Auffassung  dai^estellt  und  auf  seine 
^^i^illen  zurückgeführt  zu  haben,  ist  Rudios  eigenstes  Verdienst  (vgl.  Bibl. 
^^th.  3,  und  4,). 
_  ^  Vorausgeschickt  ist  ein  historischer  Erläutflrungshericht.     Der  Text  des 

*-  *nphoiaa  ist  von  ^ner  trefflichen  deutschen  Übersetzung  begleitet.  Besonders 
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im  Druck  hervorgehoben  sind  die  Stellen,  die  Simplicius  der  Geschichte  der 
Geometrie  von  Eudemus  (um  3'20  v.  Chr.)  wörtlich  eatnomoien  hat  und  die 
■wahrscheinlich  zum  Teil  eine  Abhandlung  des  Hippokrates  tod  Chios 
(450—430  n.  Chr.  in  Atheni  wiedergeben.  Die  ältere  Darstellung  Brett- 
Schneiders,  der  zuerst  diesen  Text  als  wichtig  für  die  mathematische  Geschichtd- 
foreehung  erkannt  halte,  war  z.  T.  widersinnig  gewesen  und  hatte  dem  Sim- 
plicius bei  den  Mathematikern  den  Ruf  eines  höchst  nngeBchickten,  ja  un- 
fähigen Menschen  zugOKogen,  Rudios  Tejtkritik  und  Deutung  bestätigt  jetzt 
das  Ansehen,  das  Simplicius  bei  unseren  modernen  Philosophen  als  „treff- 
licher Aristöteleserklärer"  genießt. 

In  einem  Anhange  gibt  Kudio  weitere  Urkunden  zur  Geschiebte  der  Kreis- 
quadratur {über  Anaxagoras,  Hipparoh,  Antiphon,  Bryson,  Hippias). 
immer  im  Original  und  in  gleichmäßig  guter  Übersetzung.  Sehr  willkommen 
ist  das  Wörterverzeichnis  am  Schluß. 

Als  erstes  Heft  eines  neuen  Verlaguntemehmens  der  Firma  B.  G.  Teubner 
„Urkunden  zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum"  führt  sieh  der  vor- 
liegende Band  aufs  beste  ein. 

Berlin.  J.  Thopfke. 


Fritz  KranSS.  Die  Thermodynamik  der  Dampfoiaschinen.  Mit  17 
Figuren.    Till  u.  142  S.    8.    Berlin  1907,  Julius  Springer.    Geh.  Ji  3,— 

Die  kleine  Schrift  könnte  als  das  Buch  von  der  Entropie  bezeichnet 
werden,  denn  diese  ist  ea,  deren  Behandlung  sich  der  Verfasser  mit  der  vor- 
liegenden Arbeit  hauptsächlich  zur  Aufgabe  gemacht  hat.  An  dem  Beispiel 
einer  Dampfin  asch  inen  anläge ,  welche  von  Anfang  bis  zu  Ende  zahlenmäßig 
durchgerechnet  wird,  versucht  der  Verfasser  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  sieb 
der  Satz  vom  Zuwachs  der  Entropie  bei  der  Betrachtung  des  Arbeitsprozesses 
in  dessen  aufeinanderfolgenden  Abschnitten  darstellt.  Es  liegt  ein  Körnchen 
Wahrheit  darin,  wenn  Verfasser  —  vielleicht  in  etwas  zu  schroffer  Weise  — 
behauptet:  „Für  den  Begriff  der  Entropie  sind  mancherlei  Definitionen  ver- 
sucht worden,  von  denen  viele  die  Eigentümlichkeit  haben  vollkommen  un- 
verst^dlicb  zu  sein;  die  veratändlioben  Definitionen  sind  dagegen  zum  großen 
Teile  unrichtig".  Daß  es  nicht  ganz  einfach  ist  den  Begriff  der  Entropie  la 
erklären,  beweist  Verfasser  selber  dadurch,  daß  er  seiner  eigenen  Erklärong 
zwei  volle  Kapitel  von  zusammen  34  Seiten  widmet.  Es  muß  aber  anerkannt 
werden,  daß  es  ihm,  hauptsächlich  mit  Hilfe  des  genau  durchgerechneten 
Zahlenbeispieles ,  gelungen  ist,  den  unanschauliehen ,  schwer  mit  Worten  in 
erklärenden  Begriff  dem  Verständnis  näher  zu  bringen,  und  es  dürfte  auch  tSii 
viele  Fachleute  neu  und  fesselnd  sein  durch  die  auf  Seite  115  übersichtlich 
zusammengestellten  Ergebnisse  des  durchgerechneten  Beispieles  za  erJabren, 
wo  und  in  welcher  Höbe  die  bekannten  großen  Arbeitsverluste  bei  der  Er- 
zeugung des  Dampfes  und  seiner  Verwertung  in  der  Dampfmaschine  auf- 
treten. 

Das  klar  geschriebene  kleine  Buch  kann  nicht  bloß  Theoretikern,  sondern 
auch  allen  in  der  Prans  stehenden  Damp£aia8chiiLen -Ingenieuren  und  Besitjem 
von  Dampfmaschinen  anlagen  angelegentlich  empfohlen  werden. 

Grunewald.  R.  Vatkb. 
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Wegner-Dallwitz,     Die  ExploaionB-Qaatuxbine  als  Beaktionsturbine 

(als  einstufiger  Schnelläufer!)  in  Theorie  und  Eonstruktion.  Mit  8  Abbil- 
dungen. 55  S.  8.  Rostock  i.  M.  1908,  C.  L  E.  Volckraann  Nachfolger. 
Geh.  A  1,50. 
Hätte  Verfasser  seine  Studie  auf  das  theoretische  Gebiet  beschrünkt,  so 
w&re  die  Abhandlung  vielleicht  ganz  fesselnd  vo.  lesen  gewesen.  Da  sie  aber 
darauf  zugeschnitten  ist,  nicht  nur  eine  überhaupt  mOgliche  Ausführbarkeit  der 
beschriebenen  Eisplosions-Gastnrbine  nachzuweisen,  sondern  sogar  auch  nach- 
zuweisen, daß  eine  solche  Turbine  „unfibertrefTbar  einfach  und  wohl  auch  leicht 
und  billig  ist"  (S.  53),  so  muß  denn  doch  dagegen  Einspruch  erhoben  werden. 
Recht  kühn  behauptet  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vorwort  mit  Rücksicht  auf 
die  verwickelte  Bauart  der  bisher  (nebenbei  bemerkt  fast  durchgängig  wohl 
nur  auf  dem  Papier)  vorhandenen  Gasturbinen:  „Die  durchgreifende  Verein- 
fachung ist  nun  gelungen!"  Siebt  man  sich  aber  am  Schlüsse  des  Buchea  in 
Tabelle  IV  die  Ergebnisse  der  eingehenden  Berechnung  an,  so  findet  man  unter 
anderem  Folgendes;  Die  „unübertreETbar  einfache"  Turbine  besitzt  z.  B.  bei 
einer  Leistung  von  nur  1 00  PS  ein  Rad  von  vier  Meter  Durchmesser  und  arbeitet 
selbst  dann  noch  mit  2325,  ja  sogar  unter  ümstHndeu  mit  4750  Um- 
drehungen in  der  Minute  (!),  eine  Turbine  von  1000  FS  bei  einem  Raddurch- 
messer von  3  m  mit  lÖflO  bis  3180  Umdrehungen  in  der  Minute.  DaS  sich 
bei  Uaterialbeanspruchungen,  wie  sie  hier  auftreten,  und  den  daraus  sich  er- 
gebenden hohen  Material-  und  Herstellungskosten  eine  Maschinenfabrik  bereit- 
Snden  würde  eine  solche  Turbine  auch  nur  zur  Probe  zu  bauen,  möchte  ich 
bezweifeln.  Die  Gründe  für  die  Mißerfolge  der  berühmten  und  sicherlich 
interessanten  Biedler-Stumpf-Torbine  scheinen  dem  Herrn  Verfasser  un- 
bekannt geblieben  zu  sein. 

Grunewald.  K.  Vater. 

Tapla.  Grandaüge  der  niederen  Geodäsie.  lU.  Kartierung.  Mit  14 
Uth.  Taf.    VII  n.  107  S.    gr.  8.    Wien  1006,  Fr.  Deuticke.    Geb.  ^  3,50. 

Das  sehr  eingehend  und  klar  geschriebene  Buch  bespricht  zunächst  in  er- 
ßchöpfender  Weise  die  Kartierung  der  Vermessungsergebnisse  mit  gewöhn- 
lichen Zeiche nrequi st t«n  und  besonderen  Kartierungsapparaten.  Es  folgt  so- 
dann ein  für  die  Praxis  in  verständiger  Kürze  geschriebenes  Kapitel  über 
Ausgleichungsrechnung.  Ausführlich  wird  dann  die  Kartienmg  der  Polygon- 
züge, Dreieckstetten  und  -Netze,  sowohl  mit  den  gebräuchlichen  Kartierungs- 
apparaten,  als  auch  durch  Rechnung  besprochen. 

Die  Triangulationen  IV.  Ordnung,  die  Netz-  und  Punkteinschaltungen 
sind  hauptsächlich  nach  Nßherungsmethoden  behandelt,  dem  praktischen 
Zwecke  des  Buches  entsprechend.  Es  ist  jedoch  auch  der  Weg  zur  strengen 
Ausgleichung  der  Dreiecke  höherer  Ordnung  in  allgemeinen  Zügen  gezeigt. 

Einige  Beispiele  ans  der  Praxis  wären  erwünscht  gewesen,  obgleich  jeder 
praktische  Landmesser,  für  den  das  Buch  ja  geschrieben  ist,  seine  Berechnungen 
nach  der  gegebenen  Anleitung  mit  Leichtigkeit  durcbführen  kann. 

Vienehn  bequeme  mit  dem  Test  zu  vergleichende  Tafeln  erläutern  die 
Dustelltug  in  anschaulicher  Weise. 

Berlin.  K.  Fuhrmann. 
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Batacbläge  und  Erläuterungen  für  die  Studierenden  der  Mathematik 
und  FbysUc  an  der  Universität  Göttingen.  Herausgegeben  von  der 
Direktion  des  matbemati so b- physikalischen  Seminars.  Mit  einem  Anhang: 
Statuten  des  mathematischen  Lesezimmers.   Neue  Ausgabe.    31  8.   gr.  8. 

Leip2dg  1907,  B.  G.  Teubner.  Geb.  Jl  1, — . 
„Die  Schrift  enthält  eine  übersichtliche  Beschreibung  der  an  der  Göttinger 
üniversitfit  bestehenden  ünterrichtseinricbtungen  für  Mathematik  und  Physik, 
welche  die  Studierenden  dieser  FUcher  nach  Möglichkeit  über  den  UmfiiDg 
dieser  Einricbtungen  und  ihre  spenifische  Bedeutung  und  Wechselbeziehung 
aufklären  und  ihnen  dadurch  die  sachgemUBe  Einrichtung  ihrer  Studien  er- 
leichtem soll."  Die  Schrift  legt  Zeugnis  ab  für  die  rastlose  Fürsorge,  welche 
den  Mathematik  und  Physik  Studierenden  an  der  Göttinger  Universität  ent- 
g^engebracht  wird,  in  wohltuendem  Gegensatz  zn  der  Zurückhaltung  der 
mathemati sehen  Professoren  an  mancher  anderen  üniversit&t  gegenüber  ihren 
Studenten. 

Berlin.  E.  Jaiinke. 


B.  G.  Tenbners  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Naturwissen- 

BOhaften  und  Teohaik  nebst  Grena Wissenschaften.')     CXXXI  u.  393 

u.  92  S.    gr.  8.    Leipzig  IHOS,  B.  0.  Teubner 

Dem  vierten  internationalen  Mathematiker- Kongreß  zu  Rom  gewidmet, 
legt  der  vornehm  ausgestattete  Band  auf  392  Seiten  beredtes  Zeugnis  ab  von 
dem  Streben  der  Wehfirma,  ihren  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen, 
natnrwisseu schaftlichen  und  technischen  Disziplinen  mehr  und  mehr  auszu- 
gestalten und  zu  vertiefen. 

Der  Katalog  beginnt  mit  einer  Einfiibruag,  welche  auf  37  Seiten  des 
Näheren  darlegt,  wie  sich  der  B.  G.  Teubnersche  Verlag  im  Zusammenhang  mit 
den  Fortschritten  der  mathematischen  Wissenschaft,  der  NaturwissenecbaFt  und 
der  Technik,  im  Zusammenhang  mit  dem  Aufschwung  des  ünterrichtswesens 
an  Hoch-  und  Mittelschulen  und  an  technischen  Lehranstalten  entwickelt  hat. 

Es  folgt  ein  alphabetisch  geordnetes  Verzeichnis  aller  seiner  bisher  ver- 
öffentlichten, bzw.  unter  der  Presse  oder  in  Vorbereitung  befindlichen  Werke, 
wobei  ein  kurzes  Stichwort  schnell  über  Inhalt,  Umfang  und  wissen schaftLche 
Richtung  des  Buches  unterrichtet. 

Eine  Zierde  des  Katalogs  bilden  die  beigegebenen  Bildnisse  einiger  der 
Hauptvertreter  des  Teubnerscben  Verlags,  von  G.  Galilei,  H.  Bruns, 
M.  Cantor,    F.  H.  Helmert,  F.  Klein,   Fr.  Kohlrausch,   K.  Kraepelin, 

C.  üeumann,  A.  Penck  und  A.  Wallner,  unter  denen  Galileis  Bild  nach 
dem  Gemälde  von  Sustermans  in  den  üffizien  besondere  Anerkennung  finden 
dürfte. 

Eine  sehr  willkommene  Beigabe  bietet  das  angefügte  Gedenktagebuch  für 
Mathematiker,  welches  Herr  Felis  Müller  mit  bekannter  Sorgfalt  zusammen- 
gestellt hat. 

Berlin.  E.  Jahnke. 


1)  Die  Yerlagghandtung  ist  gern  bereit,  jedem,  der  sich  noch  nicht  tni  Beaitie 
des  KatalogeB  befindet,  auf  Wunsch  ein  Eiemplai 


Yermisclite  Mitteilungen. 


L  Aiiiig;aben  und  Lehrsätze.    LSsiingen. 

A.  Aufgaben  und  Lehrsfttie. 

202.  Ist  n  eine  ganze  rationale  Zahl,  g>(n)  die  Anzahl  der  unterhalb 
n  gelegenen,  zu  n  relativ  primen  Zahlen,  p  ein  Primfaktor  von  n  und 
bezeichnet  vJm)  allgemein  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  j9,  die 
in  ml  aufgeht,  so  ist 


f^d' 


^1^6)  ' 


WO  fi^  den  Möbiusschen  Zahlenkoeffizienten  bezeichnet  und  die  Sununation 
sich  über  alle  Divisoren  von  n  erstreckt. 

Wenn  p  kein  Primfaktor  von  n  ist,  so  bezeichnet  die  Summe  auf  der 
rechten  Seite  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  p,  die  in  dem 
Produkt  der  q>(n)  unterhalb  n  gelegenen  zu  n  relativ  primen  Zahlen 
aufgeht. 

Berlin.  W.  JÄnichen. 

203«  Ist  wieder  p  ein  Primteiler  von  n  und  bezeichnet  allgemein 
g  (tu)  die  Ziffemsumme,  die  man  erhält,  wenn  man  m  im  Zahlensystem  mit 
der  Basis  p  schreibt,  so  ist 

d 

Berlin.  W.  JÄnichen. 

204.  Es  sei  f4 ,  f4,  •  •  •  ft„  eine  Basis  im  Gebiet  g  der  ganzen  algebraischen 
Zahlen  eines  algebraischen  Körpers  und  v^,  v^,  •  •  •  v^  die  Basis  eines  Ideals  j 
von  a,  wobei  .  ,  , 

ist   för   r=»l,   2,  •  •  •  «.      Bezeichnet   dann   -4^,  die    zu    dem  Element  a^, 
komplementäre  Unterdeterminante  der  Determinante 

und  k  die  kleinste  in  )  enthaltene   ganze  rationale  Zahl,  so  ist  —^   der 
größte  gemeinsame  Teiler  aller  n*  Unterdeterminanten  A^^. 

Berlin.  W.  JÄnichen. 


362  Termiscbte  Mitteilungen. 

206.  Konstruiert  man  um  den  Flächenpunkt  P  einer  positiv 
gekrömniten  Fläche  F  eine  unendlicli  kleine  Kugel,  so  liegen  die  Flächen- 
normalen vOD  F,  die  in  den  Punkten  der  Schnitt fcnrve  beider  Flächen 
errichtet  sind  und  für  die  die  Entfernung  von  der  Flächennortnalen  in  P  ein 
Eitremwert  ist,  in  zwei  konjugierten  Normalschnitten,  die  unter  allen 
konjugierten  Schnitten  den  größtmöglichen  Winkel  einschließen. 

Berlin. W.  JimcHEN. 


306.  Mit  Hilfe  der  Äusgleichnngsrechnung  diejenige  Kurve  y= 
zu  finden,  die  sich  den  Werten 

a;  =  I    0    1    a    I    4    :    e    I    8    '   IQ  I   12  I   14  •   16      IS  |   30 

y  ^^  I    IS   [   15    I   IT    I    12    I     gl     2     I     4     ;     6     \    9     |    IS   |    12 

am    besten    anschlie&t.   —   Lassen    die   übrigbleibenden   Fehler 
Periodizität  (eine  übergelagerte  kflrzere  Periode) 


t  +  bsialz 


Potsdam. 


weitere 

ahrscheinlich  erscheinen'? 
Otto  Meisskeb. 


207.  Es  sollen  in  der  Gleichung  i/  =  aX"  +  6i0*,  in  der  x  und  y  recht- 
winklige Kartesische  Koordinaten  bedeuten,  die  Werte  a,  et,  b  und  ß  so 
gewählt  werden,  daß  sich  die  Kurve  zwischen  x  ^  1  und  x  —  2 

a)  der  Exponentialfunktion  ff  =■  e', 

b)  der  Sinusiinie  y  —  sina; 

möglichst  eng  anschließt.    Femer  ist  die  Maximal-  und  die  durchschnittliche 
Äbweicbung  beider  Ordinaten  voneinEiader  zu  bestimmen. 

Potsdam.  Otto  Meissner. 


208.  Um  das  Doppttlintegral 


fj 


dxdy 


auszuwerten,  kann  man  die  Reihenentwioklung 

j^^  =  1  +  xff  +  x'^y'  +  xhf  +  .  .  . 
benutzen  und  erhlilt  alsdann  seineu  Wert   in  Form   der  unendlichen  Reihe: 

'+I  +  I  +  Ä  +  "-. 

deren  Summe   bekanntlich  ■--  ist.     Die  Gleichung 
dx  dy        n* 


Ili 


-xy 


t 


Boll  ohne  BenuUiing  der  Summenformel 

'-  +  i  +  i  +  h+---'j 

hergeleitet  and  damit  ein  Beweis  fHx  diese  gegeben  werden. 
Hannover.  P. 


209.  Alle  Geraden  der  Ebene,  welche  aus  zwei  achsenparallelen  Parabeln 
i*,  und  Pj  Sehnen  von  gleicher  Länge  ausschneiden,  hüllen  eine  dritte 
Parabel  P  ein,  die  mit  Pj  """^  -^s  ^""'^  ach seo parallel  ist  und  denselben 
Ahnlichkeitspunkt  bat.  Die  Hatbparameter  pj,  p^  und  p  dieser  drei 
Parabeln  stehen  zueinander  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung. 

Wie  lautet  der  entsprechende  Satz,  wenn  die  Achsen  von  P,  und  Pj 
•ntiparällel  sind? 

Aussig  (Böhmen).  stud.  math.  J.  Kkuö. 

210.  Zieht  man  vom  Schwerpunkte  eines  beliebigen  Dreiecks,  dessen 
Beiteu  a,  b,  c  und  dessen  Winkel  a,  ß,  y  sind,  zu  den  drei  Eckpunkten  die 
Strecken  a,  6',  c',  welche  untereinander  die  Winkel  tt',  ß',  y'  bilden 
(fi    -\-  ^  -\-  y'  —"  2«),  so  bestehen  folgende  Doppelgleichungen; 

Ij  cot«  —  coto'  =  cot  (5  —  cot^'  =  cotj!  —  coty', 


w 

S) 


J  (»'-») 


nor-(i)_ 


■>(/-?) 


r^,  r,  sind  die  Uml^eisradieii  der  Teüdreiecke. 
Äoasig,  Bötmien. 


stud.  math.  Jos.  Krug. 


I 


311.  (Seitenstück  zu  149,  X,  327,  E.  Lampe).  —  Zwei  in  einer  Ebene 
gegebene  Gerade  schneiden  sich  in  C  unter  dem  Winkel  y\  im  Punkte  P  einer 
beliebigen  Kurve  A'  werden  zu  diesen  Geraden  Parallele  gezogen,  welche  diese 
in  A  und  B  treffen.  Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  PACB  sei  F. 
Sieht  man  von  dem  Falle  P  =  0  ab,  so  hat  F  einen  größten  oder  kleinsten 
Wert  l)  dann,  wenn  P  eine  Spitze  der  Kurve  ist,  2)  wenn  der  zwischen  den 
n  Geraden  gelegene  Abschnitt  der  in  P  an  die  Kurve  gelegten  Tangente 
in  P  halbiert  wird. 

.ussig  (Böhmen).  stud.  math.  Joscf  Kkuo. 

213.  Bekanntlich  bestimmt  ein  Kegelschnittbüsubel  auf  jeder  Geraden  ß 
seiner  Ebene  eine  Involution.  Man  kann  vermittels  dieser  Involution  die 
Büschelkegelschnitte  so  in  Paare  ordnen,  daß  die  zugehörigen  Punktpaare  der 
Involution  einander  harmonisch  trennen.  Ä",  K"  sei  ein  solches  Kegelachnitt- 
paar.  Ak  Polkegelscbnitt  P  der  Geraden  g  bezeichnet  man  den  Ort  ihrer 
Pole  für  die  Busch elkegelachnitte.  P  geht,  wie  bekannt,  durch  die  Doppel- 
punkte der  oben  erwähnten  Involution.  Es  soll  nun  bewiesen  worden,  daB 
die  drei  Pole  der  Geraden  ff  nämlich  für  E\  K"  und  P  auf  einer  geraden 
.Linie  liegen;  und  zwar  wird  der  letztgenannte  Pol  durch  die  beiden  anderen 
harmonisch  von  der  Geraden  g  getrennt. 

Langendreer,  den  29.  November  1EI07.  F.  Boeuehold. 
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213.  Es  sind  zwei  Kreise  K  (Mittelpunktskoordinaten  ^p,  jgj  Baäius 
r  ^  jVp*  +  9*)  und  K'  (Mittelp.-K.  »i,  0;  Radius  S)  gegeben;  auf  K  ein 
Punkt  0  (Koordinaten  0,  0).  Irgend  ein  Strahl  durct  0  schneide  K  in  P, 
K'  in  P'.  Man  beweise,  daß  der  Ort  der  Punkte  Q  auf  OF,  für  welche 
OQ  =  OP'  —  OP,  die  Fußpunktkurve  eines  MittfilpunktkegeUchnittÄS,  wenn 
K'  in  eine  Gerade  ausartet,  einer  Parabel  iat.  {Vgl.  die  Aufgaben  154,  Bd.  S, 
328  u.  183,  Bd.  Xn,  186). 

Speyer.  H.  Wieleitxer. 

S14.  Auf  einem  Rotationsspharoid  ist  eine  stetige  Kurve  gezogen;  in 
den  Schnittpunkten  derselben  mit  den  Meridianen  werden  an  das  Sphäroid 
die  Meridiantangenten  gelegt.  Man  diskutiere  das  System  von  Regelöächen, 
welches  entsteht,  wenn  man  die  Aosgangakurve  variieren  läßt,  und  greife  aus 
dem  System  von  RegelflSchen  besonders  einfache  Fälle  heraos. 

Augsburg,  im  Juli  1907.  Frank  Job.  Möller. 


216.  Die  partielle  Differentialgleichung: 

gt^  =  1«  +  "  9^)  £ 
zu  lösen,  wo  a  und  h  Konstanten  bedeuten. 
Augsburg,  im  Juli  1907. 


Franz  Joh.  Müller. 


216.  Gegeben  sind  die  Hebelarme  2,  und  Ij  ihrer  Länge  nach;  sie  sind 

gegeneinander  unter  einem  bestimmten  Winkel  q>  geneigt,  starr  miteinander 
verbunden  und  um  den  Punkt  0  drehbar. 

Im  Punkt  A  des  Hebels  l^  wirkt  eine  Kraft  P  mit  konstanter  vertikaler 
Richtung,  wahrend  am  Endpunkt«  B  des  Hebels  Ij  eine  zweite  Kraft;  an- 
greift, welche  auf  Grund  äußerer  Vorrichtungen  nur  im  horizontalen  Sinne 
wirken  kann. 

Versteht  man  unter  o  und  6  die  augenblicklichen  Momentenanne  der 
beiden  Kraft«  P  und  p,  so  ist  ji  =  y  P.  Trägt  man  nun  diesen  Quotienten 
■r  jP,  der  sich  mit  jeder  Hebelstellungändert,  über  der  Horizontaiprojektion  der 
entsprechenden,  jedesmaligen  Stellung  des  Hebels  /,  als  Ordinat«  auf,  so  erhalt 
man  eine  Kurve,  aus  der  sich  p  [för  ein  konstantes  P]  für  jede  Stellung  ent- 
nehmen laßt. 

Man  diskutiere  diese  Kurve  ao,  daß  dieselbe  graphisch  dargestellt 
werden  kann. 

NB!  Die  Kurve  findet  im  Eisenbahn  wagen  bau  [automatisch  auslilshare 
Wagentreppe]  Verwendung, 

Augsburg,  im  Juli  1907.  Franz  Joh.  Müller. 
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217.  AusderFunktionalgleichuiig — -~r  —  f(x)  erhält  man  zu  jeder  vor- 

gegebenen  Funktion  tp  (x)  in  trivialer  Weise  die  Funktion  f(x).  Unter  welcher 
Bedingung  läßt  sich  die  Gleichung  umgekehrt  nach  q>  auflösen  und  wie  gestaltet 
sich  die  Auflösung? 

München.  A.  Wendlkii. 

218«  Man  bestimme  die  Gleichung  einer  Strophoide  (rationale  zirkuläre 
Eubik,  deren  Tangenten  im  Doppelpunkt  aufeinander  senkrecht  stehen),  wenn 
gegeben  sind  der  singulare  Brennpunkt  0,  ein  beliebiger  Kurvenpunkt  D  und 
die  Tangente  in  ihm,  sowie  eine  durch  D  gehende  Gerade  g^  auf  der  der  Doppel- 
punkt der  Kurve  liegen  soll.  Wie  läßt  sich  die  Kurve  aus  diesen  Stücken 
konstruieren? 

Schw.  Gmünd.  E.  Köhtlik. 

219.  Die  orthogonalen  Projektionen  co^,  co,,  co,  eines  im  Baume  gelegenen 
rechten  Winkels  co  auf  drei  festgedachte,  zueinander  senkrechte  Ebenen  find 
voneinander  unabhängig.  Es  ist  zu  zeigen,  daß  umgekehrt  zn  drei  beliebig 
gegebenen  Projektionswinkeln  oo^,  co^,  cog  noch  drei  Paare  zugehöriger  rechter 
Winkel  a  existieren.  Welche  Determinationen  bestehen  zwischen  ai|,  coi,  Wg^ 
damit  wenigstens  ein  Paar  von  Lösungen  m  reell  ist? 

Können  überhaupt  zwei,  oder  gar  alle  drei  Paare  von  Lösungen  a  reell  sein? 

Königsberg  i.  P.  W.  Fr.  MzrmL 

220.  Man  verstehe  unter  z^  die  mit  der  Variabeln  x  und  dem  Parameter  a 
gebildete  nte  Faktorielle: 

x^^  x(x  +  a)(x  +  2a)  •  -  •  {z  +(n  —  l)a). 

Ist  dann  jf,  die  analoge,  mit  einer  Variabein  p  und  demselben  Puiuneter  a 
gebildete  Faktorielle,  so  gilt  bekanntlich,  als  Erweiterung  de»  binomiscbeD 
Satzes,  die  Formel: 

die  unschwer  vermöge  vollstftndiger  Indaktii>n  beweisiMM'  ist 

Tiefer  li^  folgende  Relation  nrit  ältenn^mäm  Ti(ynceidieD,  wo  n  eine 
gerade  natürlielie  Zahl,  »  21^  bedeutet: 

Diese  Relation  ist  za  beweisen« 

KönigabcTg  L  P, W.  F«.  Mr.vjB«. 

22L  Seien  x,  f^  z  nwJrtwiAkhge  kftite«WÄ^^  K/y/f*wwrtew  emee  ISmia- 
Punktes;  es  sollen  die  Flädien  fpi^y,,  j^,  z)  —  0,  die  <ler  Ym^f^  p^rt^ieHe» 

Differentialgieiehtsng  f  p*^  +  ^-'^  —  h  ^An*^An^  MvH\pA^^  wie  ^i^ymeffw«* 

in  einfacher  Weise  ^ii^raktienmert.  w^Hen.     f)>e  m  fJiMe  nf^bewten  flä^iheti 
bilden  eine  Art  SeitenatrWk  ^>  ^^en  R/vtÄfjAtvnÄJlAHe». 

Köfldgsbis^  k  P.  W.  tu.  ^P,^fsk. 
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222«   Seit  Lagrange  kennt  man  den  innigen  Znsammenliang  zwischen 
der  Fundamentalformel  der  sphärischen  Trigonometrie: 

(I)  cos  a  =  cos  6  cos  c  +  sin  6  sin  c  cos  a 

mit  einer  gewissen  Form  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Funktionen. 
Welche  Form  des  Additionstheorems  entspricht  dann  der  Polarformel  zu  (I)? 
Schwierigkeit  bereitet  dabei  die  richtige  Deutung  eines  Vorzeichens. 

Königsberg  i.  P.  ' W.  Fr.  Meyer. 

223«  In  derlnvariantentheorie  wird  man  auf  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung geföhrt: 

«oä^  +  2^1  ä^  +  ^^«ä^  +  •  •  •  +  '^««-lä^  =  - 1  > 

wo  g>  als  abhängige,  die  a^,  o^,  .  .  .,  a^  als  imabhängige  Variable  anzusehen 
sind,  Oq  als  eine  Konstante. 

Welches  ist  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung?    Man  suche  zu  dem 
Behuf  n  unabhängige  Partikularlösungen. 

Königsberg  i.  P.  W.  Fr,  Meter. 

224«     Es  seien  o^,  a^,  -  •  *  cc^  ganze  positive  Zahlen,  von  denen  keine  null 
ist.    Man  bilde  die  Produkte: 

^,(«.«.,-  •  • «.)  =  f'  tT't*)  •  •  ■  C't)     '-•^•^••- 

und  mit  ihnen  die  Zahlen: 

i?*(«i,«,."-«r)=/i-i-(i)/i-»+(2)/i-s— ••+(-ir*0/o-  »=^>.v- 

Dann  besteht  der  Satz: 

1.  Es  ist  ^jfc(ai,  «2,  •  •  •  cc^)  =  0,  sobald  Ä  >  aj  +  «j  +  •  •  •  +  «^  «f. 

Man  berechne  femer  die  Zahlen 

P{^v  fi^a»  •  •  •  «r)  =  ^1  —  ^j  +  ^8  —  ^4  H 

g(ai,aj5,  •  .  .  a^)  =  ^^  —  y^  ^Ig^^Xg^^ 

Beide  Reihen  auf  der  rechten  Seite  brechen  nach  dem  eben  ausgesprochenen 
Satze  ab  und  es  gelten  die  Sätze: 

2.  Es  ist  i?(ai,  «2» *  *  *  ^r)  ^  ^»   sobald  aj  +  a^  +  .  . .  a^>  r   is<.     Ist  aber 
üfj  +  ag  H «,.  =-  f,  also  alle  a  gleich  1,  so  ist  p{a^^  «21  •  *  *  «r)  "  ( —  l)*""  ^• 

3.  Es  ist  q(a^, «2?* * ' ^r) '^  ^?  sobald  r  >  1  w^    Ist  aber  r  '^  1,  so  ist  q(a)  =-. 

Straßbiu-g  i.  E.  Paul  Epstein. 


225.     Es  soll  der  Grenzwert: 

„jir+(ir+Gr+-+(i)' 

bestimmt  werden. 


lim  --P»^  =  lim  ^ 


Göttingen.  Hermann  Filzes. 


r 
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ider  Terschiedene  ganze  Zahlen. 


336.     Es  eeien  a,.  o,,  -  -  -, 
Es    soll  bewiesen  werden,  daß  die  Funktion 

(x  -  a^){x  -«,)...  (i  -  oO  - 
stetes  irreduzibel  ist  Ferner  soll  untersucht  weiden, 
Fonktion 


i  welchen  Fällen  die 


{x  —  ai){x  —  0,)  ■  ■  ■  (a;  —  a,)  +  1 


B.  Losungen. 


183  (Bd.Xn,  S.  18ü)  (H.  Wieleitner).  —  a)  Zwei  K,-clse  mit  den 
2t£ ittelpMtkten  0  und  O'  haben,  auf  00'  gemessen,  die  Burchmcsser  AB  ■=  2Ji, 
-^  ' .B'  ^  3r;  A'O  sei  gleich  n.  Man  ziehe  durch  Ä'  irgend  einen  Strahl,  der 
tiie  JSreiae  bee.  in  Q,  Q'  schneidet,  und  mache  A' P=  A'Q  —  A'Q,  so 
bcscßtreibt  P  im  allgemeinen  eine  bixirkulare  Quarlik  mit  Doppelpunkt  in  A'. 
1^''dche  Bieiehungm  miXssett  etPtscÄen  Jf,  r  und  a  beslehm,  damü  die  errette 
S^t,€rve  1)  eine  Pasealsdie  Schnecke,  2)  eine  BernoalHsd>e  Lcmniskate  sei? 

Ij)    Wenn  sich  die  beiden  Kreise  B  C=  B')  berilkren,  so  entsieht  in  A' 
Spitze.    3fon  drücke  die  Fläche  der  so  entstandenen  Kurve  durch  B  und 
»"    CS«««,  und  ticar  1)  bn  inncrvr,  2)  bei  äußerer  Berührung. 

Zu  a).  Man  nimmt  A'  zum  Aflfangapunkt,  O' 0  zur  i- Achse  eines  recht- 
^^ÜLkUgen  Koordinatensystems,  dann  lauten  die  Gleichungen  der  beiden  Ereise: 

O  i^Ji)  -  (x  -  af  +  y*  -  Ä»  =  0,  0'(r)  =  {x  -  r)»  +  y"  -  r*  =  0, 

^oxm  die  Punkte  auf  00'  in  der  Reihenfolge  AA' B'B  liegen.  Diese  ßreise 
■•*"ine:t  man  mit  der  Geraden  y  =  mx  zum  Schnitt;  es  sei  Q  =  (a-„  y,}  und 
^      ^^   {ii,gi).     Dajin  ergibt  sich 


a±y(,l  +  m)'R'- 


*enie 


1+ffl 


3^1  = 


l  +  m 


A'Q 


A'Q'  =  x\  ■ 


fl±i/a+w')ji'-w't 


» 


erhalt  man 

■A-r-,  -  Mq  -  A'V-  --=^  (a  ±  V'(l +  »■)«'-»■«■  -  2r) , 

<:»    -1-  ,.')  b'  -  2  (o  -  •ir)yrfm'    f  +  {a-  2r)'  -(!+»■)  S>-»."a'i 
-^-     aber  m  =  tg  51  ist,  so  ist  die  letzte  Gleichung  die  Ortsgleichung  für  P  In 

piarko ordinalen  p,  tp,  wobei  B'A'  die  positive  Richtung  der  Polarachse  ist; 

*®^e    Gleichung  läßt  sieb  in  folgende  Form  bringen: 
(1)  f'-2(o-2r)i.coiiv  +  (o-2,-)' 

.  X)  Um  zu  erkennen,  in  welchem  Fall  m 

halt,        - 


7"*^»    ■vergleicht  man  (l)  mit  der  Folargleichung  diesei 

^^  ~i~  fccosqa)*"^  f*  gebracht  werden  kann;  man  setrtdeshalb  (1) 


B'  —  a*  sin*  cp. 
lacalsche  Schnecke  er- 
die  auf  die  Form 
de  Form 


P  +  {ir' 


-  4ar)  cos*  <p  =  Ü*  —  a\ 
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SoU  hier  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  werden,  so  ist  dies  nur 
möglich  Mr  a  =  0;  dann  erhält  man  aus  (l)  als  Gleichung  der  Kurve 
(e  +  2rcos<p)»-it". 

Gebt  also  der  Kreis  0'(r)  durch  0  hindurch,  so  daü  A'  mit  0  zusiumnenf&llt, 
so  erhält  man  eine  Pascalache  Schnecke,  und  man  erkennt  leicht,  daB  die  hier 
vorgenommene  Konstruktion  mit  der  üblichen  identisch  wird,  wobei  man  durch 
einen  Punkt  (4')  eines  Kreises  {0'{r))  Sekanten  zieht  und  vom  zweiten  Schnitte 
punkt  {Q')  aus  darauf  eine  konstante  Strecke  {A'Q  —  H)  abträgt.  Es  ist  m 
beachten,  daß  bei  der  hier  erhalteneu  Gleichung  die  positive  Polarachse  vom 
Pol  ä'  aus  der  Kurve  heraustritt. 

2)  Mau  vergleicht  jetzt  (l)  mit  der  Polargleichung  der  Bernoulliscben 
Lenmiskate  ^*=  2c*  cos  S^i  und  erkennt,  daß  zunächst  a  —  3r  — 0  »ain  muB; 
dies  gibt  ans  (l):  g*  =  Ä'  —  a*  ain*  ip;  nimmt  man  hier  noch  Ä  ^  j  k2, 
so  wird  p*  =  -;-  (l  "^  2  ain^qp)  =  -^  cos  2ip.    Es  sind  also  •■'"„,  Ä  =  j|^2 
die  Bedingungen  Für  die  Lemniskate,  und  man  erkennt,  daB  hier  c  *■  ä 
so  daß  also  0'  der  eine  Brennpunkt  der  Kurve  ist.  —  Die  Koostmktion  \ 
dann  im  wesentlichen  mit  derjenigen  identisch,  wobei  man  durch  den  Schnitt-, 
punkt  (j1')  zweier  zu  einander,  senkrechten  Tangenten  an  einen  Kreis  (0(fi)  « 
Sekanten  zieht  und  auf  ihnen  vom  Schnittpunkt  aus  die  Kreissehnen  abtiAgf-^^-j. 
Denn  man  erhält  offenbar  auch  dann  eine  Leroniskate,  wenn  man  irgend  eir,^  — 
Vielfaches   der  Kreissehnen    abträgt,    und    im    vorliegenden  Fall  sind  "  ~ 

halben  Sehnen. 

Zu  b).    1]  Im  Falle  der  inneren  Berührung  wird  a  =  2r  —  B.    Ham  »-^-^ 
geht  die  Kurvengleichung  (l)  in  folgende  über: 

e*  +  2Rg  costp    +  ir  (S  —  r)  tön*  tp  —  0. 


Hieraus  erhält  man   p  =  —  B  cos  qo  ±  yR*  —  (2  r  —  R)'  sin*  9 , 

j»=  2(Ä*—  2J?r  +  2r*)  cos'gi  -f  4r(Ä  —  r)  ±  2i(*coB  p^l  —  **  sin" 

Mit  Rücksiebt  auf  die  Symmetrie  der  Kurve  gegen  die  Polarachse  ist  iam 

die  Fläche   J"  =  /  p'^V  •—  Ji  +  Jj  ^  J^j  <   wo  die  Bedeutung  der  drei 

0 
grale  <^(,  J,,  <7j  aus  dem  Wert  von  f'  erhellt.    Man  erhält  dann 

J,  =  2  (B'  -  21ir  +  2r»)  /cos'  <p  dip 

=  ^R*  —  2Iir  -\-  •2r^)  {\  ^m  2tf  +  ^]^  —  (B*- 2i(r  +  2i — ^*. 

/,  -  4r  {R-r)Cd^  =  4r(ii  -  r)n. 
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wie  man  erkennt,  wenn  man  im  zweiten  Integral  9  =  tc  —  ^  setzt.  Das  war 
übrigens  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  von  J^  zu  erwarten.  Daher  ist 
schließlich  F  =-  (i2*  +  2Rr  —  2r*)  n.  Für  Ä  =  2r  wird  a  —  0;  die  Kurve 
wird  zur  Kardioide.  Für  ihre  Flftche  ergibt  sich  aus  F  richtig  der  bekannte 
Wert  6r*7r. 

2)  Bei  ftuBerer  Berühining  ist  a  =  2r  +  22.  Damit  nimmt  (l)  die 
Gestalt  an:  q^  —  2Bq  cos  tp  +  4-R  {B  +  r)  sin*  9  =  0.  Daraus  folgt  durch 
Auflösung  nach  q: 


Q  ^  iJ  cos  <p  ±  ")/i2*  cos*  q>  —  4tR{B  -\-  r)  sin*  <p 

-  12  cos  9>  ±  )/ä*  — (Ä+  2r)«sin*9>, 
^«  =-  2  (Ä*  +  2Är  +  2r*)  cos*  9  -  4r  (J?  +  r) 
±  2Ä  cos  9>  yW—{B+  2r)*8inV. 

Dl 

^   und   ^*  sind  also  reell  und   zweideutig  für   sin*  q>  <  /p  1  o  si    ^^^^  ^ 

TD 

sin  9>o  =  ±    y^  ,  Q —  ergibt  sich  nur  ein  Wert  ^,  der  den  Berührungspunkten 

der  Kurve  mit  den  von  A'  an  0(22)  gehenden  Tangenten  entspricht.  Dem 
Teil  der  Kurve  zwischen  diesen  Punkten,  der  die  Spitze  A'  enthftlt,  entspricht 
der  Wert  q_  mit  dem  Minuszeichen,  dem  andern  Teil  der  Wert  q_^  mit 
dem  Pluszeichen.  Wegen  der  Symmetrie  der  Kurve  gegen  die  Polarachse  ist 
dann  die  Fläche 

F^j\\  dq>  +ßl  dip  ~fi(fX  -  qI)  dq, 
0  90  0 


422/cos  (p ')/22*— (22*  +  2r)*sin*9>  •  dtp 


0 


22  +  2r 


=  422*i/^^5^|i4^iL?^.d9>,     Ä-^ 
*J      yi  - k* Bin* 9  ^'  Ä 


Pflhrt  man  sin*  <p  ^  u  ein  und  bemerkt,  daß  sich  fQr  g>Q  ergibt  sin*  (jpq  »  u^ 

22«  1  .  , 

^**  -ttj— 7  -TTT?  =  r« «  SO  Wird 
(22  +  2r)'       A:* ' 

/boB  y  (1  -  fc'  sin»  y)  ^  ^    /*     1  —  k\u 

yi  -  *«  Bin«  <p       '     ^  ""  V  1/u  (1  -  **«)  *  ^'* 

j_ 

=-  I  [Vu  (1  -  ä*m)  +  -^  arc  sin  (2Ä;*tt  —  l)]^** 

=  ^  (arc  sin  1  -  arc  sin  (-  1))  -  ^^^^-^ , 

^•Iso  erhält  man  F  =  ^-r  «     •  22*ä . 

22  +  2r 

Schorndorf  (Württemberg).  C.  Hofpmann. 
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Zusatz.  Mau  kann  auch  im  ersten  Falle  (a  =  '2r  —  R)  die  Bemerkimg 
tn&cliea,  claö  -F  ^  j  /  (p+  -f-  P-)  rf?".  Dadurch  erübrigt  sieh  die  Betrachtung 
des  Integrals  Jg,  das  sofort  heraast^llt. 


H.  WlBLEITKEK. 


Älmliche  Lösungen  sind  noch  vod  den  Herren  W.  Stegema 
und  0.  Degel  (Bayreuth^  eingelaufen. 


1  (Prenzlan) 
Bed. 


2.  Anfragen  und  Antworten. 

(Vscat.) 


3.  Kleinere  Notizen. 


A  propos  d'uD  articlc  de  M,  H.  Bateman. 

(Note  bibliographique.) 

I.  Dans  une  note  r4cente').  M.  H.  Bateman  a  demontrp  que  par  aDe  droit« 
multiple  d'ordre  n  —  2  d'ujie  surface  d'ordre  ti,  ou  peut  mener  3  »  —  4  plans 
tangents  ä  cette  surface.  La  demonstration  donnee  ne  diflere  pas  de  celle  que 
M.  Stuyvaert  publia  il  y  a  six  ans. 

n.  Voici  la  bibliographie  de  la  questioti: 

1.  E.  Sturm.  Über  die  Fl/idien  mit  einer  cndliclien  ZaJil  von  {eittfachen') 
Geraden,  vorzugsweise  die  der  vielen  und  fünften  Ordmmg.  (Matt.  Ann, 
1871,  t.  IV,  pp.  249— 2Ö3). 

2.  Murer.  Genei'azione  ddla  superficic  d'ordine  n  con  retia  (n  —  ■2)-pia. 
(Bendiconti  di  Palermo,  1888,  t.  H,  pp.  107—109). 

3.  G.  Fouret.  Sur  h  nouibre  de  pla/is  tangcnls  quo  l'on  pcut  metier  <i  tine 
surface  ali/r'brique  yar  une.  droite  multiple  de  ccfte  surface.  (Bendiconti  di 
Palermo,  1894,  t  VIII,  pp.  203—208). 

4.  M.  Stuyvaert.  Sur  quelques  sarfaces  algt'briques  enpeudrt'es par  des  cnurbes 
du  seeo}id  ei  da  Iroisidme  ordre.  Disserlation  inaw/urcde.  (Oaud,  Librairie 
Hoste,  1902,  p.  13.) 

fi.  J.  De  Vries.  Right  lines  on  surfaces  tvith  multiple  right  lines.  (Proceedings 
of  Amsterdam,  28  avril  1902,  pp.  577—583.) 

6.  L.  Godeaui.  Kotes  de  Ocomäiie.  (Memoires  de  la  Societe  des  Sciences 
de  Liege,  1908,  3'  s^rie,  tome  VIII  (a  ajouter).) 

7.  Salmon-Chemin.  Geometrie  Analytiipte  ä  trois  dimensions.  3"  partie,  p.  92. 

in.  Picquet  a  demontre  {Mciaoires  sur  les  courbes  et  aurfaces  analhii- 
mati'ittes.  Asboc.  Fram;.  pour  l'Avanc.  des  Sciences,  Congrfes  de  Paris,  1878, 
p.  119)  que  pour  n  —  4,  les  huit  points  de  eontact  des  plans  tangents  menes 
par  la  droite  double  sont  huit  points  associes;  pour  n  =  5,  les  onze  points 
de  eontact  snnt  sur  uae  quadrique. 

Liege.  L.  Godeaox. 

1)    The   langtHt  planes  u-Atcft  ean   be  draicn   to   a»   atgebrait  surface  fro\ 
mv^iple  Hnt.    Archiv  der  Math,  und  Phys.  (S)  18.  S.  4B— 51,  1908. 
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Die  n-te  Ableitnngr  eines  Quotienten. 

Während  für  die  n-te  Ahleitung  eines  Produktes  uv  zweier  Funktionen  die 
.bnizsche  Formel 


c^:> 


(„„)(-)  -2'0 "'"'" 


(n  -  x) 


explizite  Darstellung  durch  die  Ableitungen  von  u  und  v  ergibt,  pflegt 
Darstellung  für  die  n-te  Ableitung  eines  Quotienten  in  den  Lehrbüchern 
t  gegeben  zu  werden.  Die  Formel  selbst  ist  natürlich  längst  hekannt; 
'ti^r  anderem  wird  sie  bei  Hoüel  im  ersten  Bande  des  Cours  de  calcul  diffe- 
mtnal  et  integral  bewiesen,  und  daher  wird  sie  von  Herrn  J.  N.  Hatzidakis^) 
einen  ganz  anderen  Zweck  ohne  weiteres  benutzt. 

Sie  lautet  nämlich 


f^>  (") 


M\(«)  _  (--J>« 


V, 


V, 


V     2 1\ 
0       V 


^3  .  .  . 

O  C'a    •  •  . 


t;^... 


V. 


u. 


%v 


x-l*  • 


nv 


n-\ 


u 


n-l 


^^«••-    Ö^x-S-    Q^n-S      Qw,- 


S 


0       0 


V 


u 


bedeuten  v^  und  u^  die  x-ten  Ableitungen  von  v  und  w. 

IDiese  Gleichung  ist  richtig  für  n  »  1 ,  2 ,  und  es  läßt  sich  durch  zweck- 
te Anwendimg  des  Schlusses  von  n  auf  n  +  1  ihre  Allgemeingültigkeit 
einfachsten  nachweisen.    Zunächst  ist  offenbar,  daß,  wenn  ihre  Gültigkeit 
t€  x=s  i  dargetan  ist,  ihre  Richtigkeit  auch  für  einen  beliebigen  Zähler  u 
^^^Ä-eolit  erhalten  bleibt,  weil  die  Entwickelung  nach  den  Gliedern  der  letzten 
P^ltie  mit  der  Leibnizschen  Formel 

("•r-2'(:)-"'(ir"" 

^cli  ^^  identisch  erweist.  Hiernach  kann  man,  die  Gültigkeit  der  Entwickelung 


C3> 


er- 


V, 


V, 


8 


V     2v^ 
0       V 


V3  . . . 

0  t^a    ... 


6  r«  ... 


V 


n 


nv 


n-l 


(2)*'-* 


0      0 


V 


la. 


^^gesetzt,  auf  folgende  Weise  zum  Nachweise  der  weiteren  Gültigkeit  ge- 
Es  ist 

er*"— (i-r— (•-?)" 


Xoa       X)J.  N.  Hatzidakis.    Über  invariante  Differentialausdrücke.    J.  für  Math. 
*^    X02. 

24* 
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Da  die  Formel  (2)  gültig  ist,  wenn  Formel  (3)  besteht,  so  kann  mi 
u  »  —  setzend,  folgenden  Ansatz  machen: 

0       V     6t;,...  (;)«>,_,...  g)»,_,Q)(y'"~ 


»1       p,       r,  ...       v^...  », 


«  0 


r-  +  ^ 


0       0 t;  ?- 


Entwickelt  man  die  Differentialquotienten  der  letzten  Spalte  nach  < 
Leibnizschen  Formel,  so  erhält  das  Glied  der  (1  +  l)-ten  Zeile  die  Form 

Multipliziert  man  nun  die  (x+  l)te  Spalte  mit  Q  g)""'  und  addi 

diese  Glieder  (summiert  über  x»0,  l,...ft— 1)  zur  ft-ten  Spalte,  so  nim 
diese  die  Form  an 

0 

Nun  ist 

G)(:ii)-oct')-G:.)(:i;)- 

Man  erhftlt  also  als  allgemeines  Olied: 

or*'"-(.:.)2("T-t")(;)"""'"'"'-'*" 

x  =  0 

Nun  ist  aber 

2(:=::;)(r'""""-"-'*'-(-r"'-»- 

x-X-l 

Daher  erhält  man  als  Ausdruck  des  Elements  in  der  (n  +  l)-ten  Spalte 
{X  +  l)-ten  Reihe 


U.)-.-+G)-'.  -et") 


Setzt  man  diesen  Wei*t  in  die  Formel  (4)  ein,  so  erhält  man  einen  Ausdn 
der  aus  (3)  dadurch  hervorgeht,  daß  n  durch  (n  -f- 1)  ersetzt  ist.  Damit 
auch  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Formel  (2)  dargetan. 
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Aas  der  Richtigkeit  der  Formel  (2)  erjfeben  sieh  die  yon  Herru  Hatzidakis 
indenen  Ergebnisse  unmittelbar.    Sucht  man,  wie  a.  a.  0.  ausgeführt,  Diffe- 
nitialausdrücke  n-ter  Ordnung  dreier  Funktionen  X,  T,  Z  einer  Variablen, 
'        '     "     r  Transformation 
jl(t5)  I'  —  «'a:',  2'  =  »y',  Z'  =  ws', 

n  welcher  w  einen  beliebigen  Faktor  bedeutet,  invariant  bleiben,  so  gehören 
ua  naturgem&B  alle  Ableitungen  der  Quotienten  ^  ,  -e?  ,  ^t  ,  wobei 
"  Cöa)  S'  =  YX'*  +^'»  +  ^''  -  irs' 

g-esetit  ist.    Soll  nun  die  Funktion  F(X\  Y\  Z\...  X'"',  Y^*\  Z<">)  invariant 
sein  gegenüber  der  Transformation  (l),  d.  h.  nach  ihrer  Anwendung  in 

fiL»^rgehen,  so  denke  man  sie  sich  auf  die  Form  gebracht 


■S'"',^ 


tri 
In  dieser  Funktion  sind  die  Argumente  absolut  invariant  bis  auf  die 
Ben  S',  S",  ...  S'"'.  Die  Entwickelung  von  S'"'  durch  wiederholte  Diffe- 
s^^»^ "tiation  von  {5a)  leigt,  daB  in  dem  Aosdmck  von  f  die  {n  — l)te  Ableitung 
^«»^    willkürlichen  Funktion  «■  auftritt,  wBhrend  in  der  transformierten  Funktion 


,v(.',.v,..».,f;,..^e;)'-') 


I 


Ableitung  von  w  auftritt.  Es  müssen  daher  die  Koeffizienten  vonS*'''(»i^l) 
^  alle  verschwinden. 

AUe  inparianten  Di/ferenttalausdrücke  im  Hutzidakissclmi  Sinne  ^iml  in 
Form  ef'thaiten: 

Dies  ist  aber  nur  in  der  Beieich nun gs weise  von  dem  Hauptergebnis  der 
gegebenen  Arbeit  verschieden. 

Berlin.  E.  Sai.kowski. 

4.  Bei  der  Redaktion  eingegangene  Böclier. 

**  *JKsws,  VV,   S,     Magic   Squares   and  cnbes.     Chicago  1908,   The  open  court  pub- 
.  lishing  Company. 

^^.«(oiix,   G.     Arithm^ti(|uu    graphique.      Lea    espacea    arithmetiquea .   lenra    trans- 
.  formations.     84  8.     Paris  1908,  Ganthier-Villacs.  Fr.  3.  —  , 
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55.  Sitzung  am  30.  Oktober  1907. 

Vorsitzender:  Herr  Schafheitlin. 

Anwesend:  32  Herren. 

Der  Vorsitzende  berichtet  über  die  Eni  er- Festschrift  der  Oesellschalt. 
Nachdem  dann  der  Kassenwart  seinen  Bericht  verlesen  hat,  wird  ihm  auf 
Antrag  der  beiden  Revisoren,  der  Herren  Bothe  nnd  Güntsohe,  Entlastung 
«rteilt.  Darauf  findet  die  Neuwahl  des  Vorstandes  statt:  Es  werden  wieder- 
gewählt zum  Vorsitzenden  Herr  Schafheitlin,  zum  Schriftführer  Herr 
JTahnke  und  zum  Kassenwart  Herr  Färber. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Löwenheim:  Einführung  in  den  logischen  Klassenkalkül. 

56.  Sitzung  am  27.  November  1907. 

Vorsitzender:  Herr  Schafheitlin. 

Anwesend:  38  Herren. 

Aus  der  Redaktionskommission  ist  Herr  Hessenberg  infolge  seiner 
Berufung  an  die  Landwirtschaftliche  Hochschule  zu  Bonn-Poppelsdorf  aus- 
getreten.    An  seine  Stelle  wird  Herr  Wallenberg  gewählt. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Knopp:  Multiplikation  divergenter  Reihen  (s.  u.).         .   ,     /       \ 

Herr  Bothe:  Kurvennetze  ohne  Umwege  (Gewebe)  auf  einer  Fläche  (s.  u.> 


Multiplikation  divergenter  Beiben. 

Von  Konrad  Knopp. 

Es  ist  bekannt,  daß  eine  nicht  konvergente  Reihe 

(1)  «0  +  «1  H 1-  ö^«  H 

in   der  Weise  divergieren  kann,   daß  das  arithmetische   Mittel  der  n  ersten 

Teilsummen  (xsO,i,...»-i) 

«X  =  «0  +  «1  +  •  •  •  +  ^x 

Bitaungtbericht«  d.  B«rl.  lUth.  Gm.   VIL  ' 
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einem  bestimmten  Grenzwerte  zustrebt,  daß  man  also  etwa  haben  kann 
(2)  lim''°+^+-»^'-'-.5. 


Die  Leibnizsche  Reihe  bietet  hierfOr  das  einfachste  Beispiel 
(3)  1  _  1  +  1  _  1  +  .  .  ., 

da  hier  die  Teilsummen  s^  abwechselnd  +  1  und  0  sind  und  also 

n  * 

ist.  Man  war  von  jeher  geneigt,  in  irgend  einem  Sinne  den  Grenzwert  (2) 
als  Summe  der  Reihe  (1)  zu  betrachten;  so  rechnet  z.  6.  Euler  unbedenklich 
mit  der  Reihe  (3)  und  sieht  stets  den  Wert  j  als  ihre  Summe  an.  Die  erhöhte 
Strenge,  die  das  19.  Jahrhundert  ganz  besonders  bei  allen  Grenzproblemen 
walten  ließ,  brachte  die  oszillierenden  Reihen  der  Art  (l)  in  Mißkredit,  und 
erst  ein  neuerer  Satz  des  Herrn  Frobenius^)  zeigte  die  weittragende  Be- 
deutung des  Grenzwertes  (2)  für  solche  Reihen.  Er  zeigte  bekanntlich,  in 
Erweiterung  eines  Ab e Ischen^  Grenzwertsatzes,  daß 


lim  yj  a^x""  =  lim   "  ^  ^  ^ ^  -'?-'  =  s 


x=10  x=ao  ** 


ist,  d.  h.  also,  daß  die  Potenzreihe  ^  a^x^  sich  bei  Annäherung  von  x  an  die 
Randstelle  -f  1  demselben  Grenzwerte  nähert,  wie  das  arithmetische  Mittel 
der  ersten  n  Teilsummen  5q,  5^,  •  •  •  5^_,  f&r  lim  n  =  oo. 

Ohne  auf  den  Zusammenhang  der  Theorie  der  divergenten  Reihen  mit 
der  der  Potenzreihen  bezw.  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen  nfther 
einzugehen,  sei  doch  hervorgehoben,  daß  die  erstgenannte  von  hieraus  eine  er- 
höhte Bedeutung  und  erhöhtes  Interesse  gewinnt. 

Existiert  fär  die  nicht  konvergente  Reihe 

«0  +  «1  H H  «x  H • 

auch  der  Grenzwert  (2)  nicht,  so  kann  er  aber  möglicherweise  um  einen  mitt- 
leren Wert  oszillieren,  d.  h.  wenn  man 

«iL+ A±ll-. ±_«x -i  =  s:  (X  =  1.  »....;«:  =  «.) 

X 

setzt,  so  kann  es  vorkommen,  daß  nun 

lim  ^o  +  ^iH f~^'n-i 

n  ^  OD 

1)  ,,Über  die  Leibnizsche  Reihe^',  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik,   89,  262  (1880). 

2)  „Untersuchungen  über  die  Reihe  1  +  —  x  +  -  -  — tt  —  x*  -\ '*,  Joum.  f. 

1  1*2 

r.  u.  angew.  Math.,  Bd.  1,  p.  311. 
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wls  ein  endlicher  bestimmter  Wert  existiert.    Ist  auch  dieser  Grenzwert  nicht 
^^orhanden,  so  kann  man  in  derselben  Richtung  fortfahren  und  allgemein 


X  « 


_^(y  +  i)        («=i.»....-,*<^  +  «  =  «l''>) 


setzen,  and  es  kann  —  wie  an  einfachen  Beispielen  leicht  zu  zeigen  wäre  — 
^tbr  eine  bestimmte  Folge  «o  +  ^i  +  *  '  * 

<^)  Um  s^^ 

n 

existieren,  während  s        für  lim«= oo  keinem  bestimmten  Grenzwerte  zustrebt. 

X^en  Wert  (4)  wird  man  dann  in  demselben  Sinne,  wie  oben  den  Wert  (2), 
aJs  Summe  der  Reihe  (l)  bezeichnen  können;  nnd  Herr  Holder^)  hat  auch  in 
!ürweiterung  des  Frohen  ins  sehen  Grenzwertsatzes  gezeigt,  daß  —  f&r  welchen 
"Wert  von  y  auch  der  Grenzwert  (4)  existiere  —  doch  stets  die  Beziehimg  gilt; 

oo 

lim  ^f  a^rr*  =  lim  s^j\ 

Will  man  nun  die  Größen  s^  explizite  durch  die  a^  darstellen,  so  stellen 
sich  dem  fast  unüberwindliche  rechnerische  Schwierigkeiten  entgegen,  und 
^amm  sind  die  Größen  s  fOr  die  tatsächliche  Untersuchung  nicht  konver- 
genter Reihen  schlecht  verwendbar.  Durch  eine  leichte  Modifikation  des  be- 
:aiutzten  Verfahrens  erhält  man  indessen  übersichtlichere  Darstellungen  des 
'Summenwertes  einer  oszillierenden  Reihe. 

Ich  setze  nämlich 

«0  +  «1  H H  a«  =  ^^\ 

imd  allgemein 

<6)  S<'"  +  s1'"  +  ---  +  ä2'>  =  S<,''  +  «; 

oder  anders  ausgedrückt,  ich  lasse  die  Größen  S^J^  durch   die  für   |a?|  <  1 
gültige  analytische  Beziehung 

0  ^0 

definiert  sein.    Diese  letztere,  mit  der  vorigen  vollständig  gleichwertige  De- 
finition liefert  uns  aber  sofort  die  explizite  Darstellung 

»  ^^     y\(n  —  x)l      * 


1)  „Grenzwerte  von  Reihen  an  der  Konvergenzgrenze**,  Math.  Annalen,  20, 
686  (1882). 

1* 
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Es  läßt  sich  nun  rein  arithmetisch  zeigen^),  daß  gleichzeitig  mit 

(6)  lini  s^^^ 

^    '  n  =  CO 

auch 

(7)  lim  4  «r 

existiert,  und  daß  beide  denselben  Wert  haben,  so  daß  die  Untersuchung  der 
Grenzwerte  (6)  vollständig  durch  die  der  viel  übersichtlicheren  Werte  (7)  er- 
setzt werden  kann. 

Cesaro*),  der,  soweit  ich  sehe,  zum  ersten  Male  diese  Werte  untersacht 
hat,  nennt  eine  nicht  konvergente  Reihe 

«0  +  ®i  +  ' ' ' 
^-fach  unbestinunt,  wenn  der  Grenzwert 

lim  4  Si^> 
existiert,  während  die  Folge 

„_,        O^  (l»=»l,l,  ...  or) 

noch  keinen  Grenzwert  hat.    Mit  (7)  ist  aber  bekanntlich')  auch 


vorhanden  und  hat  denselben  Wert  wie  (7). 
So  war  die  Beihe 

1—1+1-1+ 

einfach  unbestimmt,  da 


existierte,  während 


lim  i  S<" 


lim  S^»' 

n 

n  SS  oo 


nicht  vorhanden  war.    Für  die  Reihe 

(8)  1-2  +  3  —  4H 

1)  Enopp,  Inaug.  Diss.,  Berlin  1907,  p.  19. 

2)  Bulletin  des  sciences  math.,  (2),  14,  114  (1890). 

3)  Nach  dem  Cauchy-S  toi  zachen  Grenzwertsatze,  der  gemäß  der  Gleichung 

lim    '-  =  lim  fo  +  ^  +  --  +  ^» 
ZU   schließen   gestattet,   falls    der  linke  Grenzwert  existiert  und  Sb^  direnriert 

(K  >  0).  *^ 
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hat  man 


S 


(o)_/    ^\nr»»  +  i 


n 


(-  •)"  [^] 


tmd  Ä^'j  =  0, 

-^'x-i  =  x; 
also  hat 

n     * 
für  n  =  oc  keinen  Grenzwert.    Dagegen  hat  man 

^2«-l  x(x+l) 


^2x 


SO  daß  also 


ü  c« = ,™  1' .  r«  nii  j+v  _ , 


Um  ^Ä^*'  =  lim  — 1 


Wir  haben  also  in  (8)  eine  zweifach -unbestimmte  Reihe  mit  dem  Summen- 
wert Y4  vor  uns.    Analog  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Beihe 


1  -2y-^H-  3Y-i-^Y-i^ 

l^fach  unbestimmt  ist  und  eine  rationale  Zahl  zur  Summe  hat. 

Die  C es ii rösche  Betrachtung  läßt  sich  nun  dahin  wesentlich  erweitern, 

daß  man  sich  die  Summen  8j\  deren  ursprüngliche  Definition  nur  für  ganz- 
zahlige y  einen  Sinn  hat,  auch  für  beliebige  y  definiert,  etwa  durch  die  schon 
oben  benutzte  Beziehung 

u  0 

aus  der  sich  sofort  die  explizite  Darstellung 

n 


^(r)  ==  y:  _._r(y  +  n-x  +  l)      ^ 


^  r(y-fl)r(n-x  +  l)^^ 


ergibt. 

Es  laßt  sich  nun  zeigen,  daß,  wenn  für  einen  gewissen  Wert  von  y  >  —  1 
(für  y  ^  —  1  hat  die  Aussage  keine  Bedeutung  mehr) 

(9)  Ihn  Z(L±i)  .0 


n  =  QO 


existiert,  dann  der  entsprechende  Grenzwert  für  jedes  größere  y  ebenfalls 
existiert  und  denselben  Wert  hat.^)  Dieser  Satz  gestattet  dann  offenbar  eine 
genauere  Fixierung  des  Grades  der  Unbestimmtheit  einer  Reihe;   denn  wenn 


1)  Knopp,  1.  c.  Kap.  lY.   Die  dort  gemachte  YoiauBsetzung  y^O  kann  man 
unter  Benntzimg  des  hier  folgenden  schilferen  Hilfssatzes  fallen  lassen. 
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überhaupt  für  einen  Wert  y  >  —  1  der  Grenzwert  (9)  existiert,  so  ist  durch 
diesen  Satz  die  Existenz  einer  ganz  bestimmten  Zahl  y^^  —  1  nachgewiesen, 
derart,  daß  (9)  für  jedes  y  >  yo  existiert,  dagegen  für  kein  y  <  y^.  Für  y^ 
selbst  steht  die  Existenz  des  Grenzwertes  offen.  Ich  will  im  folgenden  diese 
Zahl  y^  als  den  Oszillationsgrad  der  Reihe  öq  +  ^  +  ^  +  *  '  *  bezeichnen. 
Betrachte  ich  nun  gleichzeitig  die  beiden  Reihen 

(10)  j«o  +  ai  +  «,+    --, 

so  will  ich  als  das  Produkt  dieser  Reihen  die  aus 


00  00 


X  a^x^  •  ^x  b^x^  —  ^x  c^x*' 


für  X  =  1  hervorgehende  Reihe 

(11)  Co  +  q  +  (^  + 

ansehen,  wo  also 


(12)  Cn=^«Ox^-x 

0 

ist. 

Es  ist  bekannt,  daß  im  Falle  der  Konvergenz  der  beiden  Reihen  (10)  die 
Reihe  (11)  dennoch  divergieren  kann,  daß  aber,  falls  auch  sie  konvergiert,  ihre 
Summe  gleich  dem  Produkt  der  Summen  der  ersten  Reihen  ist.  —  Cesaro^) 
hat  diesen  Satz  dahin  präzisiert,  daß  er  nachwies,  daß  unter  Voraussetzung 
der  Konvergenz  der  Reihen  (10)  die  Reihe  (ll)  höchstens  einfach  unbestimmt 
sein  kann,  daß  dann  also  stets 


lim      -8^'Uc) 


n  =  cc 


existiert  und  den  Wert 


X  QO 

2  «X  '2'  * 


X 

0* 


hat.    Hierbei  sollen  Sj  (c)  die  aus  den  Größen  c^  analog  zu  (5)  gebildeten 

Summen  bedeuten.  Später  hat  er  diesen  Satz  noch  dahin  verallgemeinert,  daß 
die  Reihe  (11)  höchstens  (a  +  j3 -|- 1)  -  fach  unbestimmt  sein  kann,  wenn 
die  Reihen  (10)  a-  und  ^-fach  unbestinmit  sind.  Die  Konvergenz  einer 
Reihe  ist  hierbei  stets  als  0- fache  Unbestimmtheit  anzusehen. 

Ich  will  nun  zeigen,  daß  für  die  Oszillationsgrade  der  Reihen  (10)  und 
(ll)  der  entsprechende,  aber  genauere  Satz  gilt: 

Satz:  „Sind  die  Oszillationsgrade  der  Reihen 

«0  +  «1  +  «»  H 

2>o  +  ^  +  ^2  +  •  •  • 

1)  L  c. 
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bezüglich  Uq  und  ß^^  a  und  b  die  Summen  dieser  Reihen,  so  ist  der  Oszillations- 
_^rad  der  Reihe 

<^o  +  ^  +  Cf  H 

„gegeben  durch 

yo  ^  «0  +  /^o  +  1 

d  ihre  Summe  ist  c  «-■  a  •  5." 
Beweis: 

Ist  a  >•  c^Q  und  ß^  ß^j  so  existiert  und  ist  nach  den  gemachten   An- 
ahmen 

r(«ii)    («)^^_ 

Hä  CO. 


I    1-^  nr»  '* 


n  =  00 


d  unser  Satz  ist  bewiesen,  sobald  ich  zeigen  kann,  daß  hieraus  sich  folgern 
Ißt,  daß 

13)  lim  ^^-^S^J^(c)^c^a'h 

n  =  ao 

t,   WO 

y^a+ß+1 
esetzt  wurde. 
Es  werde 

esetzt,  so  daß  die  Voraussetzungen 

14)  lün^=        «__,         lüa^ 


Xanten.    Hieraus  folgt  dann  nnmittelbar,  daß 

^    ^    ,Tt  »-+."+*  r>  +  ^  +  i)-r(r+i) 


a  •  b 


:ist,  und  zwar  nach  dem  folgenden  Hilfssatz,  der  in  speziellerer  Form  schon 
7on  Gesaro  (a.  a.  0.)  gegeben  ist: 

Hilfssatz: 

lim  u^  =  M ,        lim  v^  «=  v, 


n  =  oo  n  =  oo 


nnd  ist  /"(n,  x)  eine  positive,  für  alle  ganzzahligen  «  ^  0  und  alle  0  ^  x  ^  n 
definierte  Funktion,  die  bei  jedem  festgehaltenen  x  den  Bedingungen 

i-      _    _    fi3_^) rt 

„™  /^C^rO)  +  /-(n,  1)  +  . . .  +  /^(n,  n)       " 
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und 


lim 


f{n,  n  —  x) 


r;  «w.  0)  + /"(n,  1)  +  . . .  +  /-(n,n) 


=  0 


fl  s  OO 


genügt,  so  existiert  und  ist 

(1  a\       lim  fJ^^^  ^o^n-\ +  fjn,  x)j*^5„- x  H h  fin,n)u^v^ 

"^^""^      n  =  oo  "      Än,0)+    ..+7(n,x)  +  ..'.+/-(n,n) 


«  u  •  t?. 


iC 


Ich  setze 


u. 


u+u^,       v^^v  +  v^. 


Dann  geht  (16)  über  in 


lim «=*  t4  •  t? 


f»  s  CO 


0 


+ 


0 


t7  .^«/-(fl,  X)t4;  +  U  '2*f{^  ^)Vn-n  +  ^f{n,  %)UnVn-n\r 


und,  da  Voraussetzung  und  Behauptung  in  u  und  v  symmetrisch  sind,  so 
kennt  man,  daß  es  genügt,  den  Hüfssatz  für  die  beiden  Spezialfälle  su  beweisen^ 
in  denen  entweder 


1)     t;,=  l, 


lim   t«^  =-  0 

HS« 


oder 


2)      lim  u^  =  0     und      lim  v^  =  0. 


n  =  00 


II  s=  00 


Im  zweiten  Falle  wähle  man  m  so  groß,  daß  für  %  > 


m 
2 


und 


«*xl< 


■^*l<c 


bleibt,  wo  t  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  Größe  und  C  eine  oberhalb  der 
Beträge  aUer  ««^  und  v^  gewählte  Zahl  ist.    Dann  ist  aber  für  jedes  n  >>  m 


0  _ 

n 
^»  /*(WiX) 


[■.] 


0 


^«. 
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wodurch  fOr  diesen  Fall  die  Behauptung  bewiesen  ist.    Im  ersten  Fall  hat  man 
analog,  wenn  m,  $  und  C  dieselbe  Bedeutung  haben: 


_0 

II 

^x  f{n,  x) 

0 


m 


^*  /"(w,  %)  ^x  f{n,  x) 


<C- 


m  +  l 


^x  /"(n,  x)  ^  An,  x) 

0  0 


m 


^,  +  0-4 


0 


Da  aber  für  jedes  0  ^  x  ^  w 


lim 

M  =  00 


An,  X) 


^*  /"(n,  x) 
0 


0 


ist,   so   sieht  man,   daß  auch  für  diesen  Fall  die  Behauptung  ermesen  ist^ 
Hiemach  würde  nun  aus  (15)  sofort  die  Behauptung  (13)  folgen,  wenn 
sich  zeigen  lieBe,  daß 

Ä^B,  +  •  ■  ■  +  A,B,_,  +  •  ■  ■  +  A,B,  =  8'^j;\c) 

ifit.    Dies  ist  nun  in  der  Tat  folgendermaßen  elementar  möglich.    Setze  ich 
nämlich  zur  Abkürzung 


r(a)  +  n  — x  +  1) 


r((K»  +  i)  r(n  — x  +  1) 


(flu  +  n  —  x\ 


80  ist 


xind  also 

A-B.+ 


0  0 

n 


■^J2C+r>-,l2r"7'"" 


0         '     0 

n  V         n  —  v 


«  —  v 


)'-} 


(1') 


0  0 


•r+r')r"7'"")«A, 


und  es  wird  behauptet,  daß  diese  Summe 


(18) 


-2i 


y  -|-  n  —  V 


)^ 


,n««"» 


^wirA  J-,/Y  +  " 


Y 


M80  ^^  <P[^    '  V 


h    nur  ^o""  r  ittsft«'**''' 

■D»  ^'"^  tax  «ii«  *  "^  ,  B  -» z;  \    ^ 


2e 


.  die  I4e-^'*'  .  .  ^voraus  so^o^  t)s^W^a^^°"*^ 

V.  «  ist  4*^*^'*     ,       A-  «*  -^  ■  V    AVcset  o- 


Id  t^-^d :"  ^^«  ^^" 


U! 


nd  +^  +  ' 
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-so  ist  deren  Produkt 

=  +  i  +  o-i  +  o  +  i  +  o-n , 

and  der  Oszillationsgrad  aller  drei  Reihen  ist  offenbar  derselbe;  wenn  also  die 
Beziehung  «  =  «i  +  «,  +  1 

richtig  wäre,  so  müßte 

a^^  cc^^  a^  —  1 

sein.    Es  ist  aber 

a  =  «1  =»  «2  5  ^  1 

wie  ich  sogleich  zeigen  werde. 

Ich  behaupte  nämlich,  daß  der  Oszillationsgrad  a  einer  Beihe 

«0  +  «1  +  ^2  H » 

^er  Bedingung 

(19)  cf  ^   lim   sup  ^?8LK: 

^nügt.    Ist  nämlich  y  einer  der  Werte,  für  den 
<20)  Um  >-  S<''>  (a) 

n  =  OD  H' 

-existiert,  so  gibt  es  eine  Zahl  c,  so  daß  für  alle  n 

-r  Si"'  («)  '  <  c, 
rv 

oder 

(21)  I  S^^^  {a)\<C'  ny 

ist.    Nun  war  S^^  definiert  durch 


OD  OD 

n 


0  0 

oder  umgekehrt  durch 


.SO  daß 


n 


eir.r(y  +  2)  (y) 

"       -^    r(x  4.  1)  r  y  —  X  +  2)      n-x 
0 


ist;  unter  Benutzung  von  (21)  hat  man  also 

|aJ^c.r(y  +  2).^    r.j-r^^ 


r(x  +  l)r(y-x  +  2)i- 
0 


1)  Wir  nehmen  hier  an,  daß  y  keine  ganze  Zahl  ist.    In  diesem  Falle  wäre 

-nämlich  die  Entwicklung  Ton  (1  —  xV  '*'  ^  nur  endlich  und  die  folgende  Betrachtung 
:reduzierte  sich  auf  wemge  Schlüsse. 
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Nun  ist  aber 

r(y  -  X  +  2)  =  r(l  -  (x  -  y  -  1))  =  -; -. — ^, T^ 

v/  "      /  \  \         f  jj       8mw(x  —  y  —  1)  F(x  —  y  —  1) 


und  also 


n 


"»'=        IsinTryl        '^  r(x  +  l) 

0 


Für  große  Werte  von  x  nähert  sich  nun 


— 2^_i_-l) —     proportional  zu      -y^ 
dem  Werte  0,  so  daß  man  setzen  kann 

0 

oder 

n 
0 

wo  c   und  c"  neue  Konstanten  bedeuten.    Hieraus  folgt  aber,  daß 


T  log  |a^i  ^ 

^bm  snp  -j3^  ^  y 

ist,  und  hieraus  wieder,  da  dieselbe  Betrachtung  für  jeden  oberhalb  a  gelegenen. 

Wert  von  y  gilt,  daß  auch 

^  ,.  log  |a- 

a  ^  lim  sup     , 

ist,  w.  z.  b.  w. 


Ober  die  Bekleidnng  einer  Fläche  mit  einem  Oewebe  („Enrvennetze  ohn» 

Umwege"). 

Von  Rudolf  Rothe. 

1.  in  einer  früheren  Mitteilung^)  habe  ich  den  Satz  bewiesen: 
Auf  jeder  Fläche  besitzen  die  Winkelhalbierenden  eines  orthogonal- 
geodätischen  Systems  in  ihren  Schnittpunkten  dieselbe  geodätische  Ejrümmung. 
Benutzt  man  die  Parameter  m,  v  zweier  solcher  Scharen  von  Winkel- 
halbierenden als  krummlinige  Koordinaten  auf  der  Fläche,  so  genügen  die  im 
Quadrat  eines  beliebigen  Linienelements  auftretenden  Gauß sehen  Fundamen- 
talgrößen E^  F,  G  den  Bedingungen 


dv  du 


,     F=0, 


1)  R.  Rothe,  Bemerkungen  über  ein  spezielles  krummliniges  Koordinaten- 
system.   Diese  Berichte,  Jahrg.  1,  S.  47, 1902. 
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robei  den  Quadratwurzeln  beliebige  Vorzeichen  beigelegt  werden  können. 
RDutach  gibt  es  für  jede  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  eine  Funk- 
»üou  des  Ottea  ip{tt,  v)  von  der  Art,  daß 


^•'=a'''«'+(if)"<"' 


I  frird.    Die  Kurven  fp{u,  v)  ■=  const.  sind  die  geodätisch- parallelen  Linien  des 
I  «rwähnten  orthogonal -geodätiscbeB  Systems, 

Für  die  Kurven  dieses  Netzes  der  Winkelhalbierenden  besteht  ferner  der 

Satz  (a.  a.  0.),  daH  in  einem  beliebigen  aus  ihnen  gebildeten  Rechteck  ÄBCD 

stets  die  Relation 

(2)  ÄB  +  SC-i-  CD  +  DÄ^O 

zwischen  den  Seitenlängen  gilt.  Sind  umgekehrt  in  einem  beliebigen  Recht«ck 
auf  einer  Fläche  die  vier  Seiten  dureli  diese  Relation  verbunden,  so  besitzen 
sie  in  den  Schnittpunkten  dieselbe  geod&tiscbe  Krümmung. 

2.  Eine  Verallgemeinerung  des  betrachteten  rechtwinkligen  Kiirvennetzes 
bilden  die  schiefwinkligen  Netze  von  der  Eigenschaft,  daß  in  jedem  beliebigen, 
ans  vier  solchen  Kurven  gebildeten  Viereck  die  obige  Relation  besteht.  Diese 
Art  von  Netzen  habe  ich  ..Gorebi'"  genannt.')  Legt  man  ein  solches  Gewebe 
als  Koordinatensystem  (t(,  v)  zugrunde,  so  besteht  die  Bedingung 

w  a«   -   8»  ■ 

man  kann  daher  das  Quadrat  deH  Lmienelemeots  in  die  Form 

(4)  d,'  -  iiifd^  +  2|^'j>..«  ä,.av  +  gj)'i.' 

setzen,  in  der  tu  den  Koordinaten  wink  el  bedeutet.  Die  Kurven  <p{'*,  v)  =  const, 
schneiden  au.s  den  Fäden  des  Gewebes  gleiche  Bogenlängen  aas  und  halbieren 
den  Koordinaten  Winkel,  und  zwar  den  äußeren  (i', — uj,  wenn  in  der  Glei- 
chung (^)  den  Quadratwurzeln  das  positive  Zeichen  zuerteilt  wird.  Dies  soll 
im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  stets  angenommen  werden;  nötigenfalls 
ist  dazu  niir  u  mit  —  w  oder  v  mit  —  r  zu  vertauschen. 

Zu  den  Geweben  gehören  diejenigen  ebenen  Kurvennetze,  mit  denen  sich 
die  Herren  G.  Scheffers»)  und  R,  von  Lilienthal')  befaßt  haben  und  die 
der  erst«re  „Kurvennetze  ohne  Umwege"  nennt.  Er  definiert  sie  durch  die 
Eigenschaft,  es  solle  jede  zwischen  zwei  Punkten  der  Ebene  aus  Kurvenstücken 
des  Netzes  herge.stellte  Verbindung  die  gleiche  (algebraisch  gemessene)  Weg- 
Ißnge  besitzen. 

Offenbar  ist  diese  Bedingung  identisch  mit  der  obigen  für  ein  beliebiges 
Viereck  geltenden;  denn  man  kann  sich  stets  das  von  den  beiden  Wegen  be- 

1)  R.  Bothe,  Ober  die  Bekleidung  einer  OberQ&clie  mit  einem  biegsamen 
nuaaBdehn baren  Netz.     Diese  Berichte,  Jahrg.  V,  S,  9,  19116. 

2)  G.  SuheffetB,  Ebene  Kurvennetze  ohne  Umwege,  Berichte  über  die  Ver- 
handl.  der  Kgl.  sächs.  Gesellscli.  d.  Wisaemti-'h.  zu  Leipzig,  mathem.-phje.  Klasse 
Bd.  67,  S.  ä53,  ISO.'!.  —  Bemerkungen  zu  den  ebenen  Kuivennetzen  ohne  Umwege. 
Jahresbericht  d.  DeuUch,  Math. -Vereinigung,  Bd.  16,  3.  fil,  1907. 

3)  R.  von  Lilienthal,  Über  ebene  KnrvennBtze  ohne  Diuvege,  Jahresbericht 
d.  Deutsch.  Mabh.-YereiniguDg.  Bd.  Itt,  5.  204,  1907. 
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grenzte  Flächenstück  durch  Kurven  eines  Gewebes  in  Vierecke  zerlegt  denken, 
deren  jedes  der  Bedingung  (2)  genügt;  die  Addition  ihrer  Begrenzungen  er- 
gibt dann  ftlr  die  Gesamtbegrenzung  des  Flächenstücks  die  von  Herrn  Seh effera 
aufgestellte  Bedingung. 

3.  Im  Folgenden  will  ich  einige  weitere  Untersuchungen  über  die  Gewebe 
mitteilen.  Man  kann  die  Bedingung,  daß  zwei  zwischen  zwei  Punkten  gezogene 
aus  Kurvenstücken  des  Netzes  zusammengesetzte  Wege  dieselbe  (algebraische) 
Weglänge  besitzen  sollen,  auch  so  aussprechen,  es  soü  das  über  einen  ge- 
schlossenen^ nur  aus  Kurvenstücken  des  Netzes  zusammengeseteten  Weg  erstreckte 
Linienintegral  der  Bogenlänge  verschwinden: 


ß 


ds-^  0. 

Längs  jeder  Kurve  des  Netzes  muß  demnach  ds  einem  vollständigen  Differen- 
tial dfp  gleich  sein.  Ist  daher  (^,  q)  ein  beliebiges  Koordinatensystem  auf  der 
Fläche,  so  ist 

(5)  YEdp^  +  2Fdpdq  +adq^^  j^dp  +  ^dq. 

Stellt  (p,  q)  selber  ein  Netz  von  der  verlangten  Eigenschaft  dar,  in  welchem 
Falle  es  immer  mit  (u^  v)  bezeichnet  werden  möge,  so  folgt  in  Übereinstimmung 
mit  dem  früher  Gesagten 

also  für  d 5  die  Formel  (4). 

Für  den  speziellen  Fall  der  Ebene  hat  Herr  Scheffers  aus  einer  nach- 
her zu  erwähnenden  geometrischen  Eigenschaft  der  ebenen  Kurvennetze  ohne 
Umwege  unter  der  weiteren  Annahme,  daß  p  ^^  x,  ?  =  y  rechtwinklige  kar- 
tesische  Koordinaten  der  Ebene  sind,  die  Bedingung 

hergeleitet,  unter  der  zwei  durch  die  Differentialgleichungen 

dy  =  cc(x^y)dx     und     dy  =  ß(x,y)dx 

gegebene  Kurvenscharen  ein  ebenes  Gewebe  bilden.  —  Man  kann  eine  ent- 
sprechende Relation  für  eine  beliebige  Fläche  und  für  den  allgemeinsten  Fall 
krummliniger  Koordinaten  unmittelbar  der  Gleichung  (5)  enisiehmen.    Seien 

nämlich  dq^a(^,q)dp     und     dq^ß(fi,q)dp 

die  Differentialgleichungen  der  beiden  Scharen  eines  Gewebes,  so  ist 

VE+2Fß  +  Gß*  =  ll  +  ^f  ?; 
daraus  berechnet  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung 


YE  +  2Fa  +Ga^  =  A,  yE^2Fß  +  Gß^  =  B 
setzt: 

^  —  "S  —  ß^  ^J>  _  A_—  B 

dp~      a  —  ß~'  dq~   a^ß  ' 
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und  die  Integrabilitätsbedingung  liefert 

^^^  dp  cc-^ß        dq      a  —  f    ""  " 

als  die  gesuchte  Relation.  Es  ist  leicht  nachzuweisen,  daß  sie  tatsächlich  f&r 
den  speziellen  Fall  jE7  ==  6r  =  const.,  .F  =-  0  in  die  Scheff  ers  sehe  Bedingung 
übergeht. 

Herr  von  Lilienthal  hat  diese  aus  der  Gleichung  (3)  abgeleitet;  man 
kann  auch  die  allgemeine  Relation  (6)  auf  diesem  Wege  aufstellen,  vrenn  man 
sich  nur  für  E  und  G-  ihrer  Darstellungen  mittels  der  Bei  tramischen 
Differentialparameter  bedient. 

4«  Die  merkwürdige  geometrische  Eigenschaft,  die  Herr  Scheffers^)  zur 
Herleitung  der  Differentialgleichung  für  die  ebenen  Gewebe  benutzt,  ist  folgende: 

Man  betrachte  eine  beliebige  infinitesimale  Masche  FP^P^F^  des  Gewebes, 
verlängere  die  Seiten  geradlinig  und  messe  die  Gerade  PP^  von  F  bis  zum 
Schnittpunkt  Q  mit  der  benachbarten  Geraden  PjPj,  die  Gerade  PP^  von  P 
bis  zum  Schnittpunkt  B  mit  der  benachbarten  Geraden  P^Ps^  so  muB 
PQ  «  FR  sein. 

Die  analytische  Untersuchung  dieses  Satzes  zeigt,  vde  zu  erwarten,  daß 
er  eine  Erümmungseigenschaft  der  ebenen  Kurvennetze  ohne  Umwege  aus- 
drückt. Seien  k^^  l\  die  Krümmungen  einer  u- Linie  und  einer  v- Linie  in 
ihrem  Schnittpunkt  und  5„,  s^  ihre  Bögen,  so  ergibt  sich  aus  dem  Scheffers- 
sehen  Satze  die  Relation 


da  aber,  wie  sich  aus  der  Form  (4)  des  Linienelements  folgern  läßt, 

^«u       d^      ^  __d(p 
du       du^      dv       dv 

zu  setzen  ist,  so  geht  die  vorstehende  Formel  über  in 

(V    ^l'\^^  =  diso,  ff) 

Genau  diese  Relation  findet  nun  für  die  Gewebe  auf  einer  beliebigen 
Fläche  statt,  wenn  an  Stelle  von  A;^,  A'^  die  geodätischen  Krünmiungen  g^^  g^ 
gesetzt  werden^),  so  daß  also 

Wenn  speziell  w  =  -r-,  so  erhält  man  g^.^=  g.^  die  zu  Anfang  erwähnte 

Eigenschaft  des  orthogonalen  Gewebes  (l);  wie  aber  ersichtlich,  ist  die  Bedingung 

G)  =  —  dazu  nicht  notwendig.    Damit  g^  =  g^  wird,  ist  vielmehr  notwendig 

und   auch  ausreichend,   daß  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Funktional- 
determinante verschwindet,  d.  h.  co  allein  von  ^  abhängt. 


1)  Leipziger  Ber.  a.  a.  0.  S.  356.  —  In  der  in  den  Jahresber.  der  Deutschen 
Math.- Vereinigung  a.  a.  0.  erschienenen  Note  gibt  Herr  Scheff  ers  einen  ent- 
sprechenden Satz  für  die  allgemeinen  Gewebe. 

2)  Diese  Berichte  Bd.  V.  a.  a.  0.  S.  12. 
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Solche  Gewebe  habe  ich  „gestreift^^  genannt,  wegen  der  streifenförmigen 
Anordnung  der  Maschen  desselben  Winkels  längs  der  Kurven  tp  =  const. 

5.  Von  den  gestreiften  Geweben  sollen  jetzt  folgende  Sätze  bewiesen 
werden: 

1)  Konstruiert  man  zu  den  beiden  ScHiaren  eines  gestreiften  Gewebes  die 
Scharen  der  Orthogonalen,  so  bilden  diese  wieder  ein  gestreiftes  Geweibe, 

2)  Wenn  zwei  Gewebe  zueinander  orthogonal  sind^  so  sind  sie  gestreift. 

Man  nehme  zunächst  ein  beliebiges  Gewebe  (u,  v)  als  System  krumm- 
liniger Koordinaten  auf  einer  Fläche  an,  so  daß  das  Quadrat  des  Linien- 
elements die  Form  (4)  erhält.  Es  seien  J  (u,  v)  =«  const. ,  tj  (u,  v)  =  const. 
zwei  Kurvenschai'en,  von  denen  die  erste  zur  Schar  u  «>  const.,  die  zweite 
zur  Schar  v  »  const.  orthogonal  ist.  Die  Bedingung  dafür  wird  durch  das 
Verschwinden  der  Differentialparameter  J(^ju)  und  ^(i;,  t;)  ausgedrdckt  und 
ergibt  die  Gleichungen 

duav       ov  du 

dr\  d<p       dri  dw  ^ 

dv  du       duov 

Diese  Gleichungen  werden  befriedigt,  indem  man,  unter  ^(u,  t;),  a{ujv)  zwei 
Funktionen  des  Ortes  auf  der  Fläche  verstehend, 

dw         di  dri 

du      ^du  du 


setzt.    Daraus  folgt 
(9) 


und  demnach 


dq>  dri  di 

7=r-  =  (Tö—  =  P  COS  00^— 

cv         dv       ^  dv 

^    *      du         ^   dv     coBm 

-         dqi   du     .   d<p     j 
'      d  u  cos  (0   '   dv 

Qd^  +  adTi — ^sirir-^9^' 


hieraus  ergeben  sich  die  Werte 

1  4~  cos  (o  dfp  1  -|~  cos  m  dfp 

^  COS  CD      d^"*  cosoi      dri 

Führt  man  sie  in  die  Gleichungen  (9)  ein  und  löst  diese  auf,  so  erhält  man 


^^  2. in'-:- 

2 

-^— av  = 

dv  o   •  i<" 


(^d|-C08«g|dl,) 


und  denmach 


(10)         äs^  =  ctg^f  (gl)*''!'  -  2|||f  COS.  dM,  +  (^yän'Y 

Die   zu  den   Scharen    eines  Gewebes  (u,  v)   senkrechten  Kurven  |  — »  const^ 
71  =^  const.  bilden  mithin  im  allgemeinen  kein  Gewebe« 
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Nun  nehme  man  zuerst  die  Voraussetzung  hinzu,  das  Oewebe  (u,  t;) 
sei  gestreift,  d.  h.  ca  »  ci)(9>).  Dann  kann  man  durch  eine  Quadratur  eine 
Funktion  ^ 

0((p)  =J  ctg-^  d(p 
der  Art  bilden,  daß  f ür  Ä  =  7t  —  o 

(.1)        ..  -  (If)'.s'  +  2||»4„.«ds.,  +  QW 

wird.  Unter  der  gemachten  Annahme  ist  daher  auch  (|,  tj)  ein  Gewebe  und 
zwar,  weil  cd  und  somit  auch  Sl  eine  Funktion  von  0  ist,  ebenfalls  ein  ge- 
streiftes.   Damit  ist  der  erste  der  aufgestellten  Sätze  bewiesen. 

Nimmt  man  aber  entsprechend  den  Voraussetzungen  des  zweiten  Satzes 
an,  (g,  7])  bilde  wieder  ein  Gewebe,  so  muß  es  zwei  Funktionen  (P(S,  tj)  und 
Ä(|,  Tj)  der  Art  geben,  daß  der  auf  (§,  r])  als  Koordinaten  bezogene  Aus- 
druck (10)  des  Quadrats  des  Linienelements  die  für  Gewebe  gültige  Form  (11) 
annimmt.  Dies  ist  jedoch  (abgesehen  von  einer  etwaigen  Vertauschung  von 
J  mit  —  ^  oder  tj  mit  —  rj)  nur  dadurch  zu  erreichen,  daß 

"^^  Y  H  ~  dl '    "*^  "2"  ä^  =  a^'    " '"' "  -  «OS  ii 

gesetzt  wird,  ^us  den  beiden  ersten  Formeln  folgt  das  Verschwinden  der 
Funktionaldeterminante  r.,^L  d.  h.  es  ist  O  =  ^(qp),  nnd  daher  ctff  «  =  3—  • 

£s  wird  demnach  o,  also  auch  .^  eine  Funktion  allein  von  tp,  und  das  Gewebe 
(i#,  t'),  somit  auch  (|,  rf)  ist  gestreift;  was  zu  beweisen  war. 

6.  Es  liegt  das  Bedürfnis  vor,  durch  Angabe  einer  geometrischen  Kon- 
struktion sich  von  der  Bekleidung  einer  beliebigen  Fläche  mit  solchen  als 
^Gewebe"  oder  „Kurvennetze  ohne  Umwege"  bezeichneten  Gebilden  eine  An- 
schauung zu  verschaffen.  Dazu  scheint  weder  die  Bedingung  des  Verschwinden s 
des  Linienintegrals  noch  auch  der  von  Herrn  Scheffers  angegebene  geome- 
ixische  Satz  geeignet.  Man  gelangt  hingegen  zu  einer  Konstruktion  der  Ge- 
webe, wenn  man  auf  die  Eigenschaften  der  Kurven  (p  =  const.  zurückgeht, 
nämlich  erstens,  aus  den  Fäden  eines  Gewebes  gl^^ichlange  Stücke  aus- 
zuschneiden, und  zweitens,  den  (äußeren)  Maschenwinkcl  zu  halbieren. 

Man  ziehe  auf  der  Fläche  eine  ganz  hdiehu/e  Schar  von  Kurven,  u  =  const., 
schneide  sie  durch  eine  beliebige  Kurve,  trage  von  ihr  aus  auf  den  Kurvm 
u  =  const.  gleiche  Bögen  ab,  wodurch  eine  Kurrenschar  9?  =«  const,  entstelle, 
und  ziehe  endlich  die  Kurvenschnr  v  =  const,  mit  der  die  Schar  q>  =  const 
dieselben  Winkel  einscfiließt  wie  mit  der  Schar  u  —  const  Dann,  wird  behauptet, 
ist  (u,  v)  ein  Gewebe. 

Bei  der  Beweisführung  werde  der  Einfachheit  wegen  angenommen,  die 

Schnittwinkel  tpu  =^  cc  seien  zwischen       und   -    enthalten;   andernfalls   ist  u 

mit  —  u  oder  v  mit  —  v  zu  vertauschen.  Da  das  Bogendifferential  der  Kurven 
u  =*  const.  nach  der  Annahme  über  die  Linien  tp  ==  const.  gleich  dtp  sein  soll, 
so  nimmt  das  Quadrat  des  Linienelements,  bezogen  auf  (cp^  u)  als  krummliniges 
Koordinatensystem,  die  Form 

(12)  ds^^d(p^  +  2C  cos ad(p du  +  (^^^Ih- 

S&taongabariohte  d.  Berl  Math.  Qra.   VII  1> 
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an,  wo  C  eine  beliebige  Funktion  des  Ortes  bedeutet.  Man  fEÜire  nun  eine 
zunächst  willkürliche  Schar  v  »-  consi  an  Stelle  der  Schar  u  =»  const.  ein, 
indem  man  "         \     P 

setzt,  so  wird 

d5*  =  ed(p^  +  2fd(pdv  +  gdv*, 

wo  zur  Abkürzung 

e  -  ((!:)•+ .0.»  4:+ c),  (13' 

gesetzt  ist.    Der  Winkel  9  v  berechnet  sich  nach  der  Formel 

-^         f 

cos  q>V  -«    7_^' 

Werden  nun  die  Kurven  v  »-  const.  der  Konstruktion  gemäB  gewählt,  so 
(pv^^a  sein,  also  für  a  als  spitzen  Winkel 

/'   =»  cos  a  Yeg  \ . 
Die  Einführung  der  obigen  Werte  für  e^  f,  g  ergibt 


cos«  4:.  +  C  +  co8«]/f|-3V  2Cco;«|?  +  C. 

Die  Gleichung,  nach  C  aufgelöst,  hat  nur  die  eine  Wurzel 

C  =  —  2co8a  0-- 

du 

Führt  man  nun  diesen  Wert  von  C  und  den  Ausdruck 

dw  ^  w   du  +  i^dv 
^       du  dv 

in  die  Formel  (12)  ein,  so  folgt 

ds'  -  (^J)*du*  -  2p  5"  cos  2aaudv  +  (P^dp'. 
\cuj  dudv  \dv/ 

Es  ist  daher  tatsächlich  (w,  v)  ein  Gewebe,  dessen  spitzer  Maschenwinkel        ^^^ 
nach  der  Formel  cos  co  =  —  cos  2  a  zu 

ö)   =  TT  —  2  a 
bestimmt,  da  2a>  -_   angenommen  wurde. 

Charlottenburg,  November  1907. 


t  *!!■  n 
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Herausgegeben  vom  Vorstande  der  Gesellsoliaft. 
57.  Sitning  am  18.  Dezember  1907. 

Vorsitzender:  Herr  Schafheitlin. 
Anwesend:  32  Herren. 
Wissenschaftliche  Mitteilungen: 
Herr  Steinitz:  Beiträge  zur  Analjsis  sitos. 
Herr  Oüntsche:  Konstruktion  des  regelmäBigen  257-Eck8. 
Herr  Fleck:  Wie  würde  sich  die  B.  M.  O.  zu  einem  Verein  von  Freunden 
^Mathematik  stellen? 

58.  Sitsnng  am  29.  Jannar  1908. 

Vorsitzender:  Herr  Schafheitlin, 
Anwesend:  27  Herren. 
Wissenschaftliche  Mitteilungen : 

Herr  Schafheitlin:  Üher  die  Nullstellen  der  hjrpergeometrischen  Funk- 
(s.  u.). 

Herr  Güntsche:  Bemerkung  zu  dem  Vortrage:  Konstruktion  des  regel- 
igen 257- Ecks. 


Die  NnUsteUen  der  bypergeometriscben  Funktion« 

Von  P.  Schafheitlin. 

Vor  l&ngerer  Zeit  hat  Herr  Klein  ^)  die  Anzahl  der  Nullstellen  der  hjper- 
cnetrischen  Reihe  auf  der  reellen  Achse  zwischen  0  und  1  ermittelt;  auf 
chem  Wege  hat  danach  Herr  Van  Vleck')  die  Anzahl  s&mtlicher  reellen 

komplexen  Nullstellen  gefunden;  seine  Resultate  sind  aber,  wenn  auch 

1)  Üher  die  Nullstellen  der  hypergeom.  Reihe.  Math.  Ann.  1890,  87,  678 — 
Vgl.  auch  Hurwitz,  Math.  Ann.  1891,  88,  462 — 468  und  Gegenhauer, 
«h.  f.  Math.  u.  Phya.  1891,  2,  124—180. 

\)  A  determination  of  the  numher  of  real  and  imasinaiy  roots  of  the  hyper- 
kric  series.     American  Math.  See.  Transact.  1902,  8,  110—181. 

ingtb«riobt«  d.  Berl.  Math.  Oet.   YII.  3 


1  allgemeinen  riclitig,  in  den  speiiiellen  FälUn,  daß  a,  ß,  y~u  oder  >>— ^  e 
igative  ganze  Zahl  ist,  unrichtig.  In  ,jüng8t«f  Zeit  hat  ohne  Kenntnis  dit^scr 
Arbeit  tmd  auf  ganz  anderem  Wege  Herr  Hurwitz')  dieselbe  Anzahl  lie- 
rechuet  und  die  Ergehnisse  in  einfachere  (iestalt  gebracht.  Die  obigen  Spenftl- 
ffiUe  schließt  Herr  Hnrwitz  aus,  gibt  aber  einen  Weg  an,  »uf  dem  ijadana 
SB  Zahlen  7.u  bei-echnen  sind,  wie  dies  schon  früher  Herr  Hilbert*)  g»- 
tan  hat. 

Wieder  auf  anderem  Wege  bin  ich  zur  Berechnung  dieser  Zahlen  gelftngt. 
Wenn  ich  auch  in  einem  Falle  die  genaue  Zahl  der  komplexen  Nullstellen  nicht 
anzugehen  vermag,  so  bat  der  Weg  an  und  für  sieh  vielleicht  IntereBse  umso 
mehr,  als  eine  Eigenschaft  der  Nullstellen  hierbei  benutzt  wird,  die  bisher 
noch  nicht  bekannt  gewesen  zu  sein  scheint;  nämlich  die,  daß  Jede  NuUstelle, 
die  auf  der  reellen  Achse  mit  Ausnahme  der  Strecke  von  +  1  bis  +  oo  liegt, 
eine  monotone  Funktion  der  Esponentendifferenzen  J.,  n  and  v  ist.  Hieraus  er- 
gibt sich  dann  zunächst  die  Anzahl  aller  Nullstellen  1^  die  oben  erwähnten 
SpBzialfölle  und  daraus  —  mit  einer  Ausnahme  —  die  betreffende  Anzalil  im 
allgemeinen  Falle. 

1.  Die  hypergeometrische  Reihe: 

(.)  F(.,  ß.y..)^X  +  Ifi.  +  -J^^a+J)^  +  .  .  . 


rT,2 


n(,t.  +  i~t)n(ß+i- 1) 


worin  71  die  Gaußscbe  Funktion  /7p  - 
der  Ditferentialgleichung: 


r(p-f  I)  bedeutet,  ist  i 


(2) 


x(t-1)u"+  |(e-f  )J+  I  Ix ->>[,«' +  «j3.v- 


0. 


I 


wo  hier  wie  im  folgenden  durch  den  Strich  die  Ableitung  nach  x  angedeutet  j 
wird.  Die  Parameter  a,  ß,  y  sollen  reelle  Werte  und  zwar  j-  mit  AasschluB  der  -^^ 
negativen  ganzen  Zahlen  annehmen;  die  Reihe  konvergiert  Mr  die  Wert«  de«  ^^ 
Argumentes  x,  die  innerhalb  des  Einheitskreises  um  den  Nullpunkt  liegen.  .^^ 
Die  Reihe  kann  als  Element  einer  analytischen  Funktion  von  x  hetrachteVi^^ 
werden,  die  mit  Ausnahme  der  Punkte  +  l  und  oo  endlich  und  stetig  itt^  ^-^ 
Zerschneidet  mau  die  Zahlenebenc  durch  einen  Querschnitt,  der  von  -f  " 
nach  "O  ISngs  der  positiven  reellen  Achse  läuft,  so  kann  in  dem  so  begnnit«^^^^ 
Tiereicb  die  Reihe  Aber  den  Koiivergenzkreis  eindeutig  fortgesetzt  werden;  dfi^^^ 
Reihe  mit  ihrer  so  bestimmten  Fortsetzung  soll  als  hypergeometrische  FcuK^  ^. 
tion  bezeichnet  werden. 

Ans  (1)  und  (2*  folgt  leicht,  daß 


(3) 


'(1-x) 


F{a,^,y,x) 


i^Über  die  Nullittellen  der  li.vperg.  Funktion.  Math.  Ann.  1907,  «4,  MT— M<i. 
iakriminante  der  im  Endlichau  abbrechenden  hjrpatgeoni.  Beilie. 
J888,  lOS,  887—}«. 
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«ine  Lösung  der  Gleichung: 

ist,  worin  bedeuten: 

<5)  ^  =  1  —  y;     fi^a  —  ß',     v  =  y  —  a  —  ß. 

Wegen  der  Yertauschbarkeit  von  a  und  /?  in  (l)  und  (2)  kann  man 
^tets  annehmen,  daß  fi  nicht  negativ  ist.  Setzt  man  —  A  an  Stelle  von  A,  wo- 
<lurch  (4)  ungeändert  bleibt,  so  erhält  man  eine  zweite  Lösung  von  (4): 

2-y  a+ji-Y  +  l 

<6)        G,^x^{l-x)        «         jp(a-y  +  i,|3_y  +  i,2-y,x). 

Setzt  man  dagegen  —  v  an  Stelle  von  i/,  so  ergibt  sich  aus  (3)  und  (4) 
<^e  bekannte  Formel: 

<7)  F{a,ß,y,x)  =  (1  -a:)y-«--^F(y-ft  y- «,  y,x). 

Aus  (3),  (4)  und  (6)  folgt: 

GG';  -  G^G''  ==  0 
oder  durch  Integration: 

<8)  GG[  —  G^G'  =  A  =  1  -  y, 

^0  die  rechte  Seite  sich  durch  einfache  Konstantenbestimmung  ergibt.  Aus 
^8)  folgt,  daß  G  eine  mehrfache  Nullstelle  nur  bei  0,  1  oder  cx>  besitzen 
kann;  da  abgesehen  von  diesen  3  Punkten  F  dieselben  Nullstellen  wie  G  hat, 
so  folgt,  daß  auch  F  keine  mehrfachen  Nullstellen  besitzen  kann  außer  in  1 
oder  oo;  denn  bei  0  hat  F  stets  den  Wert  +  1.  Für  ic  =  1  wird  F  unend- 
lich, sobald  y  —  a  —  /5  ^  0  ist ;  wenn  dagegen  y  —  a  —  /3  >  0  ist,  so  ist: 

(9)  F{a,  ft  y,  1 )  =  n{r^a-i)n(r  -  ß-1) ' 

Es  ist  denmaoh  1  eine  Nullstelle,  wenn  y  —  a  oder  y  —  ß  eine  negative  ganze 
Zahl  oder  Null  ist 

Aus  (4)  folgt  durch  Differentiation  nach  v,  wenn  G^  die  Ableitung  nach 
V  bedeutet: 

i2?{l-xyG';^{{l^^l){l-x)^{lL^-l)x{l-x)  +  {y^^i)x)G^+2vxG. 

Man  erkennt  hieraus,  daß  G^  eine  in  demselben  Bereiche  wie  G  endliche  und 
stetige  Funktion  von  x  ist.  Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  G  und  (4) 
mit  G^y,  so  erhält  man  durch  Subtraktion: 

G^G   —  GG^= —  - — y\  — ^  G  . 

"  ''  2x(l  —  x/ 

Hieraus  folgt  durch  Litegration: 

G^G  ^GG^  =  ^    -J  ^^(j^rip- 

8* 
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Ist  Xq  eine  Nullstelle  von  G  und  y  >  0,  so  folgt: 

(.0)  e.e- .  _  |/_|li£^. 


Variiert  man  nun  in  G  sowohl  x  als  v  aber  so,  daß  G  unverändert  bleibt, 
80  ist: 

Gdv  +  G'dx  =  0     oder     ^ G'.  G\ 

Handelt  es  sich  um  eine  Nullstelle  von  G^  also  auch  von  F,  so  folgt  hieraus 
und  aus  (10): 

0 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich:  Jede  NuHstelle  von  F  als  FunMton  von  v 
betrachtet  wädist  mit  wachsendem  v,  sobald  sie  auf  der  reellen  Achse  zwischen 
0  imd  +  1  liegt  und  sowohl  v  als  auch  y  posUiv  sind. 

Entsprechende  Sätze  gelten  fdr  l  und  fi;  bei  il  muß  jedoch  ^^  >  1  sein, 
und  bei  fi  nimmt  die  Funktion  mit  wachsendem  (i  ab. 
Aus  der  Gleichung 

(12)  IX«,  ft  y.^)  =  (1  -  =d--'F(Y-«A7,^) 

folgt,  daß  diese  Sätze  sich  ausdehnen  lassen  auf  den  negativen  Teil  der  reellen 
Achse. 

Ist  ein  komplexer  Wert  von  x  eine  Nullstelle  von  F,  so  ist  sein  kon- 
jugierter Wert  ebenfalls  eine  Nullstelle;  eine  komplexe  Nullstelle  als  Funktion 
von  V  betrachtet  kann  niemals  die  reelle  Achse  zwischen  —  oo  und  -f-  1  über- 
schreiten, weil  in  diesem  Punkte  eine  doppelte  Nullstelle  auftreten  würde  und 
dieses  ist  nach  dem  im  Anschluß  an  Gleichung  (8)  Gesagten  ausgeschlossen. 

2.  Nach  diesen  Vorbereitungen  läßt  sich  leicht  die  Anzahl  der  reellen, 
zwischen  0  und  1  gelegenen  Nullstellen  von  F  angeben.  Aus  (l)  sieht  man, 
daß  solche  Nullstellen  nicht  existieren,  wenn  a,  ß  und  y  positiv  sind;  hält  man 
an  der  Bedingung  y^  1  oder  il  ^  0  zunächst  fest,  so  gibt  es  ebenfalls  keine 
solche  Nullstellen,  wie  aus  (7)  folgt,  wenn  a  und  ß  beide  negativ  sind.  Nach 
der  über  (i  getroffenen  Festsetzung  (a  ^  ß)  bleibt  nur  der  Fall  noch  übrig,  daß 
a  und  y  positiv  sind  und  ß  negativ  ist.  Ist  alsdann  cc  K.y,  so  folgt  wieder 
aus  (7),  daß  keine  Nullstellen  zwischen  0  und  1  existieren.  Um  den  letzten 
Fall  a^y>0,  /3<0zu  erledigen,  gehe  man  von  dem  Grenzfall  a  =«  y  aus, 
in  dem  die  hjpergeometrische  auf  die  binomische  Reihe  sich  reduziert  und 
den  Wert  (l  — x)~(^  besitzt.  In  diesem  Falle  verschwindet  P  in  1,  aber  nicht 
zwischen  0  und  1  und  es  besitzt  v  den  positiven  Wert  —  ß.  Läßt  man  nun 
y  ungeändert,  a  und  ß  aber  um  d  wachsen,  so  nimmt  v  um  2^  ab,  während 
fi  und  l  ebenfalls  ungeändert  bleiben. 
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In  (9)  ist  dann  der  Faktor  i2(y  —  «  -- 1)  —  n{—  d  —  1)  negativ,  sobald 
0  <  d  <  1  ist,  während  die  anderen  Faktoren  positiv  sind;  daher  hat  F  selbst 
an  der  Stelle  1  einen  negativen  Wert  und  es  muß  demnach  zwischen  0  und  1 
eine  Nullstelle  liegen.  Sobald  also  a  größer  wird  als  y,  verschwindet  die  Null- 
stelle in  1,  dafür  tritt  eine  oder  eine  größere  ungerade  Anzahl  von  Nullstellen 
zwischen  0  und  1  auf.  Die  letzte  Möglichkeit  ist  aber  für  d^l  ausgeschlossen, 
denn  für  d  =«  1  folgt  aus  (7): 

F(y +  l,ß+l,  y,  x)  -  (l-xyi^-^Fiy^ß-^l,  -  1,  y,  x)  , 

und  der  letzte  Faktor  hat  als  Funktion  ersten  Grades  von  x  überhaupt  nur 
eine  Nullstelle.  Nachdem  aus  (11)  abgeleiteten  Satze  aber  kann  dann  auch 
für  d  <  1  nicht  mehr  als  eine  Nullstelle  zwischen  0  und  1  liegen. 

Auf  diese  Weise  weiter  schließend  folgert  man,  daß  für  1  <  d  <  2 
noch  eine  Nullstelle  zwischen  0  und  1  hinzukommt,  weil  dann  n{y  —  « —  l) 
positiv  ist. 

Versteht  man  unter  E{jff)  die  größte  positive  ganze  Zahl,  die  kleiner  als 
Q  ist  (so  daß  also  bei  ganzzahligem  positivem  q  die  Zahl  E{q)  »  ^  •—  1  und 
E(q)  =«  0  für  p  ^  +  1  ist),  so  erhält  man  das  Resultat: 

Ist  A  ^  0,  V  ]^  0,  so  liegen  zwischen  0  und  1  genau  E(a  —  y  +  1) 
yiUlsteUen. 

Hierin  sind  auch  die  vorhin  erörterten  Fälle  mit  enthalten,  weil  dann 
-B(a~-y+l)  Null  wird. 

Ist  A  ^  0  aber  v  <  0,  so  ist  fQr  die  Funktion  F(y  —  ß^y  —  cc,y^  x),  die 
nach  (7)  außer  1  dieselben  Nullstellen  wie  Ffa, /3,  y, a?)  hat,  die  Größe  v>0; 
demnach  hat  F{a,  j?,  y,  x)  nach  Obigem  E( —  /?  +  l)  Nullstellen  zwischen 
O  und   1. 

Aus  (8)  ergibt  sich,  daß  die  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen 
reellen  Nullstellen  von  G  und  Grj  abwechselnd  aufeinander  folgen.  Für  kleine 
positive  Werte  von  x  sind  G  und  G^  positiv;  demnach  ist  G[  an  der  kleinsten 
positiven  Nullstelle  von  G^  negativ  und  daher  ist  für  den  Fall  A  >  0  an  dieser 
Stelle  G  negativ,  d.  h.  wenn  iL  >  0  ist,  liegen  die  einzelnen  Nullstellen  von 
2^(a,  ß,  y,  x)  vor  denen  von  F(a  —  y  +  1,  j?  —  y  +  1,  2  —  y,  a;),  und  es  hat  dem- 
nach JP^(a,  /3,  y,  x)  ebensoviele  Nullstellen  zwischen  0  und  1  oder  eine  mehr 
als  F(a  —  y  +  1?  ^  —  y  +  1?  2  —  y,  a:).  Welche  von  beiden  Möglichkeiten 
eintritt,  läßt  sich  in  jedem  Falle  durch  das  Vorzeichen  von  F(a^  /3,  y,  1)  ent- 
scheiden. 

Versteht  man  unter  E*((ji)  entweder  E(q)  oder  1  -|-  E{q)^  so  erhält  man 
für  die  reellen  Nullstellen  von  F(a,  /3,  y,  x)  zwischen  0  und  1  mit  Ausschluß 
der  Grenzen  das  von  Klein  angegebene  Schema: 

v<0  v^O 


k£0 


E{l'-ß)      E(a  — y-f-l) 


E*(y^ß)\  JE;*(«) 


8.  Ist  eines  der  beiden  ersten  Elemente,  z.  B.  /3,  eine  negative  ganze  Zahl 
—  n,  so  ist  F  eine  ganze  rationale  Funktion  wten  Grades  von  x-^  in  diesem 


FaUe  ]&Üi  sieb  nun  die  Anzahl   all< 
geben.    Es  ist  nStnlieh: 

K«  ö  ,  ri  =  riir-i)n<ß-.-i) 


BcTlinei  MtthemtitiBcben  Geaellachaft 

reellen  und  komplexen  NallgteUen  an- 


(^i)-fU^-,+  1, 


n(y-i)n(i.-(i- 1) ,    ,1- * p/«  «     j- 1 


n(7;-?-iin(.-! 


Durch  (13)  erholt  man  die  Fortsetzung  der  Reihe  (l)  auf  solche  Argumente, 
deren  reeller  Bestandteil  kleiner  als  +  ^  ist;  durch  (l3)  auf  solche,  die  außer- 
halb des  Einheitskreises  liegen.  Ist  im  speziellen  ß  ^—  ii,  so  fSllt  der  erste 
Summand  in  (13)  wegen  des  Faktors  Il{ß — l)  fort,  und  man  erhält: 


(14. 


n(,-i)n(.+»-i),  / 


-1,  — «  — o 


i 


Ist  X  eine  negative  reelle  Zahl,  so  ist  _  and  ist  x  ein  positiver  reeller  un- 
echter Bruch,  so  ist  -;—  ein  positiver  echter  Bmch.  Man  kann  also  durch  (14) 
und  das  Kleinsche  Schema  in  jedem  Falle  die  Anzahl  silmtlicher  reellen,  also 
auch  sämtlicher  komplexen  Nullstellen  angeben:  jedoch  muß  hier  der  Fall 
a  <.  ß  auch  berücksichtigt  werden.  Führt  man  diese  Methode  iui  einzelnen 
aus  und  bedeutet  f^  eine  Zahl,  die  entweder  Null  oder  Eins  ist,  je  nachdem 
i  gerade  oder  ungerade  ist,  so  erhält  man  folgende  Ergebnisse: 

Erster  Hauptfall:  y>l.     ß w. 

I*.    Ist  V  <i  -\-  1,  so  liefffn  sümÜiche  NuHsteUen  swisdien  0  und  1. 
P.    /sf  V  ^  -f  I  unrf  o  >  —  «  +  1,  aö  lügen  m^EU  —  y  +  1)  A'.df- 
'   0   und   1,   r=A'(l  — 1()  itcisdten  —  oo  wid  0,   p._„_r 


siiileti 

ewistAen  1  wid  -\-  so  und  p 


-^^— I  saul  Icomplex;  nur  ic«Hn 


I 


y  —  a  eine  negative  gante  Zahl  ist,  ücgni  m  Nullsteilen  x  wischen  0  und  1  tmä 
eitle  ührigm  in  1. 

I".    Ist  u'^'+l    und   «  <  —  »  +  1 ,   so   liegen   SflwWtdic   NuOslHtm 
zn-ischen  —  oo  und  0. 

Zweiter  Hauptfall:         >'<1.     ß  ^  —  n 

n*.    V  <  0,     a  +  n£l}. 

Alle  Niillsteüen  siml  reell  und  lle;/ni  iu-isclia 

Zwisdten   1   und  +  oo    liegen   in  =  E(l  — 

und   1   liegen  r  •=  E{y  -\-  n),   ewisvii'H   —  i^    i 
p  —  2E{-    —      -     "t-l  sind  leonvpli-x. 

n".   y^o,    tt  +  n  <:  0. 

Zteisdien  1   und  +  oc  liegen  m  =  £(«r—  j'  +  l)  NuUshlleii.  sirisc/ien 
—  oo  und  0  liegm  r  ■=£(>■-)- ti),  wiscAni   "   nw/   l   ti^en   p,_„_,  iHirf 
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2 — ^~)  ^^  iiomplex.    Nur  wfnn  y  —  «  einv  Mi^jKlMrt*  uffiK^f* 

Zahl  ist,  liegen  m  Nuttsteilen  ewist^m  1  und  +  <x>  und  alh  übrißm  h  \ 

a)  a  >  0.  7n  diesem  Falle  sei  «  —  m  4-  i>  y  *"  — "  •'  +  •»  w'O  m  Uhd  r 
positive  ganze  Zahlen  mit  Einschluß  der  Null  hedex^ten,  und  es  »H  (^  ^6  <i  l , 
0  <  «  <  1 ,  dann  liegen  m  Nullstvllen  ztcischen  0  und   1 ,  p^  nwinehm   -*  <\f 

und  0,  Q^_n_^  zwischen  1  und  oo  und  2Ey    ^^  ^  ^       )  +  'i  K[    -    )  *^Hrf 

komplex^  wenn  J  <  «  is<;  dagegen  heißen  die  cnisprevhefulm  Xahhh  m  \    i, 

9r.Qn^m-r^l^^nd2E(^  "  J  "" )  +  ^^(^J  -)  ,   WCHU    6  >  •    ini.      ht  HiHilß- 

lieh  ö  =  s^  so  liegen  m  NuUstellen  zwischen  0  und  1,  q^  gwinehsfi       «x  md  0, 
n  —  n»  —  r  m  1  und  2EI   "T    j  sind  komplex, 

b)  «  <  0.  Jjjf  a  =-  —  wi  4-  ^(w  >l),y  —  —  r  +  i  i4nd  int  y  -«>(), 
.<J0  /i^en  m  —  r  Nullstellen  zwischen  —  oo  tmd  0,  p^  gwifiolten  0  und  1 ,  (^^    ^ 

Heischen  1  Mfid  oo  wwc?  2 i7(** "" ^  "^ -j  4-  ^Ey-"^   j  sind  hrnplv». 

Ist  dagegen  y  — a<0  und  y  +  ^  >  0,  f/;  llegsn  (f^  ^  SulMßUt'H 
zwischen  —  cx>  und  0,  ^„  zwischen  0  ufki  1 ,  p^  ^  zwizchsfi   I   iifk/  'X/  ««^/ 

ist-,  dagegen  heißen  die  Zahlen  p^„^,  p„„,,  ^^    ^^,  Uf/^  *i K^       '^'  *     j  | 
+  2^(1)  +  2E{^^^'^^^,  wmn  h^u  lui.    Int  MchUeßlhh  4  -  *,  nn  Ihyefi 

w  —  r  +  »•  NullMeüen  in  1,  p^_^  zaistel^en       'V  //////  0  «*f///  2/i(  j 

#ffiil  komplex, 

Ift  sdiiefili/d*  7  —  «  <  0  «i«//  y  4-  w  -^  O,   a//  Ueiffjt  r       //   Nf4iliil4lzn 

so    heißem    ^    ZoAte    ^  '     ^  ^  ^  -    ^s.    m'>    ^m*  m    ,     $    '^"^    ^''"1  y    '      H 

H-2^( I       IM  ^  ^  t^  1^  l%^/^*yi   /       //   NtsM^ii^lUn  niti^rli'fi   \    ////// 


•  fi-^ai  — r  ^fe»  w  J-l»^    ^    -j^y/v^/^/z       *»^  xW  ';  /////  V/'/l         ^  I 


M 
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di(*8Pr  LEdIc  im  allgemeine! 
hftt  nilinlich  F  die  Form: 


Falle  keine  NnUstoUen  liegen.    Für  sob^h.'  Punkt* 


A  (cos an  +  iänitn)  +  B{cosß'n  •+  ieinßn), 

wo  .1  lind  B  reelle  Werte  haben.  Soll  dieser  Ausdruck  Null  sein,  so  iEt  ent- 
weclei'  a  ~  ß  eine  ganzt;  Zahl  —  ein  Grenzfall,  der  vorläufig  ausgeschlossen 
werden  soll  —  oder  es  ist  Ä  =  B  =  U.  Die  beiden  nach  (13)  in  A  and  B 
auftretenden  hypergeometrisrhen  Reihen  k5nnen  nicht  gleichzeitig  verschwin- 
den, weil  sie  Lösungen  derselben  Differentialgleichung  sind.  Es  bleibt  dem- 
nach für  eine  NuUstelie  von  F  zwischen  1  und  ou  nach  (13)  nur  die  Mflg- 
lichkeit,  daß  a,  ß  oder  ;■  ^  o,  f  —  fl  eme  negative  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  daß 
J"'  eine  ganze  Funktion  von  x  oder     _—    ist. 

Ob  aber,  wenn  F  durch  Verfinderong  eines  Parameter«  vom  speziellen 
taia  allgemeinen  Fall  übergebt,  eine  zwischen  1  nnd  -{-  oc  gelegene  Nntl- 
st«lle  in  den  Bereich  übergebt  oder  verschwindet,  ist  ohne  weiteres  nicht  zu 
entscheiden,  aber  in  den  meisten  Fällen  zu  umgehen. 

^'H^iiert  man  den  Parameter  ß,  so  wird  eine  Veränderung  in  der  Zahl 
der  Nullstellen  nur  ebtreten,  wenn  die  Nullstetlen  die  singulftren  Punkt«  +  1 
und  3o  oder,  falls  y<iO  ist,  den  Umfang  des  Konvergenzkreises  passieren 
Dieser  letzte  Fall  (w  <C0)  kann  aber  wegen  (7)  ansgeschlnssen  werden.  Feni*r 
wird  jetzt  wieder  stets  vorausgesetzt,  daß  it  ^  ß  ist, 

ZnnKcbst  ist  der  erste  Hauptfall  y  >  1  in  betrachten. 

Wenn  in  diesem  Falle  ß,  also  auch  n  positiv  ist,  so  ist  auch  y  —  a  aad 
y  ~  ß  wegen  der  Bedingung  i'  >-  O  positiv.     Daher  besitzt  F  keine  reeUen 
Nullstellen  and  zwar  zwischen  0  und   1    nach  den  Angaben   im  EletnscheD 
Schema,  zwischen  —  oo  und  0  nach  (12)  in  Verbindung  mit  dem  Sehern»  und 
zwischen  1  und  <x>  wegen  der  obigen  Bemerkung  über  iliese  Strecke;  nur  im 
Unendlichen  liegt  eine  E{ß  +  1  )-fache  Nullstelle.     Komplt'xe  NullsteUen  exi- 
stieren  aber  ebenfalls  nicht;   denn   vermindert   man   a  und  ß   um  4,   d.  h-  vei^   ^ 
mehrt  man  v  um  2d,  so  bliebe  hierbei  die  Anzahl  der  komplexen  Nnllstellen.^ 
uugeändert,  falls  nicht  etwa  eine  solche  ins  Unendliche  rückt.     Dies  aber  ist^ 
ausgeschlossen,  da  bei  abnehmendem  et  und  ß  der  Grad  der  unendlichen  Null — 
stelle    abnimmt,   nicht  aber  irgendwo  um  mindestens   1    wachsen  kann. 
schlieBlicfa  jj  =  0  d.  h.  F'=  1  geworden,  so  existieren  sicher  keine  kompU 
Nullstellen  d.  h. 

Wenn  a  und  ß  positiv  sind,  so  besitzt  F  keine  endlichen  reellen  <m1( 
komplexen  Nullstellen  {v  >  0). 

Ist  ^  <  0,  so  gehe  man  von  dem  Falle,  daß  ß  eine  negative  ganze  ?.t 
—  M  ist,  aus;  man  hat  dann  nur  den  Fall  I"  zu  betrachten.    Ist  n  —  m  --  ' 

eine  gerade  Zahl,  so  existieren  keine  reellen  Nullstellen  zwischen   I  und  jn~'-J.- 
laut  man  —  n  tun  einen  echten  Brach  wachsen,  so  bleibt  demnach  die  Auiab:^*/ 
aller  Nullstellen  ungeändert.     Für  diesen   Fall   ei-gibt  »ich    aus    1":  »t  Nut^- 
«I-fllen  liegen  zwischen  0  und  1,  r  zwischen  —  3C  und  0  und  n  —  m  —  r  lia^ 
komplex,  wenn  ß  "  —  »  -\-  k  und  n  —  m  —  r  gerade  ist, 

L&Bt  man  aber  ~  n  um  einen  echten  Bruch  abnehmen,  so  erhilt  hMa 
die  nämliche  Anzahl  wie  oben;  es  ist  dies  aber  dasselbe,  als  ob  man  in  der 
Funktion,  bei  der  ^  —  —  n  —  1,  die  obige  Differenz  demnach  eine  ungersd* 
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Zahl  wäre,  ß  hätte  um  einen  echten  Bruch  wachsen  lassen.  In  diesem  Falle 
erhält  man  also ,  wenn  man  ß  ^  —  n  -{-  %  setzt  und  n  —  m  —  r  ungerade 
ist:  Es  liegen  m  Nullstellen  zwischen  0  und  1,  r  zwischen  —  oo  und  0  und 
n'  —  m  —  r  —  1  sind  komplex.  Da  E{l  —  ß)  ^  E{1  +  n  —  %)  -■  n  ist,  so 
lassen  sich  die  bisherigen  Ergebnisse  folgendermaßen  zusammenfassen ; 

in.  Ist  y'^l  und  v  ^  0,  so  liegen  E{a  —  y  +  1 )  NtiUsteUen  zwischen 
0  und  ly  E(l  — a)  ztcischen  —  oo  und  0  t*nd  E{l—ß)  —  E(a  —  y+  1)  — 
—  ^(1  —  a)  —  s  NuUsteUen  sind  komplex,  wo  s  NuU  oder  Eins  ist,  je  nachdem 
die  vorhergehende  Differenz  gerade  oder  ungerade  ist. 

Aus  (7)  folgt  hieraus  unmittelbar: 

IV.  Ist  y>l  und  v^O,  so  liegen  Eil—ß)  NuUsteUen  zwischen  0 
md  1,  E{ß  —  y^i)  »wischen  —  oo  und  0  und  E(a  —  y  +  l)  —  E{l—ß)'- 
^(ß  —  y  +  1)  —  «  Nullstellen  sind  komplex. 

Auch  bei  dem  zweiten  Hauptfall  y  <  1  wird  zuerst  nur  v  >  0  betrachtet. 
^  y  '^^^  so  muß  ß  negativ  sein;  es  kann  indessen  auch  a  negativ  an- 
genommen werden,  weil  die  andere  Möglichkeit  durch  (12)  hierauf  zorück- 
gefnhrt  wird. 

Man  braucht  nun  nur  in  Satz  11^  b)  ähnlich  wie  vorhin  n  zu  variieren, 
tun  die  betreffenden  allgemeinen  Sätze  zu  gewinnen. 

Liegt  dagegen  y  zwischen  0  und  1,  so  können  a  und  ß  positive  echte 
Brüche  sein;  ist  ß  negativ,  so  braucht  man  a  nur  kleiner  als  -f- 1  anzunehmen; 
der  Satz  11^  a),  der  dann  in  Betracht  kommt,  geht  in  diesem  Fall  in  11^  b) 
Qber,  wenn  man  darin  nur  m  ^  0  setzt,  so  daß  allgemein  nur  U^  b)  weiter 
verfolgt  zu  werden  braucht. 

Hierbei  sind  nun  3  Fälle  zu  unterscheiden. 

A.  y  —  a  >  0  und  y  —  /?  >  0. 

Ähnlich  wie  beim  ersten  Hauptfall  geht  man  in  F{—  m  +  d,  —  n,  —  r  +  e,  a;) 
^on  der  Annahme  n  —  m  gerade  aus,  läßt  — n  um  x  wachsen  und  abnehmen, 
um  hierdurch  die  Annahme  n  —  w  ungerade  zu  erledigen. 

Man  erhält  so  den  Satz: 

V.  Ist  n>m>r  und  0  <  1  x  \  <1,  so  hat  F(— w+d,  — n+x,— r+e,rr) 

^m  —  r  NullsteUen  zwischen  —  oo  und  0,  q^  zwischen  0  und  1  und 
2^('*'"^"ti)  +  2^(^-^)  sind  komplex. 

B.  y  —  a  <  0  und  y  —  /?  >  0. 

<1,  50  hat  F(—m+ö,-'n  +  9i,—r+i,x) 

(fr^n  NuUsteUen  zwischen  —  oo  und  0,  q^  zwischen  0  und  1  und 
21?f  =fJ--i)  +  2i;(^+-')  +  2B("---;  +  i)  sind  komplex.  u;ennd<t 
ist;  es  liegen  Q^-m  NuUsteUen  zwischen  —  oo  und  0,  p„_i  zwischen  0  und  1 
und  2  JE;(^^^=^^~)  +  2e(^)  -  2E(^-~^)  sind  komplex,  wenn  d>i  ist. 


VI.  w  >  r  >  «1  und  0  <  {  x 
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C.  y  — a<0  und  y  —  ß<0. 

Da  in  diesem  Falle  (r>n>m)  in  dem  speaellen  Falle  stets  Nullstellen 
zwischen  -{-  1  und  (X>  liegen,  so  versagt  hier  die  Methode  zur  genauen  Be- 
stimmung der  komplexen  Nullstellen.  Es  Iftßt  sich  nur  der  folgende  Satz  über 
die  reellen  Nullstellen  aussprechen: 

ö 


Vn.  Ist  r>n>m  und  0<{  * 


<1,  so  hat  F(—m+dy—n+K^r+tjX) 


p,_^  NuüsteUen  zwischen  —  oo  und  0  und  p,^^_^  oder  q^^^_r^\  NuUsteüen 
zunschen  0  und  1,  je  nachdem  ö  ^e  ist. 

Wie  schon  erwähnt  lassen  sich  die  Zahlen  für  den  FaU,  daß  a  positiv 
ist  oder  daß  v  negativ  ist,  aus  den  letzten  drei  Sätzen  leicht  finden. 


»  ■! 
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Herausgegeben  vom  Vorstande  der  Gesellsoliaft. 
59.  Sitsnng  am  26.  Februar  1908. 

Vorsitzender:  Herr  Jahnke. 

Anwesend:  30  Herren. 

Der  Antrag  des  Vorstandes,  in  Zukunft  den  Mitgliedern  der  B.  M.  6.  von 
ihren  VeröffentÜchungen  in  den  Sitzungsberichten  25  Sonderabzüge  unent- 
geltlich zu  liefern,  findet  einstimmig  Annahme. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Wallenberg:  Beiträge  zur  Theorie  der  linearen  Differenzen- 
Gleichungen  (s.  u.) 

Herr  Jacobsthal:  Über  den  Aufbau  der  transfiniten  Arithmetik. 

60.  Sitzung  am  25.  März  1908. 

Vorsitzender:  Herr  Schafheitlin. 
Anwesend:  35  Herren. 
Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Lampe:  Bemerkungen  zu  einigen  Übungsaufgaben. 
HeiT  Lindner:  Über  Differentiation  mit  komplexem  Index  und  ihre  Be- 
ziehungen zur  hypergeometrischen  Funktion. 


Beiträge  zur  Analysis  situs. 

Von  Ernst  Steinitz. 

l. 

Während  bei  Euklides  von  den  allgemeinen  Begriffen  Linie  und 
Fläche  ausgegangen  wird  und  sodann  erst  Gerade  und  Ebene  als  spezielle 
Linien  und  Flächen  charakterisiert  werden,  ist  es  in  den  modernen  Systemen 
übHch,  die  Gerade  und  die  Ebene  direkt,  und  zwar  als  Grundbegriffe,  einzu- 
fahren, jene  allgemeinen  Begriffe  aber  in  der  axiomatischen  Grundlegung  über- 
haupt nicht  zu  verwenden.  Und  man  ist  vielfach  geneigt,  eine  solche  Verwendung 
schlechthin  als  unzulässig  zu  erklären.  Lidessen  haben  gerade  die  vielen 
Untersuchungen,  welche  in  neuester  Zeit  Über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
angestellt  worden  sind,  immer  deutlicher  hervortreten  lassen,  daß  es  nicht 
angängig  erscheint,  apodiktisch  zu  erklären:  dieser  Begriff  ist  ein  Grund- 
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begriff,  jener  ist  es  uiclit,  oder:  dieser  Satz  ist  Axiom,  jener  miiB 
bewiesen  werden,  sondern  daß  man  verschiedene  Systeme  von  Grundbegriffen 
und  Axiomen  aufstellen  kann,  derart,  daß  ein  Begriff  oder  Satz  in  dem  einen 
System  m  den  Grundbegriffen  bzw.  Axiomen  zShtt,  in  dem  andern  nicht,  3o 
wird  man  auch  nicht  von  vornherein  ein  System  von  der  Hand  weisen  können, 
das  mit  Linien  und  Flüchen  als  OrundbegrifTcn  operiert.  Man  wird  vielmehr 
za  prüfen  haben,  ob  die  über  diese  Begriffe  in  Form  von  Axiomeo  gemachten 
Aussagen  wideisprachsfrei  sind.  Ist  das  der  Fall,  und  ist  man  überdies  geneigt, 
die  Übereinstimmung  mit  der  Anschauung  zuzugestehen,  so  ist  an  der  Zulässig- 
keit  des  Systems  kein  Zweifel  mehr.  Sein  Wert  kann  nur  nach  seiner  Leistnngs- 
ßhigkeit  eingeschätzt  werden. 

Nun  gibt  es  in  der  Tat  eine  geometrische  Disziplin,  für  welche  die  Ver- 
wendung der  Allgemeinbegriffe  Linie  und  Fläche  von  Anbeginn  ein  Be- 
düräiis  ist:  die  Analjsis  situs.  Für  sie  erweist  sich  der  gewöhnliche  Aufbau 
der  Geometrie  als  unzweckmäßig,  weil  schon  die  primitivsten  Tatsachen,  di« 
demjenigen,  der,  nicht  gewohnt,  sich  an  Definitionen  zu  halten,  nur  mit  der 
Anschauung  operiert,  ganz  selbstverständlich  erscheinen,  sieb  aus  den  üblichen 
Axiomen  nur  sehr  mühsam  ableiten  lassen.  Man  denke  z.  B.  an  den  Jordan- 
scheu  Satit.  Tatsücfalich  haben  sich  auch  so  hervorragende  Mathematiker  wie 
Biemaon  keineswegs  gescheut,  bei  der  Bearbeitung  der  Analysis  situs  auf 
die  Anschauung  zu  rekurrieren.  In  neuerer  Zeit  ist  vielfach  der  Versach  ge- 
macht worden,  dies  durch  analytische  Behandlung  zu  vermeiden:  dabei  werden 
die  größten  Schwierigkeiten  dadurch  umgangen,  daß  man  bei  den  definierenden 
Funktionen  außer  der  Stetigkeit  wenigstens  noch  Existenz  und  Stetigkeit  der 
ersten  Ableitungen  voraussetzl.  Aber  wer  sich  mit  Problemen  der  Analysis 
situs  beschäftigt  bat,  wird  sich  kaum  des  Gefülils  erwehren  können,  daß  bei 
derartiger  Behandlung  Begriffe  herbeigezogen  werden,  die  dem  Wesen  der 
Sache  fremd  sind.  Es  ist  mir  auch  kein  Fall  einer  konsequenten  analytischen 
Durchführung  bekannt.  Meines  Erachtens  ist  das  Verfahren  Eiemaans  nur 
insofern  ergSnzungsbedürftig,  als  Riemann  stillschweigend  mit  einer  Grujtpe 
von  Axiomen  operierte,  die  weder  von  ihm  noch  vor  ihm  irgendwo  ausdrück- 
lich postuliert  waren. 

Es  ist  deshalb  gewiß  als  ein  Fortschritt  zu  begrüßen,  daß  der  Artikel 
über  Analysis  situs  in  der  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften') 
ein  Aiiomsystem  bringt,  welches  für  den  Aufbau  dieser  Disziplin,  wenigstens 
im  dreidimensionalen  Itaum  ausreicht.  Dadurch  werden  natürlich  die  wichtigen 
und  schwierigen  Probleme,  welche  die  Analysis  situs  im  Rahmen  der  gewöhn- 
lichen Geometrie  darbietet,  weder  gellist  noch  aus  der  Welt  geschafft;  aber  es 
ist  die  Möglichkeit  gegeben,  eine  Analysis  situs  als  selbstfindige  Disziplin  in 
voller  Strenge  weiterxu führen,  ohne  die  Erledigimg  jener  Fragen  abwarten 
zu  müssen. 

Als  Grundbegrifie  oder  Elemente  haben  wir  iu  der  Analysis  situs  zunächst 
den  Punkt,  die  Strecke  (worunter  man  sich  eine  zwei  Punkte  verbindende, 
sich  selbst  nicht  schneidende  Linie  vorzustellen  hat),  das  (einfach  zusammen- 
hangende) Flächenstack,  das  leinfaehe,  kugelartige)  Raumstück.')    Wir  wollen 


1)  Enzyklopädie,  III  AB  S.    Analysis  situe  von  M.  Dehn  und  P.  Heeg 

2)  Die  Ausführungen  dieses  Abacbnitts  haben  iediglich  den  Zweck  eine 
leitung.  Von  einer  strengen  Scheidung  rein  kombinatorischer  und  auschai 
Betrachtungen  ist  deohalb  abgesehen. 


L 
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K]te  geneiiisain  als  Zeilen  bezeichnen  und  als  ZelU-n  Olrr,  Iter,  2ter, 
ion  unterscheiden.  Ihnen  schlieUen  sich  äie  Zeäen  ntrr  LimenaUm 
an.  Cjine  /lelle  ist  vorzustellen  als  eine  Punktmenge,  und  wir  haben  an  ihr 
iniHTf  Puiikle  und  solche  der  BvgrenBUtui  zu  unterscheiden.  Eine  Zelle  »ter 
n>imension  hat  zur  Begrenzung  eine  sphiirisc/ie  MannigfaltigkfH  von  n  —  1 
Dimensionen,  welche  sich  in  verschiedener  Weise  ans  (n  ^  l)  -  dimensionalen 
Zellen  aufbauen  läßt.  E^  genügen  zwei  solche  ZeDea,  dir  alsdann  ihre  gesamte 
Begrenzung  gemein  haben.  —  Zelle  und  sphärische  Mannigtaltigkeit  sind  die 
infachsten  Repräsentanten  berandeler  und  (in  sich)  pesclilassimer  Mannigfallvi- 

Zum  allgemeinen  Begriff  der  n-diiiiettsimuilen  Mannig faiügkeileii  gelangt 
man,  indem  man  sich  dieselben  in  näher  zu  definierender  Weise  aus  «-diraen- 
pnonalen  Zellen  als  Folyedir  aufgebaut  denkt.  Als  Elemente  des  Polyeders 
gelten  seine  h  -  dimensionalen  Zellen,  die  (n  —  l)  -  dimensionalen  Zellen,  aus 
1  sieb  die  Begrenzungen  der  fi' dimensionalen  zusammensetzen,  die  (n  —  2)- 
^  dimensionalen  Zellen,  welche  die  Begrenzungen  der  (n —  l)  -  dimensionalen 
bilden  usf.,  endlich  die  Punkte,  welche  die  Strecken  oder  Kanten  begrenzen. 
Zwei  Elemente  a,  h  verschiedener  Dimension  sollen  imident  heiBen,  wenn  das- 
jenige von  kleinerer  Dimension  zur  Begrenzung  des  andern  gehört;  bei  gleicher 
Dimension  sei  Inzidenz  gleichbedeutend  mit  Identität.  Das  Symbol  {a,  b)  werde 
gleich  1  oder  0  gesetzt,  je  nachdem  a  und  b  inzident  sind  oder  nicht. 

Nicht  Jeder  Zellenbau  gilt  hier  als  Polyeder  und  damit  als  Mannigfaltig- 
keit. Die  Vorstellung,  es  sei  möglich  den  Aufbau  einer  n  -  dimensionalen 
Mannigfaltigkeit  so  zu  vollziehen,  daß  irgendein  gegebener  innerpr  Punkt  von 
ihr  innerer  Punkt  einer  Zelle  wird,  führt  zu  einem  Gesetz,  das  wir  als  erstes 
Jhtalitätsgeseis  bezeichnen  wollen.    Es  lautet: 

Zu  jedem  geschlossenen  n-dimensionalm  Polt/eder  $  existiert  ein  reziprokes 

derart,  daß  ein-eindeutig  den  ^-dimensionalen  Zellen  von  "i^  die  (n  —  A')- 

mensionalen  von  $'  und  inzidenten  Zellen   wieder   inzidente  entsprechen.') 

■   geschlossenen    Mannigfaltigkeit  931'"'*)   gehört  jede   {ti  —  !)■ 

MÜnensionale  Zelle  der  Begrenzung  zweier,  bei  einer  berandeten  der  Begrenzung 

piweier  oder  einer  n- dimensionalen  Zelle  an.     Die  (n  —  1 1 -dimensionalen  Zellen 

der  zweiten  Art  nebst  den  mit  ihnen  inzidenten  Zellen  geringerer  Dimension 

heißen  Randeeilen;  sie  bilden  die  Begrenzung  oder  Bermidung  der  SA'"'.   Diese 

Berandnng  besteht  aus  einer  oder  mehreren  geschlossenen  W"~  ''. 

Eins  der  wichtigsten  Probleme  der  Analysis  situs  ist  die  Aufstellung  der 
rechiedenen  Typen  von  Mannigfaltigkeiten  nter  Dimension.  Gewöhnlich 
Iniert  man:  Zwei  Mannigfaltigkeiten  heißen  liomöomorp/i  (äquivalent)  oder 
1  gleidiem  Tgpus,  wenn  sie  sich  ein-eindeutig  und  stetig  aufeinander  ab- 
bilden lassen.  Geht  man  jedoch  von  der  rein  kombinatorischen  Auffassung 
der  polyedrischen  MannigfalÜgkeiten  aus,  als  l^ystemen,  welche  durch  die 
iwischen  ihren  Elementen  bestehenden  Inzidenzcu  bestimmt  sind,  so  ist  natür- 

Pi  von  der  Einführung  des  Stetigkeitsbegriffs  Abstand  zu  nehmen.    Die  De- 
tion  des  Homöomorphismus  muß  also  anders  gefaßt  werden.    Dies  geschieht 
1)  Ein  zweites,   wohl   zuerst  von  Poincare   bewieeenee  Dualit&tsgeaetz  sagt 
Aue,   daß  reziproke  Polyeder  stets  homöumetphe  Mannigfaltigkeiten  repräaentieren. 
äi  Ein  oberer  in  Klammern  gesetzter  Index  bezeic^bnet  hier  und  im  folgenden 
utet*  die  Dimension. 


■mrech. 
^P^finie 
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bei  Dehn-Hftegaard  mittels  des  Begriffs  der  „intemfn  Tra»sformation"  oder, 
wie  wir  auch  sagen  können  „Zellfeilun'/".  Eine  Strecke  »•''  =  n'*'W"'  wird 
durch  Binfahrung  eines  inneren  Punktes  'c^"'  m  zwei  Strecken  «<"¥*'  und  cC^ft'»' 
„geteilt".  Um  zur  Teilung  einer  n-dimenaionftlen  Zelle  o'"'(u>  l)  zu  gelangen, 
hat  mau  Kunächst  eine  (»  —  2)-dimensionale  sphärische  Mannigfaltigkeit  ff,_, 
(im  Falle  n  =^  2  ein  Punktepaar)  anzunehmen,  deren  Elemente  mit  o^"'  inti- 
dieren.  Durch  S,_j  zerfBllt  die  Begrenzung  von  «'"*  in  zwei  Teile  ßli  — i  und 
3I1'— 1.  Durch  Einführung  einer  neuen  (*i  —  1  )-diniensionalcn  Zelle  c'"~^'  wird 
jetzt  o*"'  in  zwei  Zellen  o',"'  und  a^*'  „geteilt",  von  denen  die  eine  durch  31— l 
und  f'"^'',  die  andere  durch  3"  — 1  '^"^  i^"'^*  begrenzt  wird.  Haben  wir  nun 
awei  Polyeder  $^  und  ißj,  so  stellen  beide  homöomorphe  Mannigfaltigkeiten 
dar:  Erstens,  wenn  sie  isomorph  sind,  d.  h.  wenn  eine  ein -eindeutige  Beziehung 
zwischen  ihren  Elementen  gleicher  DiniensioD  möglieb  ist,  bei  welcher  inzi- 
denten  Elementen  wieder  inzidente  entsprechen;  zweitens,  wenn  sie  durch 
interne  Transformationen  in  isomorphe  Polyeder  flbergefilhrt  werden  können. 
Dies  ist  die  Definition  des  Homöomorphismus  bei  Dehn-Heegaard;  daB  sie 
mit  unserer  Anschauung  übereinstimmt,  müssen  wir  als  Ariom  hinnehmen,') 

Für  die  wichtigsten  Fragen  der  Analysis  situs  ist  die  polyedrische  Dar- 
stellung nur  Mittel  zum  Zweck.  Es  werden  uns  hauptsächlich  solche  Eigen- 
schaften interessieren,  welche  dem  Tj-pus  als  solchem  zukommen,  also  Ton  der 
jeweiligen  polyedrischen  Darstellung  unabhängig  sind,  mithin  bei  internen 
Transformationen  ungeändert  bleiben  und  deshalb  auch  InvarUmlen  genannt 
werden.  Unser  Ziel  wird  sein,  für  die  Mannigfaltigkeiten  von  n  Dimensionen 
ein  voIUs  Invariantensjislet»  aufzustellen,  d.  h.  ein  System  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  die  Übereinstimmung  zweier  Mannigfaltigkeiten  in  den  Invarianten 
des  Systems  notwendig  und  hinreichend  für  den  Homöomorphismus  ist.  Die 
drei  Invarianten,  welche  bereits  bei  zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  auf- 
treten, sind:  die  CharaMeristUi ,  die  Zahl  der  Jtünder.  das  Verhalten  der  In- 
dikalrix. 

Die  Charakteristik  C,  die  bekannte  Zahl  e -{- f — k  der  gewöhnlichen 
Polyedertheorie,  kann  f[ir  (polyedrische)  Mannigfaltigkeiten  beliebiger  Dimen- 
sion definiert  werden  dui-ch  die  Gleichung 


(i) 


0_^(- 1)1.1, 


wo  sich  die  Summe  über  alle  Elemente  n  der  beti-achteteu  Mannigfaltigkeit  SK 
erstreckt  und  das  Symbol  [o]  die  Dimension  von  a  bezeichnet.  Nach  dem  ge- 
wöhnlichen Eulerschen  Satz  ist  C  fUr  sphärische  Mannigfaltigkeiten  zweiter 


li. 

W 


1)  Eh  kommen  hier  die  ZerlegUDgeaxiome  <a.  a.  0.  ä.  168/16^1  in  Betracht. 
Die  unter  b)  iingeführten  Axiome,  durch  welche  die  fCir  den  Homöomoiphiamui 
ansegebenen  Bedingun^^ea  als  hinreichend  charakteriaiect  werden,  dürfte  wohl 
jeder  ohne  weiteres  als  der  AnBchanung  gemäß  anerkennen.  Die  Aufstellung  dM 
Axioms  b)  hint^egen,  aus  welchem  die  Notwendigkeit  der  Bedingungen  foigea 
würde,  ai^heint  mir  doch  —  namentlich,  wenn  man  a,u  höheren  Dimensionen  auf- 
iteißt.  aber  auch  schon  im  dreidimensionaten  Gebiet  —  gewagt.  Seine  Wider- 
spruch niosigk  ei  t  genügt  natürlich  nicht.  Ich  habe  mich  noch  nicht  davon  über- 
zeugen kSnaeo.  ob  mau  nicht  doch  genötigt  sein  könnt«,  für  n  >-  3  eine  allge- 
meinere ZellteUnng  dem  Begriff  des  HomöomorphiBmua  zugrunde  zu  legen.  Ich 
komme  bei  anderer  Gelegenheit  auf  diesen  Punkt  zurück,  welcher  eine  ausfflhr- 
lichere  ErOrtemng  erfordert. 
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* 
Dimension    gleich   2,    und    die    bekannte  Verallgemeinerang  für  sphärische 

Mannigfaltigkeiten  von  n  Dimensionen  besagt,  daß  C  gleich  2  oder  0,  je  nach- 
dem n  gerade  oder  ungerade  ist.  Hat  man  daher  eine  beliebige  3!fi^**\  und  ist 
a  irgend  ein  Element  derselben,  so  ist  die  über  die  Elemente  b  der  Begrenzung 

von  a  erstreckte  Summe  ^{—  l)^^^  gleich  1  —  ( —  l)"^**^.    Erstrecken  wir  die 

Summe  aber  auch  noch  Über  das  Element  a  selbst,  so  tritt  noch  ( —  1)'^''^  hinzu, 
und   wir  erhalten  ^(—  l)f*3  =-  1.    Mit  Hufe  des  Symbols  (a,  b)  (s.  S.  31) 

können  wir  dieser  Gleichung  die  Form 

(2)  ^(a,  b)  '  (-  l)f*l  =  1  m^  [«]) 

geben,  wo  sich  die  Summe  über  alle  Elemente  b  von  SDl^")  erstreckt,  welche 
der  Bedingung  [5]  <  [a]  genügen.  Wird  (2)  mit  (—  1)^*"^  multipliziert,  so 
ergibt  sich 

^(O,  b)  .  (-  1)W  +  W  ^2{-  ^T\  «*3  ^  [a]) 

a,  &  a 

Sklso  wegen  (l) 

CS)  c  =^(o,  b) .  (-  i)w + w .  m ^  w) 

Uf  b 


lier  erstreckt  sich  die  Summe  über  alle  Elementenpaare  a,  &,  wobei  a  auch 
«=a«-  h  sein  kann,  aber  zwischen  a,  b  und  &,  a  nicht  unterschieden  wird.  Glei- 
c^lmiig  (3)  gilt  für  jede  Mannigfaltigkeit  SOt^^l  Ist  äR^")  geschlossen,  so  erhält 
nach  dem  ersten  Dualitätsgesetz  unmittelbar  eine  zu  (2)  analoge  Gleichung 

2{a,  b)  •  (—  1)»- W  =.  1.  ([a]  t  m 

a 

ummieren  wir  diese  f(ir  jedes  Element  b  von  äR^"^  gültige  Gleichung  nach 
^^dnltiplikation  mit  ( —  l)^*^  über  5,  so  erhalten  wir  nach  einfacher  Umformung 

(-  ly  .^(a,  b)  .  (-  l)f«l  +  f*l  =^(-  1)^*^  =  C .  {[a]  >  m 

a,  b  b 


ie  Vergleichung  mit  (3)  ergibt 

^80  für  ungerades  n  C  ^  0.  D.  h.  jede  geschlossene  Mannigfaltigkeit  ungerader 
JMmension  hat  die  Charakteristik  0,  ein  Satz,  der  wohl  zuerst  von  Poincare 
:ttr  «  =  3,  von  Dehn-Heegaard  allgemein  bewiesen  wurde.  —  Bezeichnet 
:xnan  mit  a  die  Anzahl  der  Inzidenzen  von  je  einem  Element  jp-ter  und  einem 
^-ter  Dimension,  wobei  a^^  =  cr^  die  Anzahl  der  Elemente  /j-ter  Dimension  wird, 
80  kann  man  den  Gleichungen  (l),  (3)  die  Form  geben 

<4)  c  =2{- 1)"«.  =2(c- 1)'-' '«,,  •  (« -*  '•> 


PI 


Die  sphärischen  Mannigfaltigkeiten  ungerader  Dimension  sind  also  durch  ihre 
Charakteristik  in  keiner  Weise  vor  andern  geschlossenen  Mannigfaltigkeiten 
ausgezeichnet.    Bei  den  Mannigfaltigkeiten  gerader  Dimension  verhält  es  sich 
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anders,  doch  gibt  es  auch  hier,  wenn  lüe  Dimension  >  4  ist,  nichtsphörisciie 
Mannigfaltigkeiten  mit  der  Charakteristik  2.  Im  Falle  »  ^^  3  hingegen 
kommt  die  Charakteristik  2  ausschlieölich  den  sphärischen  Mannigfaltigkeiten 
zu;  alle  andern,  geschlossene  wie  berandete,  haben  eine  Charakteristik  <  2. 
Hierauf  beruht  die  dominierende  Stellung,  welche  der  Eulersche  Satz  in  der 
Theorie  der  gewöhnlichen  Pol  jeder  einnimmt. 

Bei  dem  Uegriff  Indikatris  hat  mun  xuuächst  die  Zelle  zu  betrachten. 
An  jeder  Zelle  kann  man  zwei  Indikatrizen  unterscheiden.  Bei  der  Strecke  ist 
Indikatrix  gleichwertig  mit  Richtungssinn,  bei  der  Flächenzelle  mit  TJin- 
laufaainn.  Wir  können  auch  sagen:  der  Flächenzelle  erteilen  wir  eine  be- 
stimmt« Indikatris.  indem  wir  jeder  ihrer  Begrenzungsstrecken  eine  bestimmte 
Indikatrii  erteilen,  und  !;war  so,  daß  ein  Punkt,  in  welchem  zwei  Strecken 
aneinander  grenzen,  bei  der  einen  als  Endpunkt,  bei  der  andern  als  Anfangs- 
punkt erscheint.  Ebenso  erteilen  wir  einer  dreidimensionalen  Zelle  eine  be- 
stimmte Indikatrii,  indem  wir  jeder  der  begrenzenden  Flächenzellen  eine  be- 
stimmte Indikatrix  ei-teilen,  wobei  das  (Mßbiussche  Kant«n-) Gesetz  zu  befolgen 
ist:  Jede  Kante  s'"'  —  nWi«"'  erhält  in  der  Indikatrii  der  einen  von  ihr  be- 
grenzten Flächenzelle  die  Richtung  (Indikatris)  a'"'/!'"',  in  der  Indikatrii  der 
andern  die  Richtung  &<"'«<"'.  In  gleicher  Weise  läflt  sich  die  Indikatrii  fllr 
Zellen  höherer  Dimension  delinieren,  da  ja  dai<  Möbinssche  Gesetz  sich  ohne 
weiteres  verallgemeinern  tUBt.  Es  wird  hiernach  auch  klar  sein,  wie  man  die 
Fortsetzung  einer  für  eine  Zelle  o'"'  einer  9Ji'"l  gegebenen  Indikatris  auf  einem 
von  a'"'  ausgehenden  und  von  Zelle  üu  Nachbarzelle  fortschreitenden  Wege  zu 
verstehen  hat.  Machen  wir  einen  geschlossenen  Weg,  so  kann  es  sein,  daQ 
die  Indikatrii  am  Ende  mit  der  am  Anfang  übereinstimmt,  oder  daS  beide 
entgegengesetzt  sind.  Füliren  alle  geschlossenen  Wege  zur  Ausgan gsindikatrix 
zurück,  so  kßnnen  wir  für  die  ganze  SD!'"'  zwei  Indikatrizen  auseinanderhalten. 
Andernfalls  haben  wir  eine  931*"*  mit  umkehrbarer  Indikatrii;  die  beiden  In- 
dikatrizen gehen  ineinander  über  wie  die  verschiedeneu  Zweige  einer  analy- 
tischen Funktion. ')  Hinsichtlich  des  Verhaltens  der  Indikatrii  hat  man  also 
zwei  verschiedene  Arten  von  Mannigfaltigkeiten  zu  unterscheiden. 

Die  Lehre  vom  Homömnorphistnus  zweidimensionaler  Manniijfailigkeitrn 
gipfelt  in  dem  Nachweis  des  Satzes,  daB  für  diese  die  Charakteristik,  die  Zahl 
der  Händer  und  das  Verhalten  der  Indikatris  das  volle  Invarianten  System 
darstellen.  Bei  Mannigfaltigkeiten  von  mehr  Dimensionen  ist  dies  nicht  mehr 
der  Fall.  Schon  Riemann  und  Betti  haben  es  unternommen,  weitere  In- 
varianten aufzusuchen.  Poincare,  der  in  dieser  Richtung  weiter  arbeitete, 
fllgte  zu  den  .,  Bettinchcn  Xa/ilifi"  (die  bei  ihm  nicht  ganz  diesiilbe  Bedeutung 
haben,  wie  bei  Betti)  noch  andere  Invarianten  unter  dem  Namen  TDisions- 
kofffinienlen  hinzu,  ohne  daS  dadurch  die  Lehre  vom  HomOomorphismus  auch 
nur  fBr  dreidimensionale  Mannigfaltigkeiten  erledigt  würde. 

Auf  diese  Unte rauch un gen,  welche  auf  die  rein  arithmetische  Theorie  der 
Elementarteiler  führen  und  sich  mittels  derselben  verhältnismäßig  einfach  er- 
ledigen lassen,  soll  hier  nicht  eingegangen  werden. 


■  Punl 

■  Eng« 
^^  Geac 


)  .tedoeh  treten  keine  Verzweiguni 
Punkte  den  Vergleich  aufrecht  erhalten,  e 
Kuge!  betrachten,  sondern  gewisse  Funktion 
'""reachlechtB. 


B  auf  Wollen  wir  in  diesem 
r  nicht  Punktionen  auf  der 
aHnnschenFlüchec 
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II. 

DagegcD  soll  eiu  Punkt  ausfütrlich  erörtert  werden,  der  an  die  voran- 
[egajigenen  Betrachtungen  Über  dii^  Indikatrix  anknüpft. 

Bei  den  Flächen  in  unserem  Raum  erkennen  wir  leicht,  daÜ  die  ein- 
eitigen  eine  uro kelir bare,  die  zweiseitigen  eine  nichtumkehrbare 
Indikatrix  haben.  Stellen  wir  uns  vor,  daß  wir  auf  der  FIfiche  gehen  und 
dabei  jeder  Zelle,  die  wir  passieren,  diejenige  Indikatrix  beilegen,  welche  einer 
T)rehung  linksum  entspricht;  dann  ist  leicht  zu  sehen:  einmal,  daU  dem  Kajiten- 
gesetz  genügt  wird,  sodann,  daß  bei  Zurücklegung  eines  geschlossenen  Weges 
die  Seite   zugleich   mit   der  Indikatrix  erhalten  bleibt  oder  gewechselt  wird. 

Der  springende  Punkt  in  dieser  Betrachtung  ist  die  Möglichkeit,  zwischen 
«iner  Drehung  ünksum  und  einer  Drehung  rechtsum  zu  untcrEL'heiden,  In 
«lieser  Möglichkeit  drückt  sich  die  Tatsache  aus,  daß  die  Indikatrix  unseres 
Haumes  nicht  umkehrbar  ist.     Wir  machen  also  bei  unserer  Deduktion 


chaft  i 


1  Rai 


nes  Gebri 


ch,  die 


Lcht  alle 
zukomm' 


nnigfaltigkeiten,  auch  nicht  allen  dreidimensii 

Die   Nichtbeacb tu ag  dieses  Ümstandes   ist  die  Quell«  eines  Fehlers  ge- 

nronlen,   der   sich  fast  durch  die  ganze  Literatur  zieht.     Immer  wieder  trifft 

!  Behauptung,  die  „Seite"  drücke  nicht  eine  Beziehung  einer  ÜJi'"~'' 

r  sie  enthaltenden  3R*"'  aus,   sondern  sei  eine  innere  Eigenschaft  der 

Offenbar  faßt  man  den  Sachverhalt  so  auf,  als  stelle  der  Begriff /ii- 

'ikalrix    die  exakte  Formulierung  filr  den  Begriff  Seiti:  dar,  für  welchen  die 

[ewfihnlich  mittels  der  Normalen  gegebene  Definition  allerdings  uazulSngUch 

Das  Irrtümliche  dieser  Auffassung  wurde  meines  Wissens  nur  von  Dyck 

^kannt.    In  einer  im  Jahre  1888   erschienenen  Arbeit  hei&t  eti  (Math.  Ann. 

L  32,  S.  474)  in  bezug  auf  Einseitigkeit  und  Zweiseitigkeit:  „Diese 

e  Eigenschaft  ist  indessen  —  wie  ich  bei  anderer  Gelegenheit  aus- 

Ihren  will   —  nur   eine    Lageneigenschaft   der   Flächen    in  unserm 

dreidimensionalen  Raum,  und  sie  kann  verloren  gehen,  sofern  wir 

Dyck  ist  indessen  nicht  mehr  hierauf  zuiUckgekommen,  und  seine  Be- 
merkung ist  offenbar  nicht  richtig  verstanden  worden,  da  sich  niemand  daran 
gekehrt  hat,  obwohl  seine  Arbeit  wohlbekannt  ist.    Ich  selbst  bin  vor  einigen 
Jahren  bei  Untersuchungen  Über  ein  spezielles  einseitiges  Polyeder')  den  Irr- 
tum gewahr  worden,  und  zwar  an  folgendem  Beispiel.     Beieiehnet  man  mit 
...")  die  homogenen  Pnnktkoordinaten  im  projektiven  Baum  S*"',  so 
teilt   die  Gleichung  ^x^^O   eine    lineare  3R<"-"  —  sie  heißi'  %  —  dar, 
eiche  in  SR*"'  einseitig  ist.    Wendet  man  auf  ^  die  Tran.sformation  !li=^\X^. 
«)  an,  wo  die  Striche    den  absoluten  Wert  bezeichnen,  so  geht  91  in 
e  homöomorphe  Mannigfaltigkeit  9  über.  (Die  Beziehung  zwischen  ^l  und  $ 
I  den  einzelnen  Teilen,  in  welche  91  durch  die  linearen  Mannigfaltigkeiten 
^  ^=  0  zerschnitten  wird,  kollinear  und,  wenn  wir  die  3Ji<"~  ''^  jj  =  0  als 
tndamentalmannigf altig keit  einer  projektiven  Maßbestimmung  wählen,  sogar 
mgruent.)     Für   ii  =  3   wird  S  das  einseitige  Heptaedcr  (und  zwar,  wenn 
■  tnan  das  Koordiuatentetraeder  regulär  und  %  als  unendlich  ferne  Ebene  an- 
nimmt, das  spezielle  Heptaeder,  welches  in  der  zitierten  Arbeit  den  Ausgangs- 

1)  Ciellea  Journal,  Bd.  130,  )^.  281  ff. 
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l'kiiJcn  Indikatriscn  erhallen  bleibt,  die  andere  sicii   utnkelirl.   so  ffdant/t  miui 
ach  Durchlaufen  von  l  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  aH'""*'.*) 

An  diese  Überlegungen  schließen  sich  eine  Reihe  weiterer  Fragen  an,  von 
an  einige  hier  besprochen  nerden  sollen.  So  liegt  es  nahe.  atichdRm  in 
r  .^eiie"  eine  Beiieliung  neisdien  einiT  3Jll"-'l  mut  einer  3H*"'  erkannt  ist, 
Inaloge  Begehungen  xn-iacben  ManDigfalti^keiten  za  suuhen,  bei  denen  die 
KmensionsdifFerenz  >■  1  ist.  Solche  sind  in  der  Tat  vorhanden.  Haben  wir 
in  einer  tUC''  eine  Linie,  so  können  wir  diese  an  jeder  Stelle  in  dem 
I  oder  andern  Sinne  umkreisen;  und  wenn  wir  uns  fttr  einen  bestimmten 
Sinn  entschieden  haben,  so  können  wir  ihn  längs  der  Linie  koutinuierlicli  fort- 
setzen. Ist  die  Linie  geschlossen,  so  entsteht  die  Frage,  ob  nach  voll- 
zogenem Umlauf  der  Sinn  der  Umkreisung  mit  dem  ursprünglichen 
flbereinstimmt  oder  nicht.  Wie  mit  einer  Linie  innerhalb  einer  3)[<*>,  so 
»erhält  es  sich  allgemein  mit  einer  SK'""*'  innerhalb  einer  SR'"^:  an  jeder 
Stelle  können  wir  die  SDi'"-*'  in  zweierlei  Sinne  umkreisen  Es  entspricht  dies 
Ldem  Umstand,  daß  die  »i-dimensionalen  Zellen,  welche  mit  eiuer  (tt — 2)-di- 
llDensionalen  derSW'""^'  in/.idieren,  einen  Zyklus  bilden.  Wir  haben  hier  oCfen- 
pbar  eine  ganz  ahnliche  Erscheinung,  wie  bei  der  Indikatrix  einer  Flachenzelle, 
nur  daß  diese  durch  einen  Zyklus  von  Elementen  geringerer  Dimension  be- 
stimmt wird,  während  hei  der  Betrachtung  der  TO'"~**  innerhalb  einer  ÜK'"' 
der  Zyklus  von  Elementen  höherer  Dimension  gebildet  wird.  Dementsprechend 
stellen  wir  dem  bisherigen  BegrilT  der  Indikatrii,  f&r  deu  wir  zur  Unter- 
scheidung bisweilen  die  Bezeichnung  „untere  Indikatrix"  gebrauchen,  den  Be- 
griff „obere  Indikatrii"  gegenüber.  Wir  wollen  ferner  die  Lidikatrii,  weiche 
wir  bei  der  w-dimensionaten  Zelle  kennen  lernten,  eine  n-dimensionale  (untere) 
Indikalrix  nennen  und  diese  Bezeichnungs weise  entsprechend  bei  der  oberen  In- 
dikatris  verwenden.  Dann  können  wir  an  jeder  Stelle  einer  SDl'""*',  die  inner- 
halb einer  3R*"'  liegt,  (in  bezug  auf  die  2K^"')  zwei  entgegengesetzte  obiTe  In- 
dikalrizen  k"''  Dimension  untaschnden.  Der  Begriff  Seite  fällt  nunmehr 
anter  den  BegrilT  obere  Indikatrix:  es  ist  Seite  =  obere  Indikalrix  erster 
Dimension.  Als  Verallgemeinerung  unseres  obigen  Satzes  für  eine  innerhalb 
einer  9Jl'"'  liegende  SR'""*'  ergibt  sich  nun  leicht:  Naeh  Dureklaufung  einer 
geschlossenen  in  dej-  3H*"~*'  güegeneti  Linie  l  bleibt  die  obere  Indikatrix  der 
SH*'"*'  (in  bezug  auf  die  3K'"'J  erhallen,  oder  sie  kehrt  sich  um,  je  tiachdem  bei 
diesem  Umlauf  die  (unteren)  Itidikalriten  von  3R'"~*'  und  9H'"*  gleidiea  oder 
tverschiedejies    Verhallen  zeigen. 

HF. 

In  Ergänzung  unserer  bisherigen  Betrachtungen  seien  hier  diejenigen 
(enschaften  polyedrischer  Mannigfaltigkeiten  aufgestellt,  welche 
Hr  eine  abstrakte  Begründung  der  zuletzt  angegebenen  Sätze  aus- 
chen: 

1.  Eine  polyedriscbe  Mannigfaltigkeit  ist  ein  endliches  System 
1  Elementen. 
3.  Jedem  Element  a  wird   eine  Dimension  \a]  zugeschrieben; 
Keselbe  ist  gleich  einer  der  Zahlen  0,1,  ...  n. 
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3.  Zwei  Elemeote  a,  h  heiBeu  entweder  Inzident  (in  Zeicbea 
(«,  (»}-=  1  oder  (6,«)  =1)  oder  nicht  inHdrnt  ((a,  &)  =-  0  oder  (fc,  a)  =0|. 

4.  Ist  [o]  =  [6],  so  ist  dann  und  nur  dann  (n,6)  =  1,  wenn  a  —b 
int;  iit  («,i.)  =  1,  {b,c)  =  1,  [u\  ^  [b]  ^  [c],  so  ist  (ffl,c)  -  1. 

5.  Jedes  Element  erster  Dimension  (Strecke)  ist  mit  zwei  Ele- 
menten 0"'  Dimension  (Ecken),  jedes  Element  (n  — l)""  Dimension 
mit  ein  oder  zwei  Elementen  «'"  Dimension  Inzident. 

Hieran  schließt  sich  die  S.  31  gegebene  Definition  der  Randeiement': 
6-  Ist  {a,b)  =  1,  [«]  =  [&]  +  2,  so  gibt  es  genau  zwei  Elemente  r, 
welche  den  Bedingungen  [x]  =  [6]  +  1,  {a,x)  ^  1,  |6,^)  =  1  genügen. 
Unt«r  einem  Wetj  verstehen  wir  eine  geordnete  Folge  von  Elementen 
a,,a,,  ...«p  derart,  dkß  (<it,<i,)=  l.(''i.«<)=  1.  •  ■  •  (Vi'V  =  ^  '^-  ^^' 
»eioLnet  ®  ein  Teilsystem  von  3ff"'  oder  auch  das  ganze  System,  so  beißt  S 
svsammenhängend,  wenn  zu  je  zwei  Elementen  a,  h  allemal  ein  Weg  mit  a  aU 
Anfangs-,  b  als  Endelement  gefunden  werden  kann.  Dann  schließen  sich  ild 
die  bisherigen  Bedingungen  die  folgenden: 

7.  iDi*"l  ist  ein  zusammenhängendes  System. 

8.  Ist  [a]>  2  {bzw.  [b]  <>}  —  2),  so  eiistieren  Elemente  (A.  h.  es 
existiert   wenigstens  ein  Element)  x,    welche    den  Bedingungen  [j']  <  n. 


(a,x)  =  1  (bzw.  [x]>b,(b,i 
enhäni 


^1)S 


,   und  diese  Elei 


)  bil- 


Im  Falle  )i  =  2  stellen  die  unter  1.  bis  8.  gemachten  Angaben  ein  toU- 
ständiges  System  von  Grundbegriffen  imd  Axiomen  dar.  Ist  w  >  2,  so 
schließt  sich  der  Bedingung  S.  zunächst  die  folgende  an: 

9,  Ist  (a,b)  =  1,  \a]>  [b]  +  3,  so  existieren  Elemente  a:,  welche 
den  Bedingungen  (a,x)  =  l,  ib,x)  =  l,  [a]  >[x]>\b]  genügen;  die- 
selben bilden  ein  zusammenhängendes  System.') 

Wir  führen  nun  einige  weitere  Bezeichnungen  ein.  Ein  Weg  '(,,  a, . ..  a  , 
hei  welchem  das  letzte  Element  a  mit  dem  ersten  a^  übereinstimmt,  soll  ancn 
als  gescftlosseiier  Wi'jj  gelten  können.  Dann  ist  p  —  1  die  Zahl  seiner  Elemente, 
und  wir  unterscheiden  den  Weg  von  den  Wegen  nicht,  welche  durch  zyklische 
YertauBchung  aus  ihm  hervorgehn.  —  Sind  zwei  Elemente  ni_j  und  0^^, 
eines  geschlossenen  Weges  w  mit  einander  inzident,  so  ergibt  die  Fortlassung 
des  Elementes  a^  einen  neuen  geschlossenen  Weg  w';  h'  und  «■'  beißen  Nach' 
bancege.  Den  (einmaligen  oder  wiederholten)  Übergang  aus  eiuem  Wege  zu 
einem  benachbarten,  bezeichnen  wir  als  stdiiji:  Yurialion  des  Weges;  Wege,  die 
durch  stetige  Variation  aus  einander  hervorgehen,  werden  auch  als  homotoj/ 
bezeichnet.  Ein  einzelnes  Element  soll  auch  als  geschlossener  Weg  angesehen 
werden  dürfen.  Alle  geschlossenen  Wege,  welche  sich  auf  ein  einziges  Element 
zusammenziehen  lassen  (hierher  gehören  z.  B.  alle,  welche  aus  zwei  oder  drei 


1)  Nunmehr  ist  es  leicht,  auch  die  für  '3R'"   vorauszusetzenden  EigenschaFtei 
▼ollitäudig  anzugeben.    Formal  am  einfacluteu  gelangt  man  hierzu,  wenn  mai 
den  bisherigen  Bedingungen  noch  die  folgenden  binKufügt:  Int  Falle  [i]  = ! 
^(a,  b)  ■  (-  il''''  =.  1,   im   Falle   [o]  =  0   soll   ^(a.b)  ■  (—  1)'"'  =  0   oder  = 

■ein,  je  nachdem  a  Randelement  ist  oder  nicht. 


lOll 
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Elementen  bestehen),  sind  (wie  aus   7.  folgt)  unter  einander  liomotop.     Wir 
sagen;  sie  sind  homotop  0. 

Ein  System  von  Elementen  der  991'"'  soll  InzidfitUffriijipr  heißen,  wenn 
es  entweder  nur  aus  einem  einzigen  Element  oder  aus  mehreren  Elementen 
besteht,  die  alle  mit  einander  Inzident  sind.  Eine  InzidenKgmppe  kann  höchstens 
n  +  1  Elemente  enthalten;  sie  beiQt  toM,  wenn  sie  so  viele  enthält,  sonst 
partiell.    Zwei  totale  Inziden/.gruppen  sollen  benachhart  beißen,  wenn  sie  »  Ele- 


mante  gemein  haben,  sich  alsu  nur 
totaler  Inzidenzgmppen  nennen  mr 
einer  zugebürigen  Inzidenzgruppe  a 
(innerhalb  ff)  fortschreitend  zu  jedi 
Die  totalen  Inzidenzgruppen,  welche 


iterscbeiden. 
■iiliängend,  wenn  man  von  irgend 
lend   und   immer  zu  Nachbargruppen 
idem  Gruppe  von  ff  gelangen  kann, 
partielle  enthalten,  bilden. 


ledingangen    1.  bis  D.  gefolgert  wei-den   kann,  allemal  t 
B ammenhängende 3  System. 

Wir  kommen  nun  zur  Jndil/atrlx.  Nach  den  früheren  Erklftningen  hätten 
wir  einem  Element  «'"'  eine  bestimmte  Indikatrii  dadurch  zu  erteilen,  daß 
wir  ein  mit  a'"'  inzidentes  Element  a'"'')  wilhlen  und  diesem  eine  bestimmte 
Indikatri2  geben.  Dies  geschieht  aber  wieder,  indeiQ  ein  mit  a'"""  inzidentes 
Element  a'""*'  gewählt  wird  usf  Schlioßlich  steigen  wir  so  bis  zu  einer 
„Strecke"  a'"  herab,  deren  Indikatris  nun  durch  die  Angabe  einer  ihrer  Ecken 
a'"',  (wir  wollen  ein  für  allemal  festsetzen)  derjenigen  bestimmt  wird,  die  als 
Anfangspunkt  gelten  soll.  So  würde  also  die  Indikatrix  von  S"'  durch  eine 
totale,  «*''  enthaltende  Inj.idenzgruppe  bestimmt  werden.  Die  Möglichkeit  aber, 
nach  dem  früher  angegebenen  Prinzip  zwei  Indikatriien  von  «'"'  auseinander 
zu  halten,  läßt  sich  {wenn  u  >  3)  nicht  aus  den  Daten  1.  bis  9.  ab^ 
leiten,  sondern  ist  ah  weitere  bei  der  Definition  der  Mannigfaltigkeiten  vor- 
auszusetzende Eigenschaft  zu  formulieren.  Indem  wir  gleich  die  duale  Eigen- 
schaft hinzufügen,  sprechen  wir  die  neue  Bedingung  so  aus: 

10.  Die  totalen  Inzidenzgruppen,  welche  ein  gegebenes  Ele- 
ment ol">  bzw.  o"'>  enthalten,  zerfallen  in  zwei  Klassen  derart,  daß 
JB  zwei  benachbarte  allemal  verschiedenen  Klassen  angehören. 

Ist  nun  a  ein  Element  von  W"',  dessen  Dimension  >  0  und  <  n  ist, 
so  gehören  au  «  zwei  Systeme  «„  und  «„  partieller  Inzidenzgruppen,  die  so 
definiert  sind:  o^  (bzw.  u^'j  besteht  aus  denjenigen  Inzidenzgruppen  von  je 
[o]  -f  1  (bzw.  w  —  [a]  +  l)  Elementen,  welche  das  Element  a  und  außerdem 
nur  Elemente  enthalten,  deren  Dimension  <  [a]  (bzw.  >  [n])  ist.  Aus  10. 
folgt  leicht,  daß  auch  jedes  der  Systeme  a^  und  «„  in  zwei  Klassen  o'.  und 
a'j  (bzw.  a'o  und  a")  zerfällt,  derart,  daß  benachbarte  Gruppen,  d.  h.  solche,  die 
sich  nur  um  ein  Element  unterscheiden,  verschiedenen  Klassen  angehören.') 
Wir  nennen  o'„  und  oü  die  beiden  unteren,  a'o  und  a'^  die  beiden  oberen  Indi- 
kairizen  des  Elementes  a.  Jede  totale,  a  enthaltende  Inzidenzgruppe  „gehört" 
zu  einer  der  Indikatrizen  a^,a'.',,  insofern  als  nach  Weglassung  derjenigen 
ihrer  Element«,  deren  Dimension  >■  [a]  ist,  eine  zu  a«  oder  aZ  gehörige  In- 
zidenzgruppe zurrte kbleibt.     Analoges  gilt  für  d',.  und  a".  —  Als  weitere  Folge 


Im  Falle,  daB  [aj  =  n  —  1  und   a  ein   Randelement  ist.   besteht  a^  aller- 
einei  einzigen  Gruppe,  doch  empfiehlt  es  sich,  auch  in  diesem  Falle 


zwei  Klassen  «;,  und  ci„ 
liehe  Festsetzungen  sind 


1  zählen,  von  denen  allerdings  eine  leer  ausgeht,    Ahn- 
Folgenden  zu  beachten. 
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der  bisherigen  Annahmen  ergiht  si<.'h  dann  ganz  allgemein:  Diejenigen  totalen 
InzidenzgTUppen ,  welche  eine  gegebene  partielle  enthalten,  zerfallen  in  zwei 
Klassen  derart,  daß  benachbarte  Gruppen  vei-schiedenen  Klassen    angehören. 

Besteht  die  partielle  Inzidenzgruppe  aus  einem  einzigen  Element  a,  so 
bezeichnen  wir  die  beiden  Klassen  auch  als  „die  i/eidv}i  litdikatrixen  der  Mamiig- 
faUiffkeit  SR'"'  an  da-  Steile  a".  —  Wie  man  sogleich  sieht,  stimmen  im  Falle 
[a]  =  «  bzw.  [rt]  =  0  die  beiden  Indikatrizen  von  SD!'"'  an  der  St«Ue  a  mit 
den  beiden  unteren  bzw.  oberen  Indikatrizen  des  Elementes  n  überein;  im 
Falle  »  >-  [a]  >'  ü  reprsfientieren  diejenigen  totalen  Inzidenzgruppen ,  welche 
(zugleich)  zn  a'«  und  al  oder  zu  o'J  und  aj,'  gehören,  die  eine,  diejenigen, 
velche  zu  a'„  und  a"  oder  zu  a'J  und  a„  gebüren,  die  andere  Indikatrix  von 
aß*"'  an  der  Stelle  a. 

Es  seien  nun  n  und  b  irgend  zwei  inzidente  Elemente,  a',  a"  bzw.  b',  h" 
die  beiden  Indikatrizen  von  SD!*"'  an  der  Stelle  n  bivw,  fc,  endlieh  seien  c  and 
c"  die  beiden  Klassen,  in  welche  das  System  der  totalen,  a  und  b  zugleich 
enthaltenden  Inzidenzgruppen  von  SOI''''  zerrdllt.  Dann  gehören  die  Gruppen 
der  Klasse  c  sämtlicb  zu  einer  und  derselben  Indikatrix  von  a  und  ebenso 
sämtlich  zu  eicLT  und  derselben  Indikatrix  von  h.  Nehmen  wir  an,  sie  ge- 
hörten zu  den  Indikatrizen  a  und  b',  dann  besteht  c  (bzw.  c")  aus  den- 
jenigen totalen  Inzidenzgruppen ,  welche  sowohl  zu  a  als  auch  zu  b'  (bzw. 
sowohl  zu  u"  als  auch  zu  6")  gehören.  Wir  sagen;  der  Weg  von  a  nach  b 
führt  die  Indvkatrix  a  in  6',  die  Indikatrix  a"  in  h"  über.  Damit  ist  die 
Torlsetzvwi  der  Itidikalrix  definiert  —  Die  eingeführten  Bezeiobnungen  recht- 
fertigen sich  durch  den  leicht  zu  beweisenden  Satz:  Wenn  auf  dem  ge- 
schlossenen Wege  if  die  Indikatrix  sich  umkehrt  (bzw.  nicht  um- 
kehrt), so  gilt  dasselbe  für  alle  Wege,  die  aus  ic  durch  stetige 
Variation  hervorgeben. 

Lassen  sich  alle  totalen  Inzidenzgruppen  der  91}'*'  so  in  zwei  Klassen 
eint«ilen,  daß  benachbarte  allemal  verschiedenen  Klassen  angehören,  so  haben 
wir  eine  9JI'"'  mit  nidil  umkehrbarer  Jndikatrix.  Andernfalls  gibt  es  Wege, 
auf  denen  sich  die  Indikatrix  umkehrt.  In  diesem  Falle  können  wir  die  In- 
dikatriaen  a,  a",  welche  a  an  den  verschiedenen  Stellen  «  besitzt  als  Ele- 
mente einer  neuen  Mannigfaltigkeit  3Ji^*'  auffassen,  indem  wir  festsetze!), 
daß  allgemein  [«']  =  [n"\  =  [a\  und  («',  ft*)  dann  und  nur  dann  =  1  sein 
soll,  wenn  (n,  ii)  =  1  ist  und  überdies  der  von  «  nach  h  führende  Weg  die 
Indikatris  a  in  die  Indikatrix  b'  überführt.  Die  Mannigfaltigkeit  Wf  hat 
stets  eine  nicht  umkehrbare  Indikatrix  und  ihre  ('harakteristik  ist  doppelt  so 
groß  wie  die  von  3H'"'.  — ■  Wichtig  wird  dieser  Verdoppelungsprozefl  dadurch, 
daß  er,  auf  zwei  homöomorphe  Mannigfaltigkeiten  äW"',  iß'"'  angewendet,  stets 
wieder  zu  zwei  homUomorpben  Mannigfaltigkeiten  äRJ"',  $J''  führt,  sodaS  also 
jedem  Typus  mit  umkehrbarer  Indikatrix  ein  solcher  mit  nicht  umkehrbarer 
entspricht.')    Dieses  Entsprechen  ist  bei  den  geschlossenen  Flüchen  (SH'*)  ein 

1)  Der  Beweis  für  diesi'  let^t*  Behauptung  kann  natürlich,  wenu  n  >  3,  nicht 
auf  Giund  der  Eigenechafteu  1.  bis  10.  erbracht  werden,  da  schon  die  Definition 
des  BomDomorjihiarouH  noch  auf  weiteren  Etgenachaften  bemht.  Im  übrigen  be- 
gegnet man  beim  Beweise  natürlich  keinen  weiteren  SGhwierigkeit*'n  als  denen,  di>; 
der  Definition  des  Homöomorphiarnua  im  Wege  stehen.  Vgl.  S,  32  Anm.  Daß,  falls 
SR'"'  und  'ß'"'  dnreh  die  Dehc-Beegaanlachen  internen  Ttanaformationen  ana- 
einander  ableitbar  laind,  dies  auch  für  äß',"'  und  $',"'  gilt,  ist  leicht  in  sehen. 
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D- ein  deutiges,  da  hier  die  verschiedenen  Typen  durch  die  Charakteristik  voU- 
tSndig  auseinander  gehalten  werden,  und  diese  bei  den  Typen  mit  nrnkehr- 
tiftrer  Indikatrix  alle  Werte  ^  1,  bei  den  andern  alle  gradec  Werte  ^  2,  also 
die  doppelten  jeoer  annimmt. 

Es  sei  m^'>  (v  =  «  —  /f,  0  <  fc  <  n)  eine  in  der  aji'"'  gelegene  Mannig- 
faltigkeit; d,  h.  es  sei  '^71'''  ein  Tetlsyst«m  von  W"\  bestehend  aus  Elementen 
<>""  bis  v*"  Dimension,  welche  den  Bedingungen  1.  bis  10.  genügen,  wofern 
man  darin  n  durch  i",  9Ji'"'  durch  SDt''*  ersetzt. ^J  Es  sei  ferner  ir  ein  geschlossener, 
aas  Elementen  von  3R*'''  bestehender  Weg,  und  es  seien  a  mid  b  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Elemente  von  u:  An  der  Stelle  a  besitzt  SR'"'  zwei  Indika- 
trizen  a,  a",  ebenso  SB"*  zwei  Indikatrizen  aj ,  a'j.  Es  bezeichne  91  das  System 
«lerjenigea  totalen  Inzidenzgruppen,  welche  eine  in  bezug  auf  SK'''  totale  Inzi- 
'«lenzgruppe  mit  dem  Element  a  enthalten.  Dann  zerfällt  'S.  in  vier  Klassen: 
*t  a'j,  (1  a'j,  a  a\,  n'  a'j,  welche  so  definiert  sind:  eine  Iniidenzgrupi«  aus  ?l 
zählt  zur  Klasse  aa\ ,  wenn  sie  selbst  zur  Indüatrix  a  und  die  in  ihr  ent- 
lialtene,  in  bezug  auf  SR'''  totale  Inzidenzgruppe  zu  a\  gehört,  usf.  Diese 
■vier  Klassen  fassen  wir  zu  zwei  und  zwei  zu  Doppelk lassen,  nämlich  «'fl|  +  tt"a[ 
■und  ti'aj'  +  a"a[  zusammen.  Zwei  benachbarte  Inzidenzgruppen  aus  St  ge- 
hören zu  derselben  oder  zu  verschiedenen  Doppel  kl  assen,  je  nachdem  die  Di- 
mension der  Elemente,  in  denen  sie  sich  unterscheiden  ^  v  oder  '~>  v  ist.  Ist 
daher  u  irgend  ein  i'-dimensiouales  mit  a  inzidentes  Element  von  HR''',  so  ent- 
sprechen seine  beiden  oberen  Indikatrizen  a'„  und  ü"  dea  beiden  Doppelklassen 
in  der  Weise,  dail  alle  q  enthaltenden  Inzidenzgruppen  aus  %  welche  zu  a„  ge- 
hilren,  in  der  einen,  alle,  welche  zu  a'  gehören,  in  der  anderen  Doppelklaase 
enthalten  sind.  Hiernach  sprechen  wir  von  den  beiden  oberen  Indikatrizen 
1  3Jt"'  in  bezug  auf  W"'  an  der  Stelle  a  und  bezeichnen  dieselben  durch 
-die  Doppelklassen  na'j-l-a"a[  und  a'a'^  -i-  a"a\,  indem  wir  unter  der  Re- 
Ixeichnung  „obere  Indikatrix  a'a'j  -\-  a"a""  diejenigen  oberen  Indikatrizen  der 
mit  a  inzidenten  v-dimensionalen  Elemente  von  äJi'''  zusammenfassen,  welche 
der  Doppelklasse  a'a\  -\-  a"  a"^  entsprechen.  Wenn  beim  Fortschreiten  vom 
Element  a  zum  folgenden  Element  h  des  Weges  iv  die  Indikatrizen  o',  a",  »J, 
a\  bzw.  in  b',  b  ,b\,  b'^  übergehen,  so  sagen  wir:  die  obere  Indikatris  (Doppel- 

Iklasse)  aa\  +  a"aj'  geht  in  die  obere  Indikatrix  (Doppelklasse)  b'b\  -f  b"b'l 
Vber.  Wesentlich  ist  dabei,  daß  ein  v-diraensionales  Element  c,  welches  mit 
a  und  b  zugleich  inziUent  ist,  in  a'aj  -{-  a" a'j  allemal  dieselbe  obere  IndikatrtK 
-wie  in  b'b\  +  b"b'j  hat 
Unser  oben  (S.  37)  über  das  Verhalten  der  oberen  Indikatrii  von  SR'"' 
ieim  Durchlaufen  eines  geschlossenen  Weges  ausgesprochener  Satz  erscheint 
löer  als  unmittelbare  Folge  der  letzten  Definitionen  und  hat  bei  dieser  Fassung 


Ir» 


1)  Der  obigen  Erktilmng  zufolge  würde  SOi''-  in  IH'''  aiugnlarittltenfrei  sein. 
Diese  VorauBeetzung  ist  für  das  folgende  unnötig  und  nur  der  größeren  Anachau- 
liehkeit  wegen  gemacht.  Man  kann  allgemein  3fl'''  als  die  Abbildung  einer  $"' 
i'deren  Elemente  von  denen  der  ffli'"'  verBchiedeu  aind)  auf  die  SD!'*'  auffaHsen,  wo- 
bei folgende  Hegeln  festzuhalten  sind  (vgl,  EniyklopAdie  III  AB  3  Nr.  8);  Jedem 
Element  von  ^'''  entipricht  ein  Element  derselben  Dimension  von  4H'*';  inzidenten 
Elementen  von  ^'^  entsprechen  inzidente  von  iffl'"';  zwei  verschiedenen  Elementen 
von  %''',  welche  mit  demselben  iMÜmensionalen  Element  Inzident  sind,  entsprechen 
verschiedene  Elemente  von  SS*"'. 
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die  Eigeoschaften  1,  bis  10.  der  W-"*  zur  alleinigen  VorausseUung,  gilt  daher 
nicht  nur  t'flr  Mannigfaltigkeiten  (da  diese  durch  die  Eigeaachaften  1.  bis  10. 
nicht  vollständig  charalit*risirt  sind)  sondern  auch  für  aUgeraeinere  Kompleie. 
Wollen  wii"  aber  - —  indem  wir  uns  jetzt  auf  den  Fall  v  ==  n  ^  1  be- 
schränken —  nachweisen,  dsQ  sich  der  Begriff  „obi-rc  Jndikatrix  der  äR'""')" 
nach  der  jetzigen  Fassung  mit  dem  BegriiF  ..Seite"  deckt,  falls  wir  die  Seite 
wie  früher  (S-  36)  definieren,  so  müssen  wir  noch  von  einer  weiteren 
Eigenschaft  der  50?'"'  Gebrauch  machen,  die  es  zum  Ansdruck  bringt, 
dafl  überhaupt  an  jeder  Stelle  der  W""''  zwei  Seiten  unterschieden 
werden  können.  Bebalten  wir  unsere  letzten  Bezeichnung<?n  bei,  so  wird 
jedem  mit  a  iazidenten  (n —  l)'dimensionalen  Element  a  von  ÜJi'"^''  durch 
die  Doppclklasse  a'uj  -|-  n  aj'  eine  bestimmte  obere  Indikatrix  und  damit  ein 
bestimmtes  der  beiden  mit  a  inzidenten  n-dimengionaleti  Elemente  zugeordnet. 
So  entspricht  der  Doppelklasse  na\  +  a"a^  ein  System  %',  bestehend  aus 
einem  oder  mehreren  Elementen  von  »-Dimensionen.')  Ein  analoges  Syst«in 
%"  entspricht  der  Doppelklasse  a  a'^  -\-  a"a\.  Bezeichnet  @  das  System  der- 
jenigen mit  a  inzidenten  Elemente  von  SU'"',  welche  nicht  zu  äß'""''  gehören'), 
so  sind  3'  und  I"  Teilsysteme  von  S.  Auf  Grund  der  Eigenschaften  1.  bis 
10.  ISÜt  sich  nun  leicht  beweisen,  daQ  die  Elemente  von  %'  (ebenso  die  von 
%")  innerhalb  @  mit  einander  zusammenhangen.  Da  ferner  jedes  Element 
von  S  mit  gewissen  Elementen  von  %'  oder  X"  inzident  ist.  so  folgt,  daB  das 
System  ©,  sofern  es  nicht  zasammen hängend  ist,  nur  in  zwei  Systeme  ®'  und 
@"  ;ierfUltt,  deren  jedes  znsammen hängend  ist  und  von  denen  das  eine  %',  du 
andere  1"  enthltit.  DaB  S  aber  wirklich  zerf&Ut,  ist  hier  als  aeoe, 
von  1.  bis  10.  unabhängige  Eigenschaft  der  Mannigfaltigkeiten 
einzuführen.  ®'  und  ©"  reprüsentieren  die  briden  Seiten  von  3Ji*'~'*  OH 
der  Stelle  a,  sie  entsprechen  den  beiden  oberen  Indikatrizen.  Sind  ferner  U' 
nnd  U"  die  beiden  Seiten  von  2R'"-"  an  der  folgenden  Stelle  b  des  Wege«, 
und  sind  die  S'  und  U'  entsprechenden  oberen  Indikatrizen  solche,  die  beim 
Fortschreiten  von  a  nach  h  ineinander  übergehn,  so  hat  £'  mit  U',  ®"  mit 
U ',  nicht  aber  S'  mit  U"  oder  ©"  mit  U'  gewisse  Elemente  gemein,  so  dafi 
also  auch  der  Fortsetzung  der  oberen  Indikatrix  die  Fortsetzung  der  Seite  in 
dem  früher  definierten  Sinne  entspricht. 


rv. 

Unter  den  vielen  Operationen,  mittels  deren  man  aus  gegebenen  Mannig- 
faltigkeiten neue  ableiten  kann,  ist  eine  besonders  bemerkenswert,  die  wir  als 
MulHpliltalion  bezeichnen  wollen.  Fassen  wir  die  Mannigfaltigkeiten  als  kon- 
tinuierliche Gebilde  anf,  so  besteht  die  Multiplikation  zweier  Mannigfaltig- 
keiten ^lundSdarin,  daB  jede  Kombination  aus  einem  Element  (Punkt) 


1)  Laßt  man  zu,  daB  (n  — l)-dimeiiiiioQa!e  Zellen  von  5K'*^"  der  Beran>luiig 
von  fDl'*'  angehören,  so  kann  X'  auch  leer  auHgeben, 

S)  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dafi  u  nicht  Uandelement  von  SJt'"'^)  igt;  uideni- 
falU  hat  man  in  @  nur  diejenigen  Elemente  aufzunehmen,  welche,  ohne  ed  9I''~'' 
KU  gehören,  außer  mit  n  nocli  mit  einem  Element  von  SDi'""''  Inzident  sind,  da» 
selbst  mit  a  Inzident  nnd  nicht  Ratidelement  von  SR'"""  ist. 
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-von  %  und  einem  von  %  als  Element  einer  neuen  kontinuierliuken 
Mannigfaltigkeit  fi  ■  9  angesehn  wird,  deren  Dimension  gleich  der 
Snnunc  der  Dimensionen  von  3[  und  9  ist.  Für  die  Multiplikation  gelten 
das  kouunutative  und  das  assoziative  tjeaetz.  Natürlich  sind  die  meisten 
Mannigfaltigkeiten  nicht  in  solche  niedrigerer  Dimensionen  /erleghar.  Die 
einfachsten  zerlegbaren  Mannigfaltigkeiten  sind  die  vom  Typus  der  Zellen. 
I  Bezeichnet  ^  den  Typus  der  k - dimensionalen  Zelle,  so  hat  man 

Es  entspricht  dies  ganz  der  gewöhnlichen  Auffassung  des  Rechtecks  als  Pro- 
duktes zweier,  des  Quaders  als  Produktes  dreier  Strecken  usf.,  nur  daß  von 
einer  ünteracheidnng  homöomorpher  Mannigfaltigkeiten  abgesehen  wird.  Be- 
zeichnen wir  mit  S^  die  sphärische  Mannigfaltigkeit  von  »  Dimensionen,  so 
stellen 

3!>   3ifin  fif 

die  einzigen  zerlegbaren  Flächen  dar,  Typen,  die  durch  das  Rechteck,  den 
Mantel  eines  (begrenzten)  Zylinders,  die  Ringflfiche  repräsentiert  werden.  Vom 
"^pus  der  letzteren  ist  auch  die  Regelfläche  %  zweiten  Grades.  Die  auf  S  ge- 
Regelscharen  9t,  9t'  stellen  Mannigfaltigkeiten  vom  Typus  S^  dar, 
id  jeder  Punkt  von  S  stellt  als  Schnittpunkt  zweier  Geraden  eine  Kombination 
Ton  einem  Element  aus  3%  und  einem  Element  aas  9t'  dar.  Fassen  wir  aber 
eine  (allgemeine)  FlÄche  3  vom  /weiten  Grade  als  komplexe  Punktmannig- 
faltigkeit  auf,  so  ist  g  vierdimensional,  die  Regelscharen  9t,  3t'  sind  zwei- 
dimensional und  zwar  vom  Typus  Sj,  so  daß  3  den  Typus  ÄJ  hat.  Einen 
einfachen  Repräsentanten  desselben  Typus  st«]lt  uns  im  projektiven  Raum  die 
Mannigfaltigkeit  der  reellen,  orientierten  d.  h,  mit  Richtungssinn  versehenen 
Geraden  dar.    Bedienen  wir  uns  nämlich  Plückerscher  Koordinaten 


»8< 
■boc 


'».  hu  'ii.  'u-  l»>  h. 


Cb'.. 


H.i'«  +  l«^.  =  0). 


so  stellen  zwei  Systeme  Ip^,  ij,,  dann  dasselbe  Element  dar,  wenn  sie  sich  nur 
um  einen  positiven  Proportionalitätsfaktor  unterscheiden,  bei  Unterscheidung 
um  einen  negativen  haben  wir  dieselbe  Gerade,  aber  mit  verschiedenem  Richtnugs- 
sinn.  Zwischen  der  Mannigfaltigkeit  tOt  der  orientierten  Geraden  und  der 
komplexen  Punktmannigfaltigkeit  der  Flüche  zweiten  Grades  5,  welcher  wir 
die  Gleichung 

jr,+4  +  xl  +  xl^» 


geben  kSnnen,  erhalten  wir  eii 
Punkt  Alf,,  iij,  ix„  ix,  von 

Ip., 


le  ein- eindeutige,  stetige  Beziehung,  w 
5  das  Element 


'XViXpi-',- 


Xp)-i 


von  SR  Kuordnen,  unter  i',  i^  x.^  die  zu  i,  Xp,  x^  konjugiert-komplexen  Zahlen, 
unter  i  die  imaginllre  Einheit  verstehend.  Zwei  konjugiert- komplexen  Punkten 
von  3  entspricht  dieselbe  Gerade,  aber  mit  verschiedenem  Richtungssinn. 

Ein  Beispiel  für  eine  zerlegbare  Mannigfaltigkeit  von  fünf  Dimensionen 
liefern  uns   die    (reellen)  Flfichenelemente  im  projektiven  Raum,    wenn  man 


W 


(I) 
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unter  Flächenelement  die  Kombination  aus  einer  Ebene  mit  einem  auf  ihr 
liegenden  Punkt  versteht.    Setzen  wir  nSmlich 

7*, AgX,  +    l^T^    +    ljS, 

"a  —         ''s'"!  —  ^i^^  +  ^i^t 

"i  =  ~  K^i  ~  Jli-f»  ~  h^s  ' 

sg  wird 

(2)  u\  +  „l  +  '<l  +  "J  -  W  +  i|  +  ij){:c;  -f  X^  +  J^  +  r'^) 

(3)  t<,a:,  +  M,j;,  +  «jZ^  +  ji,j^,  =  0. 

Gleichung  (2)  zeigt,  daB  bei  Beschränkung  auf  reelle  GröSen,  wenn,  wie  hier 
stets  vorausgesetzt  werden  soll,  weder  die  Ij  (t= 1,  2,  3)  noch  die  a;^  (fc=  1 , 2, 3,4) 
sämtlich  Terschwioden,  auch  die  u^  nicht  samtlich  verschwinden  künnen.  Daraus 
folgt  weiter,  daß  bei  festgehaltenen  x^  linear  unabhängigen  Systemen  1,  auch 
linear  UDabhilugige  Systeme  u^  entsprechen,  ferner,  daB  durch  die  Oleichnngen  (l) 
wenn  wir  die  >.^  variieren,  alle  Lösungen  «j  der  Gleichung  (3)  dargestellt  wenleji. 
Wenn  man  daher  .r^  bezw.  a^  als  Koordinaten  eines  Punktes  x  bezw.  einer 
Ebene  «  im  projektiven  Raum,  die  ij  als  Koordinaten  eines  Punktes  i  in  einer 
projektiven  Ebene  deutet,  so  stellt  (3)  die  Bedingung  dafür  dar,  daß  -r  and  u 
ein  Fläch enelement  (j:|tt)  bestimmen.  Aus  dem  Vorhergebenden  folgt,  daB  die 
Gleichungen  (l)  eine  ein-eindeatige  Beziehung  vermitteln  zwischen  den  Kom- 
binationen aus  einem  x  und  einem  l  einerseits,  den  Flächenelementen  (x'MI 
andererseits.  Werden  also  dureh  9ij  und  iHj  die  Typen  heieichnet,  welche  die 
Punktmannigfaltigkeiten  der  projektiven  Ebene  und  des  projektiven  Baumes 
reprilsentieren,  so  ist  das  System  der  Fläche nelemente  im  projektiven  Raum 
vom  Typus  9t,  ■  Mg, 

Ausgehend  von  der  Gleichung  3, '  3,  =  3p  +  ,,  gelangen  wir  za  folgender 
Festsetzung  der  MulUpHkation  polyedrisclier  Mannifffaltigkeitm  Sl,  SB  von  m 
besw.  n  Dimensionen: 

Dag  Produkt  St  •  53  =  ©  ■  M  =  S  bezeichnet  eine  polyedrische  Mannig- 
faltigkeit von  m  +  n  Dimensionen.  Die  Elemente  von  ß  werden  durch  die 
Kombinationen  (Produkte)  ab  ^^  ba  aus  je  einem  Element  a  von  ^  und  einem 
Element  h  von  S  bezeichnet.  Es  ist  fnii]  =  [a]  + [ft].  Ist  [aö]^[aiM,  so 
ist  {ab.  ai6,)  =  (a,&i,  ab)=l,  wenn  (a,  a,)  =  l,  (6,  fij)  =  1 ,  H^M 
[t]^[t,]  ist;  sonst  ist  (ab,  'j,6,)  =  (a,i„  ah)  =  0. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  das  System  S  die  im  Abschnitt  III  auf- 
geführten Eigenschaften  1.  bis  10.  besitzen  muß,  sofern  man  nur  eben  diese 
bei  91  und  iß  voraussetzt.  Bei  den  Eigenschaften  1.  bis  9.  ergibt  sich  dies 
fast  unmittelbar;  zum  Nachweis  von  10.  empfiehlt  es  sich,  die  totalen  Inzidenz- 
gruppen  von  E  in  zwei  „Kategorien"  «',  x"  einzuteilen.  Es  sei  nämlich  c  eine 
solche  Gruppe,  sie  bestehe  aus  den  Elementen  c*"',  c<",  . , .  c'"*'*""',  und  es  sei 
t^*i  =  (»j .  öj  (fc  =  0,  -■  ■  M  +  «),  wo  «i  zu  9t,  6,  zu  SB  gehört.     Dann  ist  zu 


unterscheiden,  ob  die  Summe  ^[«J  gerade  oder  ungerade  ist.   und  hiernach 
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die  Einteilung  in  die  beiden  Kategorien  zu  treffen.    Wir  hätten  ebenso  gut  die 

Summe  ^\h^'\  bei  der  Einteilung  zugrunde  legen  können;  da  aber 
*  =  o 

also  konstant  ist,  so  erhalten  wir  beidemal  dieselbe  Einteilung.  Unter  den 
Elementen  a^^  sind  m  '\-  \  verschieden,  sie  bilden  eine  totale  Inzidenzgruppe  a 
Ton  St,  ebenso  die  Elemente  \  eine  solche  b  von  93.  Nennen  wir  a  und  b 
die  Komjßonemien  von  c,  so  hat  zwar  jede  totale  Inzidenzgruppe  von  %  zwei 
bestimmte  Komponenten,  aber  dieselben  beiden  Komponenten  konunen  ver- 
schiedenen totalen  Inzidenzgruppen  von  (£  zu.  Es  sei  jetzt  c  ^^  ah  irgend  ein 
Element  von  S,  y  das  System  derjenigen  totalen  Inzidenzgruppen  von  S,  welche 
das  Element  c  enthalten,  endlich  mögen  a\  a*  bezw.  h\  b"  die  Indikatrizen 
bezeichnen,  welche  9  bezw.  93  an  der  Stelle  a  bezw.  b  hat.  Bei  jeder  Gruppe 
aus  y  ist  zu  unterscheiden,  ob  ihre  erste  Komponente  zu  a'  oder  a'\  ob  ihre 
zweite  zu  6'  oder  b'\  ob  sie  selbst  zur  Kategorie  x'  oder  x"  gehört.  Das 
System  y  zerfäUt  demgemäß  in  acht  Systeme,  welche  durch  die  Symbole  a'b'x\ 
a&x,  ab  x,ao  x,a  b  k  ,  a  b  k  ^  a  b  x,a  b  %  gekennzeichnet 
sind.  Sind  c^  und  c^  zwei  benachbarte  Inzidenzgruppen  aus  y^  so  findet  man 
leicht,  daß  nur  die  beiden  Fälle  möglich  sind:  entweder  stimmen  q  und  C2  in 
beiden  Komponenten  überein  —  dann  gehören  sie  verschiedenen  Kategorien 
an;  oder  q  und  c^  stimmen  in  einer  Komponente  überein,  während  die  andern 
benachbart  sind  —  dann  gehören  sie  zu  derselben  Kategorie.  Faßt  man  daher 
die  acht  Teilsysteme  von  y  zu  vier  und  vier  in  zwei  Klassen  a'&'x'4"ö'&"x" 
a  b  %  +  a  b  %  und  a  b  %  -f-aox+aox+aox  zusammen, 
so  gehören  die  benachbarten  Gruppen  q  und  c^  stets  zu  verschiedenen  Klassen; 
d.  h.  S  besitzt  die  Eigenschaft  10.  Daraus  ergeben  sich  auch  leicht  die  weiter 
unten  über  die  Indikatrix  aufgestellten  Sätze. 

Von  Interesse  ist  es,  die  Beziehungen  zwischen  den  Invarianten  eines 
Produkts  und  denen  seiner  Faktoren  zu  verfolgen.^)  Wir  beschränken  uns  auf 
die  schon  jfrüher  betrachteten  Invarianten; 

1.  Die  Charakteristik.  Es  ist  ^(-  if^  =^(-  1)^"*^  =^(-1)^"^  +  ^'^ 
=^(—  1)     •^( —  1)'  ,  d.  h.  die  Charakteristik  eines  Produkts  ist  gleich  dem 

a  b 

Produkt  der  Charakteristiken. 

2.  Die  Zahl  der  Ränder.  Man  findet  leicht:  Sind  beide  Faktoren  ge- 
schlossen, so  ist  das  Produkt  geschlossen.  Ist  ein  Faktor  geschlossen  und  besitzt 
der  andere  r  Bänder,  so  hat  das  Produkt  r  Ränder.  Sind  beide  Faktoren  be- 
randet,  so  hat  das  Produkt  stets  einen  Rand. 

3.  Die  Indikatrix.  Hat  keiner  der  Faktoren  eine  umkehrbare  Indikatrix, 
so  ist  auch  die  Indikatrix  des  Produkts  nicht  umkehrbar;  anderenfalls  ist  sie 
umkehrbar. 

1)  Die  tiefere  Bedeutung  der  Multiplikation  beruht  natürlich  darauf,  daß  der 
TjpvLB  des  Produkts  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  Faktoren  durch  andere  von 
demselben  Typus  ersetzt,  woraus  folgt,  daß  von  einer  Multiplikation  der  Typen 
gesprochen  werden  kann.  Was  den  Beweis  anlangt,  so  gilt  das  in  S.  40,  Anm. 
Gesagte  auch  hier. 
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Aus  dem  Sals  über  die  Charakteristik  folgt  u,  a.,  wenn  man  beachtel, 
daß  die  Charakteristik  einer  geschlossenen  Fläche  jeden  (ganzzahligen)  Wert 
^  2  haben  kann:  die  (_-barakt«ristik  einer  geschlossenen  äß'"'  kann,  wnn  n 
gerade  und  ^  4  ist,  jeden  Wert  haben.  —  Das  Verhalten  der  Indikatrii  des 
Produkts  E  auf  einem  geschlossenen  Wege  k  =  c„  c^,  ■■■  pp  =  c^  ist,  wie  leicht 
zn  sehen,  durth  iiaa  Verhalten  der  Indikatrizen  von  SJ  und  ©  auf  den  Kom- 
ponenten ir^  und  ir^  von  w  bestimmt.  Dabei  sind  als  Komponenten  von  tc  ilie 
Wege  ii'^  =  «1,  a^,  ■  ■  ■  a  =—  a,,  ir^  =^  t,,  6,,  ■  ■  ■  ''.  =  ^i  bezeichnet,  wo  c^  ^  u,  -  b^ 
ist.  Die  Indikatrix  von  E  bleibt  auf  dem  Wege  w  erhalten,  wenn  die  Indi- 
katrizen  von  91  Tind  50  auf  den  Wegen  «'^  und  n\  beide  erhalten  bleiben  oder 
sich  beide  umkehren.    AndernfftUs  kehrt  sieh  die  Indikatrix  von  «■  um. 

Ist  &'"'  irgend  ein  Punkt  von  SB,  so  stellt  das  Produkt  9C  =-  91-  &<*!  eine 
in  S  gelegene ,  zu  31  isomorphe  Mannigfaltigkeit  dar.  Die  Elemente  und 
Wege  von  31  und  3t  entsprechen  einander  eindeutig.  Es  sei  »„=■(!,,  a,, ---a  —  a, 
ein  geschlossener  Weg  auf  21,  also  w  =  aii'»',  ff,t™  ■  ■  ■  a  ö'"»  =  «,6*  der 
entsprechende  auf  91'.  Betrachten  wir  ir  als  Weg  innerhalb  S,  so  stellt  ir^ 
die  eine  Komponente  dar,  die  andere  ir^  besteht  nur  aus  dem  wiederholten 
Element  fc*"'.  Da  sich  somit  die  ladikatrix  von  ©  lUngs  «■„  nicht  umkehrt, 
so  verhält  sich  die  lodikatrii  von  ß  iRngs  w  wie  die  Indikatrii  von  91  längs  «■„. 
Diese  aber  verhält  sich  wie  die  IndJkatrix  von  31'  längs  ic.  Daraus  folgt  nach 
dem  Satz  am  Ende  von  Abschnitt  II,  daß  die  obere  Indikatrix  von  3('  in  bezng 
auf  E  sich  längs  des  Weges  w  nicht  umkehrt;  und  da  »■  ein  beliebiger  Weg 
auf  81'  ist,  so  ist  diese  Indikatrix  (deren  Dimension  gleich  der  Dimension  n 
von  99  ist)  überhaupt  nicht  umkehrbar.  Damit  ist  bewiesen:  Jede  Mantii^ 
faltigkeil  kann  mit  einer  nicht  timkehrharm  oberen Imlikati'X  von  vorpeschrifbener 
Dimension  behaflet  erscheinen.  Insbesondere  gilt  also:  Jede  Mannit/faUigkeit 
kann  zu-eifdUij  erscheinen. 

Eine  in  einer  SR'"'  gelegene  (singularitätenfreie)  3H'"~'',  durch  welche 
HR'"'  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  ist  natürlich  stets  zweiseitig.  Ebenso  haben 
wir  unserer  ganzen  Begriffsbildung  gemäfi  die  Itandmannigfaltigkeiten  von  3)?"'. 
an  denen  wir  ja  eine  äußere  und  innere  Seite  untere  che  iden  kilnnen,  als  zwei- 
seitig anzusehen.  Es  entsteht  nun  im  Anschluß  an  die  letzten  Ergehnisse  die 
Frage,  ob  zu  einem  gegebenen  System  von  q  geschlossenen  Mannigfaltigkeiten 
3R*"~",  3B',""^',  . . .  SDf'"~"  stets  ein  501'"'  mit  g  zu  diesen  Mannigfaltigkeiten 
homöomorphen  Rändern  gefiuiden  werden  kann.  Die  Frage  ist  zu  verneinen. 
Es  et^bt  sich  nämlich  als  eine  notwendige  Bedingung,  daß  die  Summe  der 
Charakteristiken  von  ä)i^"~",  mi^""^',  .  .  .  SKj""^'  gerade  sein  muß.  Nehmen 
wir,  um  dies  zu  zeigen,  an,  es  existiere  eine  ä)!^"',  wie  wir  sie  suchen,  bezeichnen 
wir  nut  C'  ihre  Charakteristik,  mit  C,  (A  =  1,  ■  ■  •  5)  die  Charakteriniken 
der  'SSif  -  ",  und  setzen  wir  C  —  C,  +  Cj  H h  C,-  Ist  a»',"'  eine  7,u  5IRi "'  iso- 
morphe Mannigfaltigkeit,  so  haben  wir  eine  ein-eindeutige  Beziehung  iwischen 
den  Elementen  von  SD!'"'  und  denen  von  'Si'-'^.  Indem  wir  die  entsprechenden 
Randelemente  identifizieren,  fügen  wir  SDE'"'  und  SR^"'  zu  einer  geschlosseneD 
Mannigfaltigkeit  SK',"*  zasammen,  deren  Charakteristik  C",  wie  sofort  lu  sehen. 
durch  die  flieichung  f'"-=  2C'—  6"  gegeben  wird.  Ist  n  gerade,  so  sind  die 
Charakteristiken  C^  der  geschlossenen  Mannigfaltigkeiten  9[R'^"~''  nach  dem 
ß.  3a  bewiesenen  Satz  sämtlich  0;  ist  n  ungerade,  so  ist  nach  demselben  Satte 
C"=  0,  und  man  hat  C^2C.    In  jedem  Falle  muß  also  C  gerade  sein. 
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^H         Im  F&Ue  n  —  3  ist  die   ebun  abgeleitete  Bedingung  auch  hinreichend. 

^^Vm  dies  zu  erkennen,  betrachten  wir  ztinftchst  xwei  beliebige  Mannigfaltig- 
keiten Sß'j"'  und  äJiS,"'.  Heften  wir  diese  beiden,  nachdem  wir  einer  jeden  eine 
ganz  im  Innern  gelegene  Zelle  von  n  Dimensioaen  entnommen  haben,  mit 
den  dadurch  entstehenden  sphürischen  Rändern  aneinander,  so  entsteht  eine  391'"', 

Ideren  gesamte  Berandung  aus  den  Rundem  von  SKJ"'  """^  denen  von  ÜDtl,"'  be- 
steht. Auf  Grund  dieser  Bemerkung  laßt  uch  der  hier  zu  beweisende  Satz 
■uf  zwei  Spezialfälle  reduzieren.  Es  wird  zu  zeigen  sein: 
a)  Es  gibt  eine  2f"*  mit  einem  Rand,  der  einen  vorgeschriebenen  ge- 
schlossenen Typus  von  gerader  Charakteristik  hat. 
h)  Es  ^bt  eine  iDf'*'  mit  zwei  Rändern,  welche  vorgeschriebene  geschlossene 
Typen  von  ungerader  Charakteristik  haben. 

Im  Falle  a)  ist  zu  unterscheiden,  ob  der  vorgeschriebene  Typus  eine  nicht 
umkehrbare  oder  eine  umkehrbare  Indikatrix  hat.  Ist  die  Indikatrix  nicht 
umkehrbar,  so  hat  die  Charakteristik  die  Form  2  —  '^P  ip  ^  CJi  und,  wie  be- 
kannt, genttgt  die  „Kugel  mit  p  Henkeln"  den  vorgeschriebenen  Bedingungen, 
Ist  die  Indikatrii  umkehrbar,  so  hat  die  Charakteristik  die  Form  —  SpljP  ^  0). 
Hier  gehen  wir  von  irgend  einer  3R'*'  mit  umkehrbarer  Indikatrix  aus  und 
nehmen  in  ihr  eine  geschlossene  Linie  l  au,  iQngs  deren  sich  die  Indikatrix 
von  SU''*  umkehrt.  Betrachten  wir  nun  ein  Gebiet  I,  welches  wohl  mit  hin- 
reichender Deutlichkeit  als  „röhrenförmige  Umgebung  der  Linie  I"  bezeichnet 
wird,  so  erkennt  man  leicht,  daß  7  eine  Randfläche  hat,  daß  ihre  Indikatrix 
umkehrbar,  ihre  Charakteristik  =  Ü  ist.  Nach  Anbringung  von  p  Henkeln 
sinkt  die  Charakteristik  der  Bandfläche  auf  —  2p  und  man  hat  eine  SK<*>  der 
gewünschten  Art.  —  Im  Falle  b)  haben  die  vorgeschriebenen  Charakteristiken 
die  Form  1  —  2p,  1  —2q(j>'^0,  q^O).  Wir  multiplizieren  den  geschlossenen 
Plächentypus  von  der  Charakteristik  1  mit  einer  Strecke.  Es  entsteht  eine  331"' 
mit.  zwei  Bändern;  beide  haben  die  Charakteristik  1.  Wir  bringen  an  dem 
einen  Rand;,  an  dem  anderen  q  Henkel  an,  wodurch  die  gewünschte  93H*' 
^Vfntsteht 

^^E  Während  jede  Mannigfaltigkeit   zweiseitig   erscheinen  kann, 

^^V«iiu  nicht  jede  einseitig  erscheinen.  —  Es  sei  eine  Mannigfaltigkeit  SR'"' 
^Sind    eine  natürliche  Zahl  p  gegeben.     Wir  suchen  eine  Mannigfaltigkeit  SS'"' 
So  zu  konstruieren,  daß  zwischen  3K'"'  und  3Ji'*'  eine  Beziehung  der  folgenden 
Art  möglich  ist:  Jedem  Element  von  SR^"'  soll  ein  Element  gleicher  Dimension 
^    von  2ß'"'  entsprechen,  inzidenten  Elementen  von  3)!',''  sollen  inzidente  von  SR*"', 
Kwei  verschiedeneu  Elementen  von  W,"'  sollen,  f^Is  sie  mit  einem  und  dem- 
lelben  n-dimensioualen  Element  Inzident  sind,  verschiedene  Elemente  von  Wi^'^ 
"entsprechen.    Jedem  Element  von  äH*"'  sollen  ausnahmslos  p  verschiedene  Ele- 
ment«   von  Sil',"'   entsprechen.     Wenn   sich    eine  9ff,"'  mit  solcher  Beziehung 
konstruieren   läßt,    wollen    wir   sagen:    Die   Mannigfaltigkeit  ^)^'''   läßt    eine 
sintfularitäienfreie  (eusammenliänffLiide)  p-fache  Übadcckung  tu. 

Nunmehr  können  wir  folgenden  Satz  aufstellen:  ßamil  ntie  W"'  mnseüig 

■«rscAetnen  könne  (allgemeinen  damit  line  äü*''  lü«  Mannigfaltigkrit  tmt  um- 

Whanr  oberer  hidikatrix  von  lorgesdiriebfner  Dimension  aiißrfteti  lühine),  ist 

^hotwendig  und  hinreichend,  daß  sie  eine  Singularitäten  freie  zweifache  Bedeckung 

Inilaßt. 

Beweis:  1.  Die  Bedingung  ist  notwendig.  —  Nehmen  wir  an,  es  sei  äR*"' 
I  SH(>-<-*]  gelegen,  und  die  obere  Indikatrix  von  SK^"'  sei  umkehrbar.    Dann 
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heit  ein  System  ©'  dar,  welches  aus  einer  einzigen  SR^**"^)  besteht,  oder  in 
zwei  3R^"  ~  ^^  zerfällt,  je  nachdem  8  innerhalb  81  ein-  oder  zweiseitig  war.    Es 
sei   nun  91''   eine   zu  9'  isomorphe  Mannigfaltigkeit.     Dann  entspricht  dem 
System  ©'  von  Ä'  ein  System  @"  von  8t",  dessen  Elemente  nunmehr  ebenfalls 
paarweise  „konjugiert"  sind.    Wir  fügen  jetzt  81'  und  8t"  zu  einer  Mannig- 
faltigkeit 8ti  zusammen,  indem  wir  jedes  Element  t    von  @'  mit  demjenigen 
Element  von  @"  identifizieren,  welches  zu  dem  t    auf  @"  entsprechenden  Ele- 
ment e"  konjugiert  ist. ,  Dann  hat  man  eine  ein-zweideutige  Beziehung  zwischen  81 
und  8ti,  von  welcher  man  leicht  sieht,  daß  sie  den  oben  angegebenen  Bedingungen 
entspricht.    D.  h.  8t  ist  zweifach  überdeckbar,  kann  also  einseitig  erscheinen. 
Hieraus  folgt  u.  a.:  Alle  Flächenden,  mit  Ausnahme  des  Kugel-  und  des 
ZeUenUfpus  können  einseiUg  erscheinen.    Denn  bis  auf  diese  Ausnahmen  lassen 
sich  auf  jeder  Fläche  Querschnitte  oder  geschlossene  Schnitte  ausführen,  welche 
die  Fläche  nicht  zerstücken.  —  Daß  andererseits  Kugel-  und  Flächenzellentypus 
Hur  zweiseitig  auftreten  können,  folgt  daraus,  daß  sich  auf  ihnen  jede  geschlossene 
Hanie  auf  einen  Pimkt  zusanmienziehen  läßt.    Es  ist  aber  klar,  daß  eine  ge- 
seblossene  Linie,  längs  deren  sich  die  obere  Tndikatrix  einer  Mannigfaltigkeit 
xunkehrt,  diese  Eigenschaft  bei  stetiger  Variation  beibehält,  also  nicht  auf  ein 
^Klement   zusammengezogen   werden   kann.     Aus   diesem  Grunde  können  alle 
^^Mannigfaltigkeiten  3n  ^^^  Typus  der  Zellen  von  n  Dimensionen,  sowie  alle 
Sphärischen  Mannigfaltigkeiten  S^,  deren  Dimension  n  >>  1  ist,  nur  zweiseitig 
erscheinen.    Doch  gibt  es,  wenn  «  >  2  ist,  noch  andere  SK^")  von  dieser  Be- 
schaffenheit. 

Einfache  Beispiele  hierfür  können  wir  wieder  mittels  Multiplikation  leicht 

V>ilden.    Zunächst  bemerken  wir,  daß,  wenn  man  in  einem  Produkt  S  =  8t  *  93 

^inen  geschlossenen  Weg  w  mit  den  Komponenten  w^  und  w^,  hat,  welcher 

^urch  stetige  Variation  in  einen  Weg  w'  mit  den  Komponenten  Wa  und  wl, 

Xübergeht,  auch  tVa  in  Wa  und  Wb  in  wl,  stetig  übergeführt  werden  kann.    Es 

Xäßt  sich  aber  auch  unschwer  nachweisen,  daß  umgekehrt  zwei  Wege  n',  w' 

"von  S   stetig  ineinander  übergeführt  werden  können,   sobald  dies  bei  ihren 

^Komponenten  der  Fall  ist.^)    Insbesondere  folgt:  Läßt  sich  sowohl  auf  8t  wie 

«kuf  93  jeder  geschlossene  Weg  auf  ein  Element  zusammenziehen,  so  gilt  dasselbe 

:Kb-  ®  «-  8t  •  93.    Durch  Multiplikation  von  Zellen  mit  Sphären  imd  von  Sphären 

'dntereinander  kann  man  also  wieder  Mannigfaltigkeiten  bilden,  welche  nicht 

«inseitig  erscheinen  können.     (Solche  Mannigfaltigkeiten  werden  daher  auch 

^nrch  jeden  geschlossenen  Schnitt  oder  Querschnitt  zerstückt.)    Daß  man  so 

:ui  der  Tat  neue  Mannigfaltigkeiten  erhält,  ist  leicht  zu  sehen.    So  kann  z.  B. 

^e  Potenz  ftj^  fn  >  1)  keine  sphärische  Mannigfaltigkeit  sein ;  denn  nach  dem 
Satz  über  die  Charakteristik  eines  Produkts  beträgt  ihre  Charakteristik  2". 


1)  Beim  Beweise  braucht  man  eich  nur  auf  die  EigenBchaften  1.  bis  4.  (Ab- 
schnitt ni)  zu  stützen. 
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Beiträge  znr  Theorie  der  linearen  Differenzengleichnngen. 

Von  Georg  Wallenberg. 

I. 

Durch  Benutzung  einer  Methode,  welche  Hamburger  (J.  für  Math  123, 
343 — 346)  für  lineare  Differentialgleichungen  angewandt  hat,  können  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Lösungen  einer  homogenen  linearen  Differenzengleichung 
und  denen  ihrer  „Adjungierten^  (yergl.  Pincherle,  Mem.  d.  R.  Acc.  di  Bo- 
logna (4)  X,  526;  Bortolotti,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (5)  ö^,  349  ff.)  in  ein- 
fachster Weise  abgeleitet  werden. 

Es  sei 


(1) 


^y«)  =  y,+,  +^^^^«+,-1  +  •  •  •  +^'Jy, 


0 


die  Torgelegrte  Differenzengleichung  und  ^'^) ,  y**) ,  ■  •  ■  y^*'  ein  Fundamental- 

System  partikulSrer  Lösungen  derselben,  so  gel^n,  wenL  y,  die  allgemeine 
Lösung  von  (l)  ist,  die  Gleichungen: 


(2) 


•^     nif  x  +  1» 


i  Vx^n^i  =  c^t^'Un-i  +  <^%y^^l^n-x  +  •  •  •  +  ^«y^"xV«-i» 


worin  die  Cj^  „Konstanten",  d.  h.  periodische  Funktionen  von  der  Periode  1 
sind.    Löst  man  diese  Gleichungen  nach  den  „Eonstanten"  c^  auf,  so  erhftlt  man: 


(3) 


worm 


Cn  -  ^^>yx+  ^/"^yx+1  +  •  •  •  +  ^?"Vx+n-i  =  Qn(yx)^ 


r "    == 


ist,  wenn 


A 


^yx+i-i 


^x  -H  a  -  1    I 


(*,  i  =  l,  2,  ...,  ») 


gesetzt  wird;  A  ist  wegen  der  linearen  Unabhängigkeit  der  Lösungen  y^^\ 

y^^\  •  •  •  ^^"^  von  Null  verschieden  (Satz  von  C  asorati,  Rom.  Acc.  L.M.  6(1880)). 

Jede  der  Gleichimgen  (3)  stellt  eine  „erste  Lösung"  von  (l)  dar,  d.  h.  die 
Ausdrücke  Qj^ijfj^  nehmen  für  jede  Lösung  von  (l)  einen  „konstanten"  Wert 
an.     Daher  muß  die  Differenz 


A<?*CvJ  =  (?t(y,+i)  -  <?*(»J, 


(*  =  l,8,...i.), 
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die  fDr  jede  Lösong  von  (l)  verschwindet,  mit  i^y^)  ^^  '^^^  einen  Faktor 
flbereinstimmen,  and  da  der  Koeffizient  von  y,^,  in  ^Q^(y^  gleich  e^*^^  ist, 
so  ergibt  sich  AQM  -  «<;*\  P(yJ,  d.  h. 

(4)  ACr^'*)»,  +  «(**)y,+,  +••••  +  «^)y,+,_,) 

(itasl,  2,  .  .  .  n) 

Hieraus  erkennt  man,  daß  4*5.\,  4"+n  •  •  •  ^x+\»  wo  4"*^   =-  ^  ^-^^ — 

ist,  Multiplikatoren  von  (l)  sind.  Diese  sind  von  einander  linear  unabhängig; 
denn  w&re 

ai4»i)  +  a^e^^  +  •  •  •  +  «^4"''^  =  0, 

so  würde  man  durch  Addition  der  mit  den  „Konstanten'^  o^,  a,,  .  .  .  a^  der 
Reihe  nach  multiplizierten  Gleichungen  (3)  und  darauf  folgende  „Differenzie- 
rung" eine  Gleichung  von  der  Form 

(5)  0  =  3("y,  +  9(f)y,^,  +  •  •  •  +  g^r'^y,^,_,, 

gültig  für  alle  Lösungen  von  (1),  erhalten,  worin  die  q^^^  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden, da  die  Gleichungen  (3)  von  einander  unabhängig  sind.  Setzt  man 
nun  ^\  y^*\  .  .  .  ^*>  ^  y»?  ^^  erhält  man  aus  (5)  n  Gleichungen,  deren  Zu- 
sammenbestehen das  Verschwinden  von  A  zur  Folge  hätte,  gegen  die  Voraus- 
setzung, daß  f^^\  f^^\  ,  .  .  y(")  ein  -Fundamentalsystem  bilden. 

Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  yx^^x+i^  "   yx+n-i  ^^^  beiden 
Seiten  von  (4)  erhält  man: 

X  ■'^x      « + 1 ' 

I^H)       -g(*k)      =  j„(«  -  i)jf(»*) 

*  +  l  X  ■*  X  x+ 1  ' 

X  + 1  X  -'^X  X  -f  1  ' 


C6) 


(it=s  1,  2,  . .  .  n). 


*x  +  l  *x  ^x*x  +  l' 

gi^-n)  —  «(»it)    =  o(i)jr(»it) 

x  +  1  X  -''x   *r  +  l" 

Daraus  ergibt  sich  für  g^^k>  (A;  =  1,  2,  .  .  .  n)  die  zu  P(y,)  „adjungierte" 
Differenzengleichung : 

\' J   -^  \^x)       *x   '  -^x   *x-f-l    '  ^x     x  +  2    '  '  -t^x-f-n-»   x  +  w-l    '   ^x  +  n-l*x  +  n         ^' 

Die  anderen  z^^^  sind,  wie  ebenfalls  aus  (6)  hervorgeht,  mit  f^^^  durch 
die  Gleichungen 

(8)  sr;-'*  =  4«^)^  +l>i'!./;*Ui  +  •  •  •  +1^x1  l^x"*^      (*=!,»,. ..«-!) 

verbunden;  die  Differenzengleichungen  fCLr  t^^-^*^  gehören  also  mit  der  adjun- 
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gierten  Differenzengleichung  fOr  jP^"*^  zur  selben  Art  (vergl.  Ouldberg,  Verh. 

d.  3.  intemat.  Math.  Eongr.  Heidelberg  1904,  8.  161).  —  Setzt  man  in  (4) 
für  gf^^^\  z^J^^\  ,  ,  .  z^^-^k^  ihre  Ausdrücke  durch  «<J»*)  Bach  (8)  ein,  so  entsteht 

auf  der  linken  Seite  von  (4)  unter  dem  Zeichen  A  der  bilineare  Differenzen- 
ausdruck P(y^,  ^*0»  ^^ 

Hy..  O  -  ^.y.^n-i  +  (^-i+p^^liOy.^n-2 

ist.  Man  kann  nun  für  lineare  Differenzengleichungen  das  Analogon  der 
Lagrang  eschen  Beziehung  für  Differentialgleichungen  nach  einer  ähnlichen 
MeÜiode  ableiten,  wie  sie  Frobenius  (J.  für  Math.  76,  260)  für  den  Beweis 
dieser  Eelation  angewandt  hat:  Der  Ausdruck 

verschwindet  nach  (4)  für  z  ■=  js^"*^  (ä  =■  1,  2, .  .  .  n),  also  für  n  nach  Obigem 
linear  unabhäninge  Lösuni^en  der  Gleichung  P'(zS)  »  0:  dieser  Ausdruck  muß 
daher  .it  PX^Z^^)  b^auf  einen  Faktof  übirfnstiminen,  und  da  der  Koef- 
fizient  von  ^^^^+1  ^  jenem  Ausdruck  gleich  —  y^  ist,  so  besteht  die  idenÜsdie 
Gleichung 

AP^y.,  O  -  «,+iP(y.)  -  -  y.P'Cx-.+j) 

oder 

^x+i  P{yx)  -  yx^X^x-n+i)  -  AP(y,,  o  • 

Dies  ist  das  Analogon  der  Lagrangeschen  Beziehung.    Setzt  man  noch 

^x+i  =  "x  ^^  -P'(^x-»+i)  =  ^(^x+i)  =  ^W»  so  nimmt  die  Adjungierte 
die  Pincherlesche  Form  an: 

Setzt  man  femer  P(y^,  z^)  =  P{y^,  u^_^)  —  Q{y^,  uj,  sodaß 

n-l  n-k-l 

Qiyx^  «x)  -^yx  +  k^(P^''^^)x-.n+k  +  r  (P2»  =  r 

wird,  so  lautet  die  der  Lag  ran  gesehen  analoge  Beziehtmg: 

%P{yx)  -  yxH^x)  -  M(yx.  ti.). 

Aus  ihr  folgt  solort,  daß  umgekehrt  die  Lösungen  der  Gleichung  P(y^)  —  0 

Multiplikatoren  von  P{Uj^)  =  0  sind. 

Die  Gleichung  (4)  ermöglicht  endlich  auch  die  unmittelbare  Auflösung 
der  vollständigen  linearen  Differenzengleichung 

(9)  PiVs)  -  l>x 
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mittels  eines  Ftindamentalsystems  y^^\  y^\  . . .  y^^^  der  reduzierten  Gleichung 

P(y^)  »  0 .    Aus  (4)  und  (9)  folgen  n&mlich  fär  die  Lösungen  y^  von  (9)  die 
Gleichungen: 

<^-)y.  +  ^lf"'y,+,  +  •  •  •  +  4""^y.+._i  -  ^'^pU.- 

Multipliziert  man  diese  Gleichimgen  der  Beihe  nach  mit  y^*\  yj\  . . .  y^")  und 

addiert,    so    erhält   man   mit   Bücksicht   darauf,    daß   nach    der  Definition 
der  g^^k): 


(10) 


ist,  als  allgemeine  Lösung  von  (9): 

y«  -  y^'^i'x^"}?!  +  yi*'^i'.4ti  +  •  •  •  +  ^iT^^i'.'S'Ä  •' 

die  hierin  auftretenden  Summen  enthalten  noch  je  eine  willkürliche  additive 
„Konstante"  (periodische  Punktion  von  der  Periode  l).  Diese  Methode  führt 
schneller  zum  Ziel  als  die  Lagrangesche  Variation  der  Konstanten. 

n. 

1.  Iteration  homogener  linearer  DifTerenzengleiohiingen.^) 

Wird  ein  homogener  linearer  Differenzen ausdruck'nter  Ordnung 

P(y.)-p'^^y.^n  +  i>i'Vx+n.i  +  •  •  •  +P^:^y. 

iteriert,  d.  h.  mit  sich  selbst  komponiert,  so  entsteht  ein  homogener  linearer 
Differenzenausdruck  von  der  Ordnung  2w: 

derselbe  wird  befriedigt  durch  die  Lösungen  von  P(yJ  «  0  und  durch  die 
Lösungen  der  nicht  homogenen  linearen  Differenzengleichung  P(jßx)  ""  J*' 
1?,  eine  Lösung  von  P(yJ  =  0  ist.    Aus  der  letzteren  Gleichung  gebt  ^^^^^^ 
daß  das  Iterationsresultat  wesentiich  z.  B.  von  j)^»)  abhängt;  und  da  man  durcn 
Multiplikation  der  Gleichung  P(>J  «  0  mit  einer  wiUkürUchen  ^^^^°^^ 
X  diesem  Koeffizienten  jeden  beliebigen  Wert  geben  kann,  so  ^®   3/.^  ^™ 
die  (ein-  oder  mehrmalige)  Iteration  einer  homogenen   linearen   l>i  ^^ 
gleichung  eine  unendliche  Menge  von  Differenzengleichungen,   'welcne 
ursprünglichen  sämtliche  Lösungen  gemeinsam  haben. 

1)  Über  die  entsprechenden  Untersuchungen  für  Difierentialgleichungen  vergl. 
A.  Gutzmer,  Sitzungsber.  der  kgi.  böhm.  Ges.  d.  Wissenscb.  189«,  o*     **  • 
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Wir  wfthlen  nun  als  Ausgangsgleichting  eine  Differenzengleichimg  erster 
Ordnung:  P(y,)  =.,y.,,  -  ^,y.  =  0 

und  iterieren  sie  n-mal;  die  dadarch  entstehende  Differenzengleichong  nter 
Ordnung  P"{yj^  =  0  besitzt    zunächst    eine    Lösung  von     '"^    —  — ,    also 

^X  X 

y,  =  TT 7^  ""  '^x^'  ^®"^®^  ®"*®  Lösung  von  s^y^^^  —  t^y^  =  ff^\  also: 
femer  eine  Lösung  von  s^y^    ^  —  ^x^*  '^  ^?^  *^^^' 

(2)  (1)  "^i 

u.  s.  f.    Die  Dififerenzengleichung  JP"(y^)  «  0  besitzt  also  die  Lösungen: 


1/    =-  M  ^  -^ =,  tj^i)  ^  A  «  ^(8). 


'•."  -  nfc:-  *  -  <"  2'  t- «'  -  #  [2'i]' 


•» 


'»L"'='»lf^[2Tj 


l-|n-l 


von  denen  man  leicht  zeigen  kann,  daß  sie  von  einander  linear  unabhängig  sind. 
Wählt  man  ^^  ■—  1,  so  werden  diese  Lösungen: 

„(*)  =  „W  V  '"(^  -  ^)  -  „(1)  a;(a;-l)(x-8)  ,,)        ,i)  a;(x-l)-(a;-n  +  2) 

''«''»  ^         2  ^»  8!  >•••)'/,        »J,  (n— 1)1  ' 

aus  ihnen  ergeben  sich  durch  geeignete  lineare  Verbindungen  folgende  Lösungen: 

j^'  - 1\  y?^  =  i'>  •  *'  yi"  -  i"  •  ^'  (~  2i,(f)  +  t»)),...,y<-'  =  ij?>  •  =r-'. 

Die  Differenzengleichimg  P"(y<p)  =«  0  geht  daher  in  diesem  Falle  durch 
die  Transformation 


^x  ix      X         II   8^^^        ' 


in  diejenige  Differenzengleichung  über,  welche  die  Lösimgen  1,  o?,  a:*, .  ..ar"~* 
besitzt,  d.  h.  in  eine  Differenzengleichung  mit  konstanten  Koeffizienten,  die  man 
symbolisch  folgendermaßen  schreiben  kann: 

AX  =  («,  -  1)"  =  0; 

1)  Das  Quadrat  ist  symbolisch  aufzufassen. 
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darin  ist  t*^+^  an  Stelle  von  «*  (ä  «  0,  1,  2, .  .  .  n)  zu  setzen.  Zwischen  den 
Lösungen  y<f)  von  P^(yJ  —  0  bestehen  n  —  2  homogene  quadratische  Re- 
lationen: 

yr  -  Jd*  -  *y/ + *'  =  0  (*=»,....,- 1). 

Wir  wollen  nun   untersuchen,  wann  eine   Differenzengleichung  zweiter 
Ordnung 

Px^^  +  QxVx^l  +  ^xVx  -  0  (i>x=l) 

durch  Iteration  aus  einer  Differenzengleichung  erster  Ordnung 

«ar^x  +  l  -  hVx  -=  0 

hervorgeht;  es  ist: 
es  muß  daher  sein: 

*X+1  *«*X  +  1 

Setzt  man^  « ti,,  also  /^  =  u^^^,  so  wird      '     +  Wx  +  i  =  —  ^x, 
e^  *x 

—  u^  =  r^,  also  durch  Elimination  von     -*    : 

+1  *i+i 

«x«x+i  +  9;t«»  +  »-x  =  0; 

^X  +  1 

tzt  man  femer  ti^  = ,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

X 

«^x+e  +  ^x^'x+i  +  '-x^'x^O, 
^^^elche  mit  der  vorgelegten  Gleichung  identisch  ist.    Aus  t^  ==*  ^x'^x^ — ^^'x'^'** 

*x  +  l 

^:rgibt  sich 


^x  +  1 

^arin  ist  «j^  =» ,  wo  i/^  eine  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung  zweiter 

^x 

Ordnung  bedeutet.  Wir  sehen  also,  daß  die  Koeffizienten  q^  und  r^  gar 
keiner  Beschränkung  unterworfen  sind,  und  können  den  Satz  aussprechen: 
^ede  beliebige  homogene  lineare  Differenzengleichung  zweiter  Ordnung  Jcann  als 
JtercUion  einer  homogenen  linearen  Differenzengleicfiung  erster  Ordnung  darge- 
stellt werden. 

Durch  Koeffizientenabzählung  erkennt  man,  daß  diese  Eigenschaft  auf 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  beschränkt  ist;  für  Gleichungen  höherer  als 
zweiter  Ordnung,  welche  Iterationen  von  Gleichungen  niedrigerer  Ordnung 
sind,  müssen  zwischen  den  Koeffizienten  stets  Bedingungsgleichungen  be- 
stehen. 
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Da  die  homogene  lineare  Differenzengleichtmg  zweiter  Ordnung  sich  stets 
als  Iteration  einer  Differenzengleichung  erster  Ordnung  auffassen  Iftßt,  so  haben 
ihre  Lösungen  nach  Obigem  die  Form 

Dies  ergibt  sich  auch  auf  folgende  Weise:  Bekanntlich  ist 
also 


und  daher 

2.  NormalfoTm.    Setzt  man  in  der  Differenzengleichung  zweiter  Ordnung 
Uj^=  Qg^y^fl  so  erhält  man 


^x  +  2  ^x  +  2 


Wählt  man  nun 


''^'  ^  P,  also  ^  ^  P,_,  (d.  h.  ^,-/ZP,.,),  ¥-  =  ^x-ii^x, 


so  nimmt  die  Gleichung  (A)  die  Gestalt  an: 


yx+i    ^x+i  ~T"  p     p 


X 


0; 


setzt  man  noch  ^ p  =»  q^  so  erhält  man  die  Normalform: 

-^x  - 1  -^x 

J)er  Ausdruck  (/^  =*  p p-  ist  eine  Invariante  für  alle  Differenzengleichungen, 

X  —  1       X 

die  aus  (B)  durch  eine  Transformation  u^  =  q^y^  hervorgehen. 

8.  Die  Differenzengleiobmig  dritter  Ordnnng,  welcher  der  Quotient 
je  zweier  Fundamentallösungen  einer  homogenen  linearen  Differensen- 
gleiohnng  zweiter  Ordnung  genügt. 

Wir  gehen  von  der  Normal  form  aus: 

(1)  yx+2-^x+i  +  ^xyx  =  0 

und    setzen    den   Quotienten    zweier  Fundamentallösungen     .^.  =  rj^.     Wird 

^x 
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^«)  o.  ly^y^*)  in  (1)  eingesetzt,  so  erhält  man,  da  auch  y^^^  der  Gleichung  (1) 
genügt:  .^^ 

yi+i        %+2—% 


also: 


1/(1)  ^'«         —  n 


y«  +  2  ^x  +  S^^ar  +  l 

"ö) ^'+1 ' 


und  daher  mit  Berücksichtigung  von  (l): 

Vx  +  l  «xC'ix  +  S-^x  +  s) 


y?^  ^x  +  8  —  "^x  +  a  —  «x  +  l(^x  +  8  —  "^x  +  l) 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke  für  —rrr  ergibt  sich  dann  für  17^ 
die  gesuchte  Differenzengleichung  dritter  Ordnung: 

sie  ist  das  Analogon  der  Schwarzsehen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 
Oeht  man  von  der  allgemeinen  Gleichung  zweiter  Ordnung 

yx+s--Pxyx+i  +  -Rxyx=-o 

Q 

aus,  so  tritt  nach  Nr.  2  an  Stelle  von  g^ .  ^  der  invariante  Ausdruck  p  '^ —  • 

-^x-^r  +  l 

Die  Form  der  Gleichung  (2)  läßt  unmittelbar  erkennen,  daß,  wenn  nf^^  eine 
Partikularlösimg  derselben  ist,  die  allgemeine  Lösung  lautet: 

(3)  nx  =^     ,  .  (ly » 

r  +  ^^x 

worin  a,  /3,  ^,  d  willkürliche  „Konstanten^'  sind;  denn  auf  der  linken  Seite 
von  (2)  steht  das  anharmonische  Doppel  Verhältnis  (1?^^,  ij^+n  ^x+»?  ^/x+s)» 
welches  durch  die  Substitution  (3)  ungeändert  bleibt. 

4.  Die  homogene  lineare  DifTerenseng^eiobiing  dritter  Ordnung, 
der  die  Produkte  je  zweier  Lösungen  einer  homogenen  linearen 
Differenseng^eiohung  zweiter  Ordnung  genügen. 

Wir  gehen  wieder  aus  von  der  Normalform 

QiVx)  =  yx+f  -  Vx^i  +  ^xS^x"  ö. 

Multipliziert  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach  mit  y^  Vx^v 
tßx-k-t  ^^^  ^^izt  ^x  =*  ^x)  ^^  erhält  man  nach  Elimination  von  p^y^^^  aus  den 
drei  so  entstehenden  Gleichungen: 

^x^x  +  l  -  2^K  +  i  -  ^x^%  +  9>x)» 
^x  +  l^x  +  S  =  Wx^l  +  «x  +  2  -  ?>x)^ 
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und  daraus  die  gesuchte  Differenzengleichung  dritter  Ordnung: 

(i)P(uJ  =  u,+,  +  (g,+i~i)ti,+,-g;,+i(g,+i-i)t*,+i-gJg,+it*.=  0. 

Sie  besitzt  jedenÜEdls  die  Lösungen  f^^^\  y^^^'  und  (y^^^  +  y?0'i  ^^^^  tf^g^  ^^^ 
y^^)  Fundamentallösungen  von  Q(y^=  0  sind,  also  als  allgemeine  Lösung: 

Es  besteht  noch  die  bemerkenswerte  identische  Relation: 
worin 

Qi(y*) = yar+2  +  y,+i  —  g^y«,    Q^iy^) = y,+,  -  y,+i  -  ^«y« 

ist;  durch  sie  wird  in  Evidenz  gesetzt,  daß  P(u^—  0  durch  u^=  yj,  wo  y, 
eine  Lösung  von  ^(y,)  =  0  ist,  befriedigt  wird.  —  Zwischen  den  drei  Funda- 
mentallösungen t*(*)  =  y^^)',  le^*)  =  y^^^y^^\  uf^"^  —  y(2)*  besteht  die  homogene 

quadratische  Belation: 

u(8)«-w(l)u(»)=0. 

X  XX 

Besteht  umgekehrt  zwisdien  drei  FundamentaUösungen  v^^\  v^^\  v^^^  einer 

homogenen  Unearen  Differenzengleichung  dritter  Ordnung  Ii{v^)  =  0  mit  ra^ 
ncUen  Koeffizienten  die  BelaUon 

t;(2)«-.t;(l)|;(«)«0, 
X  XX  ' 

80  laß  sidi  zeigen,  daß  ihr  die  Produkte  zweier  Lösungen  einer  homogenen 
linearen  JDifferenzengleichu/ng  zweiter  Ordnung  genügen,  deren  Koeffizienten 
Quadratwurzeln  rationaler  Funktionen  sind. 

Zu  der  gegebenen  Gleichung  i2(t;^)=0  gehört  nämlich^)  eine  Unter- 
gruppe 6r  der  allgemeinen  homogenen  linearen  Gruppe  in  drei  Veränderlichen, 
die  sogenannte  Rationalitätsgruppe  mit  folgender  Doppeleigenschaft:  1.  Jede 
rationale  Funktion  V  der  Lösimgen  v^^\  v^^\  v^'^  und  ihrer  sukzessiven  Werte 

deren  „numerischer^^  Wert  rational  (d.  h.  hier  eine  rationale  Funktion  von  x) 
ist,  gestattet  numerisch  alle  Transformationen  von  Q  (deren  Determinante 
übrigens  nicht  verschwindet).  2.  Jede  Funktion  F,  die  numerisch  alle  Trans- 
formationen von  G  gestattet,  hat  einen  rationalen  numerischen  Wert.  —  Die 
rationale  Funktion  v^*)'—  v^'^H^^^  hat  nun  den  rationalen  Wert  0,  bleibt  also 

XXX 

bei  allen  Transformationen  der  Rationalitätsgmppe  von  B{y^  »  0  numerisch 
ungeändert,  d.  h.  es  ist  auch 

ü(«)«__i;(i)ij(8)^0, 

X  XX  ' 

wo 

(2)  vW  =  aj,v^)  +  aj^vf  +  a^vf  (t  =  i, »,  s) 

ist;  darin  bedeutet  (a^^J  irgend  eine  Transformation  der  Rationalitätsgmppe, 
und  es  ist 

(3)  |a*il  +  0  (*,  .•  =  1.  »,  8). 
1)  Guldberg,  1.  c.  u.  C.  R.  187,  639. 
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Man  kann  daher  setzen: 


Aus  (2)  und  (4)  folgt: 

«fl  +  ««.»Jx  +  a«.»2l  «81  +  «8,^X  +  «8.»?| 


(5) 


«n  +  «i.^x  +  «n»32        «Ji  +  «i.^Jx  +  «i.»?! 


Sind  die  aj^^  wirkliche  Eonstanten,  so  muß  diese  Gleichung  eine  Identität  sein, 
da  sich  sonst  ?j^  daraus  als  Konstante  ergäbe  gegen  die  Voraussetzung,  daß 
^x^>  ^'x^y  ^'x^  ®^  Fundamentalsystem  bilden.^)  Es  kann  auch  wegen  (3)  nicht 
«jj.  =  ca^.(l  +  fi?  t  =  1,  2,  3)  sein.  Daher  muß  sich  in  (5)  links  und  rechts 
ein  linearer  Faktor  in  rj^  fortheben,  d.  h.  es  muß  sein:* 

%  =  7+^^  («'  ?'  y»  ^  Konstanten). 
Folglich  ist 

(^x»  ^x  +  l?   Vx  +  t'  ^x  +  s)  ==  {nx>  ^x  +  n   ^x  +  2»  ^x  +  s)? 

wenn  (r^j^,  >?x+i'  ^x+S'  ^x+s)  ^*^  anharmonische  Doppelverhältnis  der  4  Größen 
^x'  ^x+u  ^^x+8'  ^x+8  bedeutet: 

/  \         ^x  4-  3  "~  ^x  -H  2    ^x  "^  ^x  +  9 

Wx»  ^^x+1»  ^x+2'  ^xJfZ)"^  ;,        __-,        "i^  _-,        ' 

^x  +  8        ^x  +  l     ^*        ^x  +  1 

Dieses  Doppelverhältnis  ist  aber  eine  rationale  Funktion  der  Lösungen  t;^^^^ 
i;(«)   i;(3)  ,uid  ihrer  sukzessiven  Werte,  muß  also,   da  diese  bei  allen  Traaf' 

X    '        X  '  ' 

formationen  der  Eationalitätsgruppe  von  Ii{v^  =  0  ungeändert  bleibt, 
rationale  Funktion  von  x  sein: 

i*ix>   Vx  +  V   ^x  +  2»  ^x  +  s)"  ^x  +  i; 

daher  ist  rj^  nach  Nr.  3  der  Quotient  zweier  Fundamentallösungen  ^^\  ff^ 
homogenen  linearen  Differenzengleichung  zweiter  Ordnimg 

(6)  yx  +  2-i/x  +  i  +  ^x2^x=0. 

Aus 

folgt  nun: 

die  Differenzengleichung  B(Vj^  =  0  geht  daher  aus  (1)  . .  * 
Transformation  i'x'^  Qx^x  hervor;   wegen  der  Rationalüit 

von  Ii(Vj^)  =  0   und   von  (6)  bezw.  (l)  muß 


r*»*r.' 


1)  Über  eine  ähnliche  Schlußweise  für  Differenti 
kränz,  Dias.  Halle,  1890. 
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von  X  sein.  Setzt  man  andererseits  in  Gleichung  (6)  f^x'^vQgifxt  ^^  erhält 
man  diejenige  homogene  lineare  Differenzengleichtmg  zweiter  Chrdnnng,  von 
welcher  die  Produkte  je  zweier  Lösimgen  der  vorgelegten  Gleichung  B(Vj^  *—  0 
genügen;  ihre  Koeffizienten  sind  in  der  Tat  Quadratwurzeln  rationaler  Funktionen 
(Koeffizient  von  jer^^i  gleich  1). 

Sind  dagegen  die  a^^  nicht  wirkliche  Konstanten,  sondern  periodische 
Funktionen  von  der  Periode  1,  so  braucht  die  Gleichung  (5)  keine  Identität 
zu  sein;  es  ergibt  sich  dann  i}^  aus  (5)  als  Wurzel  einer  Gleichung  vierten 
Grades,  also  als  periodische  Funktion,  deren  Periode  höchstens  4  ist.^)  —  Ist 
erstens  ij^  eine  periodische  Funktion  von  der  Periode  4,  so  ist  auch  i^  eine 
solche  (deren  Periode  sich  ev.  auf  2  reduzieren  kann);  die  Differenzengleichung 

besitzt  die  drei  Fundamentallösungen  t;^^^),  t^^^^i^  und  v^^^rilj  ^^^  ^^  ^^  ^^^ 
Differenzengleichung  v^^^ (iT*^*  ^  ^'  deren  allgenieine  Lösung  die  Form  a^v^^^ 


«i 


hat,  wo  a>2  eine  beliebige  periodische  Funktion  von  der  Periode  4  ist,  ilune 
sämtlichen  Lösungen  gemeinsam,  d.  h.  es  ist,  wenn     .-.   =-  s,  gesetzt  wird: 


X 


Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  folgt: 

l'i'U-'-.-0,i,W,-r^W-0,pW,-r^W-0, 

also: 

pW  =  pWpW  ^ ,  p(.)  _  pWpW  ^pW_  , . 

Die  Gleichung  B(v^)  «=  0  geht  daher  durch  die  Transformation  v^  —  IiPgL% 
über  in: 

«x  +  8  +  «**  +  »  +  W,  +  i  +  W,  -  0 

mit  den  Fundamentallösungen 


zwischen  denen  die  Relation  ti^*^*  —  u^^^u^^^  =  0  besteht;  ihr  genügen  die  Pro- 
dukte je  zweier  Lösimgen  der  homogenen  linearen  Differenzengleichung  zweiter 
Ordnung 

^^x^i  -  «Y-'w'x  +  i  -  «'x-'  0»), 

1)  Ist  0)^  Wurzel  einer  Gleichung  n-ten  Grades,  deren  Koeffizienten  periodiiche 
Funktionen  von  der  Periode  1  sind,  so  sind  auch  o^^i,  ^x  +  v  •••  **'x-m  W^^***^ 
dieser  Gleichung;    also    muß   cö^^|.  =  w^  . /(^*^w,  ?<[n)  sein;    d.  h.  »^  beiitit 

höchstens  die  Periode  «. 

2)  Vgl.  S.  62  GL  (6);  c=  —  1. 
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also  der  Gleichung  Ii{vJ  =  0  die  Produkte  je  zweier  Lösungen  der  Gleichung 

Ist  zweitens  17^  eine  periodische  Funktion  von  der  Periode  3,  so  ist  auch  rjl 
eine  solche^);  die  drei  Fundamentallösungen  v^^\  ^^^^Vx^  ^'x^^*  ^®'"  Gleichung 

jR(t;^)  =  0  genügen  sämtlich  der  Gleichung  v^^^ ^^  v^  =  0,  d.  h.  es  muß 

pa)  ^  p{%)  =.  0,  pf  =-  —  -^  sein.    Die  Gleichung  R{y^  =  0  lautet  also  in 
diesem  Falle 


x  +  8 


ini  Ani 


obwohl  zwischen  ihren  Lösungen  v^'^\  t?^*^  =  v^^^e  *    ,  v^*^  =  v^'^^e  •     die  Rela- 

tion  t?^*^*  —  i;(^i)t;^*)  =  0  besteht,  genügen  ihr  i.  a.  nicht  die  Produkte  je  zweier 

Lösungen  einer  homogenen  linearen  Differenzengleichung  zweiter  Ordnimg, 
deren  Koeffizienten  Quadratwurzeln  rationaler  Funktionen  sind;  die  Gleichung 
ist  aber  in  diesem  Falle  Iceme  eigentliche  Differenzengleichung  dritter  Ordnung, 

Bondem  erster  Ordnung  mit  der  Differenz  3. 

Ist  endlich  drittens  17^  eine  periodische  Fimktion  von  der  Periode  2,  also 

^ncb  tj*  (und  zwar  darf  i^|  sich  niclit  auf  eüie  ,JKonstante''  reduzieren,  da  v^^^ 

Txnd  v^^^  «=  v^'^^ri^  Fundamentallösungen  sind),  so  besteht  zwischen  den  drei 

HfÖstmgen  1,  1^^  lyj  der  Differenzengleichung  zweiter  Ordnung  y^p+j  —  Vx'^  ^ 
-^ine  homogene  lineare  Relation  mit  „konstanten^^  Koeffizienten,  also  auch 
"^.Tvischen  v^^\  v^^^  —  v^^^t]  ,  v^^^  =-  v^^^iy*,  gegen  die  Voraussetzung,  daß  v^^\  v^^^ 

-«^(3)  Fundamentallösimgen  von  B{y  )  ^a  0  sind.   Aus  demselben  Grunde  darf  sich 

^neh  nicht  17^  selber  auf  eine  „Konstante^\  d.  h.  auf  eine  periodische  Funktion 
"v^on  der  Periode  1  reduzieren;  es  muß  dann  also  Gleichung  (5)  eine  Identität 
^ein,  und  es  gelten  die  oben  daraus  gezogenen  Schlüsse. 

5.  Die  homogene  lineare  Differenzengleiohnng  dritter  Ordnnng, 
"^^elolie  nach  einer  Transformation  y^^  9a,^ap  ^^^^  selbst  adjungiert  ist. 

Die  vorgelegte  Differenzengleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  sei 

<X)  Vx^z  +  PxPx-^i  +  QxVx^-i  +  ^xVx  =  0; 

^eselbe  geht  durch  die  Transformation  y^  ==  ^^ä;^  über  iu: 

<2)  ^x^-Z+Pz-—^x^i+Qxl ^x  +  l+^x^  — ^x  =  0. 

^x-f-8  *^x  +  8  ^x+8 

Die  Adjungierte  von  (l)  (vgl.  S.  51,  Gl.  (7))  lautet: 

(3)  ^x+«^x+8  +  ^x+i^x+a  +  i>x^x+i  +  ^x  =  ö- 

Sollen  die  Gleichlingen  (2)  und  (3)  identisch  sein,  so  muß: 

/.N  ^x+2         «x+l  Px  +  l  Px  ^x  ^ 

\V  Pxl ;: 1  ^Xß Ir »  ^xl — -  ="  r — I 

^x  +  3         *^x+8  ^«+8         ^x+%  ^«  +  8         ^x+» 


1)  Es  kommen  nur  ganzzahlige  Perioden  in  Betracht. 

Sitrangiberlohte  d.  BerL  Math.  Ges.  VXL  6 
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sein.    Aus  den  Gleichungen  (4)  ergibt  sich  sukzessive: 

andererseits: 


r^r 


Px+8         ^ar+3    ^x  +  2    ^«  +  1         ö'x  +  i^^r  +  J    «xö'x  +  l    5',-i4r 


Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  für  r^x^^  ^  ,  ergibt  sich  —     ■»-  -  *     , 

H.X  Px 

also  ö';^  =  —  ^i'x-ii'«»  ^^  ^  ®^®  willkürliche  Konstante  ist  (und  zwar  eine 
wirkliche  Eonstante,  da  n  .Y .p^  und  g^  rationale  Funktionen  von  x  sind); 
fem  er  « 


r. 


endlich  noch  -^^^  ==  c^p^-iPafl  also  Qx^  ^H^Px-zPx-v  ^^  Gleichung  (l) 

^«  

geht  daher  durch  die  Transformation  Vx'^TIPx^t  *  ^x  ^^^  ^°  ^^  Differenzen- 
gleichung mit  konstanten  Koeffizienten: 

(5)  w,+5  +  t*,+,  -  Ctt,+i  -  c«t*,  -  0. 

Die  charakteristische  Gleichimg 

a»  +  a»  —  c«  -  c»  -  (a  -  c)(a*  +(c  +  l)a  +  c^  -  0 
besitzt  die  Wurzeln 

«1. ,  -  -  -V*  ±  iVT+  2c  -  3c»,  «,  -  c;     («1 . «,  -  c«). 

Die  Lösungen  von  (5)  lauten  daher:  u^^^  =  aj,  u^*)  =  aj,  u^*)  =»  c*;  zwischen^ 
denselben  besteht  die  Relation 

t^(8)«_t^(l)u(»)=-0. 

X  XX 

Folglich  genügen  nach  Nr.  4  der  Gleichung  (5)  die  Produkte  je  zweier  Lösung^t:^ 
der  Differenzengleichung  zweiter  Ordnung 


mit  den  Fundamentallösungen  t;^^^=«]/ai',  t;^*^«=}^^,  also  der  Gleichung  (l) 
die  Produkte  je  zweier  Lösungen  der  Differenzengleichung  zweiter  Ordnung 


(7)  '«'x+2  -V<^  -  1  VVx-l  ^x+i  +  cVPx^iPx^i^x'-  Ö- 

Die  charakteristische  Gleichung  hat  gleiche  Wurzeln,  wenn  1  -f  2c  —  3c* 
^  (l  —  c)(l  +  3c)  =»  0,  also  c  =  1  oder  c  =*  —  ~  ist;  ist  c  =*  —  j,  so  ist 
«j  =  «j  —  Wg  =  —  |;  die  Gleichung  (5)   hat  in  diesem  Falle  die  Lösungen 
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uW  =  (—  1)*,  uW  -  (-  D'a;,  t*W  -  (-  |)*a;*,  zwischen  denen  die  Relation 

tiW*  —  tt^*)wW  »  0  besteht.  Ist  dagegen  c  ==  1,  so  ist  «^  =  ofj  «=»  —  1,  a,  «=»  1 ; 

zwischen  den  Lösnngen  u^^^  =  e^'',  w^*)  =*  e^'*a:,  w^')  =  c*''**  der  Gleichung  (5) 

besteht  in  diesem  Falle  keine  Relation  der  obigen  Form.  Die  Gleichung  (5) 
hat  hier  die  Gestalt 

Aus  der  Definition  der  „Adjungierten^^  folgt,  daß  stets  zwischen  den  Fondamental- 
lösnngen  einer  sich  selbst  (nach  einer  homogenen  linearen  Transformation)  ad- 
jungierten  Differenzengleichung  eine  quadratische  Relation  bestehen  muß  (vgl. 
S.  53,  Gl.  (10)  f&r  f  »  n);  auch  in  diesem  Falle  besteht  eine  solche:  dieselbe 
nimmt  aber  hier  die  besondere  Form  an: 

u(8)«  -  e'^^'ti^i)*  ==  0,  d.  h.  u(8)  =  c^''w(i) , 

X  X  ^  X  X      ' 

worin  e*'*  als  periodische  Funktion  von  der  Periode  2  keine  ,JKonstante"  ist.  — 
Diese  üntersuchimg  läßt  sich  auf  Differenzengleichungen  n^'  Ordnung  aus- 
dehnen. 


Einige  Anfgaben  ans  meinen  Obnngsstnnden. 

Von  E.  Lampe. 

Als  eine  Pflicht  meiner  Lehrertfttigkeit  habe  ich  es  immer  betrachtet,  für 
meine  Übungsstunden  entweder  neue  Aufgaben  zu  bilden,  oder  bei  alten  Auf- 
gaben neue,  wenig  beachtete  Seiten  der  Betrachtung  zu  unterbreiten.  Da  ich 
hoffe,  daß  auch  andere  Lehrer  ähnliche  Neigungen  haben,  gebe  ich  im  folgen- 
den die  Behandlung  einiger  derartiger  Fragen.  Obwohl  somit  vielleicht  einiges 
Neue  inbezug  auf  die  behandelten  Gegenstände  geboten  wird,  lege  ich  darauf 
keinen  besonderen  Wert  Ich  möchte  nur  zeigen,  auf  welche  Weise  ich  es  ver- 
suche, gleich  beim  Beginn  des  Studiums  auf  der  Hochschule  die  Lust  am  selbst- 
st&ndigen  Arbeiten  zu  wecken. 

I.  Zur  Einleihmg  in  die  LeJire  vom  Kriimmungskreise  oder  überhaupt 
zur  elementaren  Behandlung  dieser  Lehre  sind  vor  allem  solche  Kurven  ge- 
eignet, deren  Koordinaten  sich  rational  durch  einen  variablen  Parameter  aus- 
drücken lassen.  Unter  den  dem  Anfänger  bekannten  Kurven  ist  in  erster  Linie 
die  Parabel  zu  nennen,  sodann  die  gleichseitige  Hyperbel.  Die  Parameterdar- 
stellungen der  Koordinaten  von  Ellipse  imd  Hyperbel 

2t  1  —  **  ^ 

^^  l+t«  2t     ^ 

können  zwar  auch  benutzt  werden,  dürften  aber  am  Anfange  der  analytischen 
Greometrie  zimächst  fremdartig  erscheinen. 

Als  Regel  für  Aufgaben  über  die  Parabel  y^  »=  2p  x  ist  festgehalten,  daß 
die  Abszissen  x  der  Parabelpunkte  durch  die  Ordinaten  y  ausgedrückt  werden: 

x^y^/2p, 

6* 
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1.  Den  Schnittpunkt  S{^^  tj)  der  Normalen  der  Parabel  y^  =»  2px  in  den 
Punkten  Pi(x^^  Pi)  und  ^^(xg,  y^)  zu  finden. 

Für  ^1  »  ^1  gehen  § ,  7}  in  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelponktes  M 
von  Pi  über:  | -i>  +  3x„  t,  -  -  yj/;,*. 

A.nmerkung.    a)  Die  Normale  in  P^  schneide  die  Direktrix  der  Parabel 
in  Pj  mit  den  Koordinaten  fl?g,  ^j  so  ist  fl?g  =»  —  ji?,  ^j  =  |yj  +  ^^,  also 


s 


Pji  j  —     -2p*~    ~  «  ^^1  8  ^'   wo  /^  =  ^^ 

der  Krümmungsradius  in  P^  ist. 

b)  Die  Normale  inPj  schneide  die  Parabel  zum  zweiten  Male  in  P2(X|,  ^^\ 

so    ist  o««  -.«      1  ^  ^  /  *,»v8 

2  -  ,—  r- 

«  =  i;i(y?  +!>*)' ,  Min.  «  =  3p  }/3  für  a;,  - 1>, yi  -  p  vT 
Der  Ort  des  Schnittpunktes  der  Tangenten  in  P^  und  P^  ist 

2.  Den  Mittelpunkt  ilf  (£,  tj)  des  Kreises  zu  bestimmen,  der  durch  die 
drei  Punkte  Pi{x^,  y,),  Pt(p^%j  y^,  -^3(^8»  Vi)  ^^^  Parabel  y*  =  2i?x  geht. 

S  =  p  +  4^  (yj  +  yj  +  3^  +  ^2%  +  yss^i  +  yi^i)) 
^  =  -  ep  (%  +  s^s)  (^8  +  ydijfi  +  s^i)- 

Bücken  die  drei  Punkte  in  einen  Punkt  P^  zusammen,  so  werden  |,  ^ 
die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  von  P^: 

3.  Den  Radius  des  Kreises  zu  finden,  der  durch  die  drei  Punkte  P^^F^^P^ 
der  Parabel  geht. 

Man  bestimme  die  Seiten  und  den  Inhalt  J  des  Dreiecks  P^P^P^: 

PiP,  =  ^^'  V^p*  +  {yi  +  v,y  usw, 
^  -  4^  (^2  -  %)  (y»  -  yi)  (»1  -  Vi)  ■ 

Nach  der  bekannten  Formel  11  =  abc/AJ  ergibt  sich  dann  das  Quadrat 
des  gesuchten  Radius: 
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Für  2/i  ■»  ^2  ~  ^9  fl^o^^  hieraus  der  bekannte  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius 8^ 

Der  Wert  der  Betrachtungen  dieser  drei  Aufgaben  sowie  der  entsprechen- 
den, nachfolgenden  über  die  gleichseitige  Hyperbel  liegt  darin,  daß  die  Formeln 
far  den  Krümmungskreis  durch  das  Zusammenrücken  vorher  getrennter  Punkte 
ans  den  ersten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  zwanglos  folgen. 

4.  Den  Schnittpunkt  ^(1,1^)  der  Normalen  der  gleichseitigen  Hyperbel 
xy  =  m^  in  den  Punkten  Pj  (x^ ,  y^)  und  Pj  (xg  ?  %)  ^u  finden. 

fn*  +  XiX^  {x\  +  ^1  ^1  +  ^I)       ViVi  +  ^i  +  ^^  +  ^l 


1  = 


fljj  X^  (Xj  -f-  Xf)  ^1  "T"  ^ 

»»*  +  yiyj(y?  +  yiy«  +  yi)  _  a^^  +  y?  +  yiyi  +  vi 


'  yiyt(yi+yi)  yi+y« 

Fallen  P^  und  P^  zusammen,  so  gehen  ^  und  r}  in  die  Koordinaten  des 
Erümmungsmittelpunktes  M  über: 


m*     .    •  ,  a;? 


«  =  -^^4-1«/    =:J-riJ_8 

^      2y;  ^  2^1      *  yi      *^^' 

Der  Krümmimgsradius  B  =^  P^M  folgt  aus 

Anmerkung.    Die  Normale  in  P^  schneide  die  Hyperbel  zum  zweiten 
Male  in  Pj,  wo 

«i  -  -  |,  y»  =  -  f;  daher  P,P,  =  ^l  =  2i?. 

5.  Den  Mittelpunkt  M{^,ri)  des  Umkreises  des  Dreiecks  P^P^P^  zu  finden, 
dessen  Ecken  P^ ,  Pj ,  Pj  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  xy  =  w*  liegen. 


m* 


^  =  2^^^^+J(^l  +  ^«+^»)' 


w* 


'''°2]^r^  +  i(yi+2'«+y»)- 


Für  yi  =="  ^2  ~  i^s  folgen  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  M 

^  '"      _\_    3  ^      _i     S 


wie  in  5.:  *^    ■    s  _  ü^ 

2x;+  2-^i'^""2y» 


6.  Den  ümkreisradius  R  des  Dreiecks  P^P^P^  zu  finden,  dessen  Ecken 
Pj,  Pj,  Pj  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  xy  —  m*  liegen. 

P,P,  -  ^^^  Vm*T^[4  usw., 

M    W(/|    •*/•  ■''• 

7^2  «  (^^  +  ^i^S)  (^*  4-  a;|a;f)  (m*  +  x\xl)  ^ 
"^  4m*a?}a;Ja;| 
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Für  rr^  «  rcj  1—  a:^  wird  das  Quadrat  des  Krümmungsradius  B: 


iL 

2  m* 


7.  Von  einem  Punkte  Pq  zieht  man  die  drei  Normalen  PqPu  P^Pf,  ^o^$ 
an  die  Parabel  ^'  —  2px.    Den  Umkreis  des  Dreiecks  P^P^P^  zu  untersuchen. 

Die  Ordinaten  der  drei  Fußpunkte  P^,  P|,  P,  der  Normalen  bestimmen 
sich  aus  der  Oleichung: 

Mithin  ist 
yi  +  %  +  ys  -  0,  ^,^8  +  ys^i  +  yiy«  -  21?  (p  —  a^>),  y^y^y,  -  2p^y^ . 
Daraus  folgt  sofort  (vgl.  Nr.  2),  da  y,  +  y,  ■=  —  y^  usw., 

^  =  yijüiy«  —  1 


8p* 


% 


Der  Mittelpunkt  JKf  des  Umkreises  von  P^P^P^  kann  hiemach  leicht  kon- 
struiert werden.  Nun  geht  aber  dieser  Kreis  auch  durch  den  Scheitel  der 
Parabel.    Denn  aus  der  Oleichung  eines  beliebigen  Kreises 

{x  -  ay  +  (y  -  by  -  r« 

folgt  für  die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  der  Parabel  die  biquadratische 
Gleichung: 

y*  +  ^Py*  0>  —  a)  -  46i)*y  +  4i)*  (a«  +  6*  —  r^  -  0  . 

Also  ist  y,  +  yi  +  ys  +  y4  ™  Ö.  Für  den  Umkreis  von  P^PgPj  ist  yi+y,+y,— 0; 
mithin  ist  y^  »  0,  d.  h.  der  Umkreis  von  P^P^P^  geht  auch  durch  den  Scheitel, 

und  sein  Radius  ist  r  —  ]/§*  4-  i^*  =  |  ]/yj  +  4(p  +  x^y, 

Soll  man  also  von  Pq  die  Normalen  an  die  Parabel  ziehen,  so  konstruiere 
man  aus  den  Koordinaten  Xq  und  y^  von  Pq  die  Koordinaten  I  =  ^  (a^o  +  jp)» 
V  '^  4^0  ^0^  -^  ^^d  beschreibe  um  M  mit  dem  Abstände  dieses  Punktes  vom 
Scheitel  der  Parabel  als  Radius  den  Kreis.  Dieser  Kreis  schneidet  die  Parabel 
außerdem  noch  in  drei  Punkten  P|,  P,,  Pg,  den  gesuchten  Fußpunkten  der  Nor- 
malen von  P()  aus. 

Der  Umkreisradius  B  von  P^P^P^  kann  zur  Bestätigung  auch  aus  dem 
Ausdrucke  für  22*  in  Nr.  3.  berechnet  werden.  Da  nämlich  yi  +  yt  =  —  yi  usw. 
ist,  erhält  man  zunächst 

^'  -   64^  (^^^'  +  ^')  ^^^'  +  ^')  (^^"  +  ^»^  • 

Aus  yi  +  y,  +  //j  —  0  folgt 

y\  +  yl  +  yl -'(ysys  +  ysz/i  +  hy%)  =  —  ^iK/>  —  ^o)- 

Fem  er  ist 


60.  Sitzung,  86.  März  1908.  67 

Daraus  folgt 

*' "  6^«  f^*^'  - 1^^*  •  *P^P  -  ^o)  +  ^P*  ■  ^P\P  -  *o)*  +  VyJ] 

8.  Von  einem  Punkte  Pq  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  xy  =»  m*  zieht 
man  die  Normalen  PqPi,  -^o-^Sf  -^o-^s  ^^  ^^®  Hyperbel  (wobei  die  Normale  in 
Pq  ausgeschlossen  bleibt).    Den  Umkreis  des  Dreiecks  P^P^P^  zu  untersuchen. 

Die  Abszissen  der  vier  Fußpunkte  der  vier  Normalen  folgen  aus 

a^  —  XqX^  +  ^  (ä;  —  ä^o)  =•  0. 


^0 


Nach  Aussonderung  des  Faktors  x  —  x^^  welcher  der  Normale  in  Pq  entspricht, 
bleibt  fOr  die  drei  anderen  Normalen  die  kubische  Oleichung 

rr*  +  m*/xQ  =  0 . 
Mithin  ist 

^1  +  «j  +  a?s  =  0  ,  x^x^  +  x^x^  +  x^x^  «  0 ,  x^x^x^  «  —  mV^e- 

Daraus  folgen  sofort  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  M  (vgl.  Nr.  5) 
I»  — jOJq,  ij«=  — ^^0  (Letzteres  aus  der  Synmietrie  der  Oleichung  xy  =»  w* 
fOr  X  und  y) .  Aus  der  Gleichung  eines  beliebigen  Kreises  {x  —  a)^  +  (y  —  6)^  =  r* 
erhftlt  man  f&r  die  Schnittpunkte  mit  xy  »  m*  die  biquadratische  Gleichung: 

a^  -  2ar»  +  (a«  +  6«  -  r^)a;^  —  26m«x  +  m*  =  0. 

Folglich  ist  x^x^x^x^^^  w*;  weil  aber  für  den  Umkreis  von  PjP^Pj  das 
Produkt  ajjrc^irj  «—  —  w*/sco  ^^t,  folgt  a:^  =  —  iCß  für  den  vierten  Schnittpunkt 
des  Umkreises  mit  der  Hyperbel.  Da  ^  =  —  i^oi  V  '^  '~  2^0  ^^>  erkennt 
man,  daß  der  Umkreis  von  P^^P^P^  den  Radius  der  Hyperbel  OPq  zum  Durch- 
messer hat,  der  die  Verlängerung  des  Badius  vom  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel 
nach  Pq  ist.  Von  den  drei  Normalen  sind  also  zwei  immer  imaginär;  der  Um- 
kreis von  P^P^P^  dagegen  bleibt  reell. 

Soll  man  demnach  von  einem  Punkte  Pq  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
die  von  der  Normale  in  Pq  verschiedene  Normale  konstruieren,  so  ziehe  man 
vom  Mittelpunkte  0  der  Hyperbel  den  Radius  OPq;  derselbe  schneide  in  seiner 
Verlängerung  über  0  hinaus  die  Hyperbel  zum  zweiten  Male  in  Pq,  Der  Kreis 
über  OPq  als  Durchmesser  treffe  die  Hyperbel  zum  zweiten  Male  in  P^;  dann 
ist  PqPi  die  verlangte  Normale. 

Der  Umkreisradius  B  von  P^P^P^  kann  zur  Bestätigung  aus  dem  Aus- 
drucke fOr  B^  in  Nr.  6  berechnet  werden. 

Da  nämlich 

o?!  -f-  a^j  +  a:g  =»  0    und    a-ja^j  +  x^x^  +  x^x^  =  0, 


so  folgt 
daher: 


j       m'  +  xt  _  a??_+_y!  .  i,_i^ 
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9.  Zu  drei  beliebig  gewählten  Pnnkten  P^^  P^,  P^  in  der  Ebene 
Parabel  konstruiert  man  die  drei  Polaren  bezüglich  der  Parabel.    Den 
J    des  von  den  Polaren  gebildeten  Dreiecks  zu  finden. 

Die  Polaren  zn  Pj  und  P^: 

schneiden  sich  in 


Dann  ist  also 


X 


X*    ~~~  Xa 


2J,^ 


Xj       x^ 

^yi-^y% 
y^  —  yx 


X\  "^^  *c« 
P    --* ^ 

yi—yt 
y«  — y' 


Xj         Xj 


ys  — yi 


1 
1 
1 


Man  setze  (y,  —  yj)^^,  --  yj){yi  —  y^  «  D,  so  ist 


^l^^«  3^2^! 


X^  ^2 


2z/. 


2;« 


a;. 


^  P_ 
D 


0 


^iVs  —  ^3^2 

WO  22/  =  !  lx^y^  —  ai^^j  —  x^y^  +  x^y^  —  x^y^  +  aj^y^  —  o^g^i  der 
Inhalt  des  Dreiecks  P^P^P^  ist.    Demnach  ergibt  sich: 


x^       x^ 


yi-yt 

Vz—Vi 

0 

yt-y^ 
y^-yi 


2J. 


J.2^.2^,^,==^^^l 


Wenn  Pj,  Pj,  Pj  auf  der  Parabel  liegen,  ist 

1     yi     ^ 


2z/  = 


2|> 


1   ^2   yl 


2 


=  2^,/>  =  4^^. 


1       ^8      ^3 


Mithin  -4«  =  j-4,  ein  bekannter  Satz  über  den  Flächeninhalt  e 
dessen  Seiten  die  Tangenten  in  P^,  P^,  P3  sind. 

10.  Die  drei  Punkte  Pj,  Pj,  P3  liegen  auf  der  gleichsei 
xy  ==  m*;  man  zieht  in  den  Punkten  Pj,  Pj,  P3  die  Tangentei 
Wie  verhält  sich  der  Inhalt  J^  des  Tangentendreiecks  zu  den 

Man  findet:  _,  ^,  ,,  , 

__  2(j:,  —  a!3)(T,  —  a:,)(.r,  —  a;,^    _, 


i^i  +  -TsJU,  +  a-,)(.r,  +  ajj) 


m' 


während  (vgl.  Nr.  6) 


2  Xj  J*j  Jj 


^  =  ^     '"  (Xg 


•^3X^3  —  ^l)(-^l  — -^ü' 


Also  ist 
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^t  ^^^^ 


^        (^  +  ^)(^  +  ^)(«i+«i) 


Anmerkung,  a)  Der  Höhenschnitt  JE  des  Dreiecks  P^P^P^  hat  die 
Koordinaten  a?  =»  —  ^^/^i^^j  V  "^  —  x^x^xjnf.  Der  vierte  Schiiittpunkt  P^ 
des  Umkreises  von  P^PgPj  mit  der  Hyperbel  hat  die  Koordinaten  x^=^  m^j x^x^x^^ 
yi^=  fn>yyiy%yy  Also  ist-ffP^  ein  Durchmesser  der  Hyperbel.  Wird  »i^asa^ajg, 
so  erhält  man  a:  =  —  w*/rj,  y  =  —  ofijm^,  d.  h.  die  Koordinaten  des  Scluiitt- 
punktes  P  der  Normale  in  P^  mit  der  Hyperbel;  der  Krümmungski^is  in  Pj 
schneidet  die  Hyperbel  in  dem  anderen  Endpunkte  des  Durchmessers,  dessen 
einer  Endpunkt  P  ist. 

b)  Nimmt  man  P^,  Pj,  Pj  beliebig  in  der  Ebene  der  Hyperbel  xy  =  m*  und 

bestimmt  den  Flächeninhalt  J  des  Dreiecks,  welches  von  den  Polaren  der 

Punkte  P^,  Pj,  P3  gebildet  wird,  so  findet  man  durch  eine  ähnliche  Rechnung 

wie  bei  der  Parabel: 

^  8m*^« 

' ""  (^ys  —  ^yi)(^8yi  —  ^  y8)(^  Vt  —  ^Vi) ' 

'WO  z/  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  P^P^P^  ist. 

11.  Es  möge  hier  nur  kurz  angegeben  werden,  wie  man  entsprechend 
den  Nummern  1  und  3,  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  S{^^  rf)  zweier 
^Normalen  einer  Ellipse  in  einer  Form  berechnen  kann,  aus  der  sofort  die 
Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  der  Ellipse  folgen. 

Die  Oleichungen  der  Ellipsennormalen  in  den  Punkten  P^  und  P^  sind: 

a^xy^  —  b^x^y  =  (a^  —  h*)xiyi  ^ 

Daraus  folgt 

^4^  ^  (g*  —  ^*)  ^1  ^  (y«  —  Vi) . 
^1  Vt  —  ^iVi 

Erweitert  man  diesen  Bruch  mit  x^^y^  +  ^y^  ^^  ^^^  ^®^  Nenner 

also  ist 

j.^  («*  — &*)a?ia?,(a:iy, +  g,yi) 

«Vyi+y») 

Läßt  man  jetzt  P^  mit  Pj  zusammenfallen,  so  geht  x  über  in  |: 
Ebenso  folgt 


«-  a^ 


ri 54 

Aus  diesen  Koordinaten  findet  man   sofort  den  Krümmungsradius  und  die 
Gleichung  der  Evolute. 

Dieser  Zugang  zu  dem  Krümmungskreise  der  Ellipse  oder  Hyperbel  scheint 
mir  für  den  Anfänger  natürlicher  als  der  von  Herrn  Weber  in  Band  11  der 
Enzyklopädie  der  Elementar-Mathematik  S.  507 — 513  gewählte. 
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Geht  man  von  der  bekannten  Parameterdarstellung  der  Koordinaten  einer 
Ellipse  aus:  x  =^  a  sin.^,  ^  »  (  cos  ^,  so  gestaltet  sich  die  Bechnong  folgender- 
maßen.   Die  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  P^  ist 

aa?  008  <i  —  6y  sin  <i  =»  (a*  —  ft*)  sin  t^  cos  t^ . 
Der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  den  Punkten  P^  und  P^  wird: 

X  =- •  sin  ^.  sm  L  • f- — , 

a  1        *«    co8|(t, -t,)' 

y  =-  — i: cos  t  cos  ^ ?- ■  • 

b  •^        "^  cos  |(t,  - 1,) 

Für  /j  »  /^  1—  ^  erhält  man  hieraus  die  Koordinaten  des  Krflmmungamittel- 
punktes  in  der  Oestalt: 

X  =» sin  '^j  y  — ^ —  cos  "f , 

daraus  die  Gleichung  der  Evolute: 

12.  Eine  Ellipse  sei  durch  die  Gleichungen  a;  =  a  sin  ^,  y»&  cos  /  de- 
finiert; den  Umkreisradius  des  Dreiecks  P^P^P^  zu  berechnen,  wenn  P^,  P^,  P| 
auf  der  Ellipse  liegen. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  P^P^P^  sind: 

PlP,-2sin*-i^[a^co8^^^  +  6«8in*^^-^]*  usW., 

sein  Inhalt: 

J^2ab  sin  ^^*»  sin  *^-^  sin  *V^ • 

2  A  £ 

Daher  der  gesuchte  ümkreisradius: 

WO  sich  das  Produkt  JI  auf  die  Zeigerpaare  (2,  3),  (3,  l),  (l,  2)  ers 
Die  Mittelpunktskoordinaten  §,  rj  des  Kreises  sind  (c*  =  a*  —  6*): 

I  «  _  sm  -•-^»  sm  -^^^  sm  ^-^     , 
^  ^ ^  cos  '-^  cos  ^-^  cos  '^  . 

Für    <i  -=  ^2  ^  ^s  ^  ^    erhält    man    die    für  den   Krümmungskreis    geltenden 
Formeln:  ^i  ^t 

§  =  ^  sin^  t,     1?  «  —  ^  cos^  f , 

_  [a^  C08U  +  b*  BinU]^ ^  [«*y*_+_?J^* 

13.  Den  Inhalt  z/^  des  Dreiecks  zu  finden,  den  die  drei  Parabelnormalen 
in  Pj,  Pj,  Pg  miteinander  bilden. 
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so  ist 


Daher 


Die  Koordinaten  der  drei  Schnittpunkte  seien  (x\  y'\  (x'\  y"),  {x"\  y'"), 


^'  "-P  +  k(yi  +  y»y»  +  yJ)'  y' — ^r(yt  +  y«)  ^^• 


2p 


2p^ 


2J. 


1 
1 
1 


X    y 
X    y 

«  y 


1    V  +  yJ  +  ya^  +  yJ   ylys  +  yjya 
^»  — —  ft^sli    '^p^  +  Vz  +  ViVi  +  vX   ySyi  +  y?^! 

1     2i;*  +  yj  +  y^y^  +  yj     y?^«  +  S^J^i 


8p 


Nach  Subtraktion  der  zweiten  Zeile  von  der  dritten,  der  ersten  von  der 
zweiten  geht  dies  über  in 


1  1    y« 

^n  —  8p(yi  -  yi)(y8  -  ys)(yi  +  y%  +  y«)*; . 

.^    Vi 


D 


8p 


livi  +  yi  +  Vz)'- 


Setzt  man  wieder  PjPjPj  —  ^^  «-  2>/4p,  so  folgt  endlich 


(yi  +  y«  +  y^*  ^ 


2p 

14.  Den  ümkreisradius  des  Tangentendreiecks  einer  Parabel  zu  finden, 
wenn  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  P^,  P^,  P,  gegeben  sind. 

Die  Tangenten  mögen  sich  in  Q^,  Q,,  Q,  schneiden;  die  Koordinaten  von  Q^ 

seien  x'  — ■  ^^*,  y'"="  jf^ya  +  ys)  ^^-   Daraus  folgen  die  Mittelpunktskoordi- 
naten $,  r\  und  Qi^^: 

^  ==  Ad'*  +  ytVz  +  ysyi  +  yiy»)»   n  =  i(yi  +  y«  +  ys)  -  -M-  » 


4p 


4p' 

4^.(yiys  -  yiys)*  +  {ivt  -  ViY  -  ^t{y%  -  yi)'(yj  +i>*)- 


Da  nun  der  ümkreisradius 
ist,  so  erhalt  man 


QiQ.  Q,Q.  Q.Qi     .  _ 


B 

8p  ' 


'""       32p».  2>  4p»     ' 

wo  n^  ^^yp*  +  y?  die  Normale  des  Punktes  P,.  ist.  Fallen  Pj,  Pg,  Pj  in  einen 
Punkt  zusammen,  so  erhält  man  aus  dem  Krümmungsradius  R  in  der  be- 
kannten Form  B  =  n'/p*  die  Beziehung  B^^jR  als  Bestätigung  der  Rech- 
nung; läßt  man  nämlich  bei  einem  Tangentendreieck  eines  Kreises  vom  Badius 
B  die  drei  Berührungspunkte  der  Tangenten  zusammenfallen,  so  wird  an  der 
Grenze  der  Umkreisradius  des  Tangentendreiecks  ^B. 

15.  Den  ümkreisradius  des  von  drei  Normalen  einer  Parabel  gebildeten 
Dreiecks  zu  berechnen. 

Die  Normalen  der  Punkte  P^,  Pj,  P3  mögen  sich  in  ^j,  N^,  N^  schneiden; 
die  Koordinaten  x\  y'  von  N^^  sind 

a;'  =  i>  +  2^  (yj  +  yiyi  +  yj),  y'  =  -  ^*|t  (yi  +  ys)  «sw. 
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Man  berechne 

■^"^■'  -  ip  W  -  »?  +  n(.3,-h)f+  -$l!i,(ii,  +  ».)-»,(»■ 
-  '''^b,  +  ».  +  y.l'+ .";.(».  -  »,)•[.»,  +  ».  +  ».!■ 
if,  K,  -  '^^fi  b,  +!,,  +  !i,)Vr'  +  'X^ 

Mithin  ist 

Die  Mitt«lpiiiiktskoordiiiateii  ^,  >/  des  Kreises  sind: 


^-J'+l'^^^ 


ip' 


1  (yiÄSa  +  ^*Jä)- 

II.     über  die  Schnittpunkte  der  Krgelschnitic  mit  U-ren  Evoluten. 

Versucht  man,  die  Koordinaten  der  Sehnittpunkte  eines  Kegel  Schnitts  mit 
seiner  Evolute  aus  den  Gleichungen  heider  Kun-tn  direkt  zu  berechnen,  so  hat 
man  eine  kubische  Gleichung  zu  lösen.  Eine  vorsichtig  angelegte  Bechnmig 
läßt  aber  erkennen,  daß  die  Frage  auf  reine  quadratische  Gleichungen  Eiuüek- 
geführt  werden  kann. 

Wir  führen  die  Rechnung  KunSchst  fElr  die  Ellipse  durch.  Die  Koordi- 
naten I,  1)  des  KrUmniuQgsmittel Punktes  31  einer  Kurve  werden  durch  dia 
Formeln  gegeben 

m  i-'-^fy-  •.-»  +  -*■?-' 

wo  sc,  g  die  Koordinaten  eines  Karvonpuukt«»  P  bezeichnen,  y'  und  y"  die 
erst«  und  die  zweite  Ableitung  von  i/  nach  x.  Für  die  Elüpse  b*3^  +  oV 
=  fl'6'  erh&lt  man  J/'  =  —  Vxla^jl,  y"  =  —  b*/'a*!f\  also 


(3) 


'-vM:. 


^.i:*—    -a^- 


= .'/  — 


Liegt  Jlf  auf  der  Ellipse,  so  genügen  |  uud  ij  der  Gleicbnug  der  Ellipse.    N. 
Einsetzung  der  Werte  (2)  in  die  Ellipaengleichnng  stellt  sich  heraus,  daB 
resultierende  Gleichung  den  Faktor  f«*^*  +  l'*jr'y  erhält.    Der  andere  Fakts^^ 
wird  vom  zweiten  Grade  in  x  und  y,  nämlich: 

(3)  fc'x^  4-  a'y  —  2a*ö'  =  0. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Ellipse  mit  der  gegebenen  sind  diejenigen  Punkte      J 

deren  KrBmmungsniittelpunkte  auf  der  Ellipse  liegen;  ihre  Koordinaten  >r^tf. 


.'  +  b< 


Radius  eines  Kreises,  der  die  Punkte  P  aus 
Die  Koordinaten  |,  i;  der  Schnittpunkt» 


-^  r*,  so  ist  r  der  leicht  koustruieitin 


r  Ellipse  schneidet 
If  sind  demnach 

:  cLä'  +  Mj   • 
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wo  ^ü?  —  6*  =  e  die  lineare  Exzentrizität  der  Ellipse  ist.  Die  Länge  des 
Krümmungsradius  in  P  {x^  y)  ist: 

Damit  x  und  ^  reell  seien,  ist  es  nötig,  daß  a'  ^  2  6'  ist,  oder  daß  die 

numerische  Exzentrizität  e  ^  \y^  ist,  wie  ja  aus  der  Betrachtung  der  be- 
kannten Evolute  der  Ellipse  sofort  klar  ist. 

Die  vorstehende  Rechnung  gilt  für  die  Hyperbel  6*ic*  —  a'y'  =  a*6*, 
wenn  man  überaU  —  6*  für  h^  setzt.  Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  M 
einer  Hyperbel  mit  ihrer  Evolute  folgen  also  aus: 

und  haben  die  Werte: 

(5a)  |„-t_|^_,__J    ,     ^=._t_|^_l__J    , 

wo  c  =  ya*  +  6*.    Diese  Werte  sind  nur  reell,  wenn  a^h  ist,  d.  h.  wenn 

der  Asymptoten  Winkel  spitz  ist.   Der  Krünmiungsradius  in  Jlf  ist  Ä  =  .  t__rrv./  • 

Der  die  Lösung  der  Gleichung  für  x  und  y  erleichternde  Umstand  ist  die 
sich  von  selbst  darbietende  Absonderung  des  Quadrates  eines  Faktors.  Dies  ist 
nicht  ein  bloß  für  die  Kurven  zweiter  Ordnung  eintretender  günstiger  Zufall; 
sondern  ein  solcher  Faktor  tritt  bei  der  entsprechenden  Gleichung  für  beliebige 
Kurven  immer  auf. 

Man  setze  zur  Abkürzung  N=^  (l  +  y'^)/y"\  dann  gehen  die  Gleichungen  (1) 
tLber  in: 

<la)  l^x-Ny\     v^y  +  N^ 

Die  Gleichung  einer  Kurve  sei  /*(ar,  y)  =  0;  liegt  der  Punkt  -3f(|,  rf)  auf  der 
Kurve,  so  besteht  die  Gleichung  /*(!,  i?)  =  0  oder  f{x  —  Ny\  y  +  N)^0.  Nun 
ist  in  leicht  verständlicher  Schreibweise: 

f(x  +  h,y  +  k)^  f(x,  y)  +  hf,  -\-lcfy  +  |[Ä«/i;  +  2hlcfJ,  +  Ic^fyy]  +  .  .  . 

Das  erste  Glied  rechterhand  fix,  y)  ist  0.  Die  folgenden  beiden  Glieder  geben 
fOr  Ä  =  —  Ny\  k  «  N: 

hn  +  kr.^Ni-yYx  +  K)' 

Durch  Differentiation  von  f(x^  y)  —  0  erhält  man  aber  /*«  +  /^y'  =  0,  mithin 
/i  =  —  /Jy';  also  wird 

N(-  y'/i  +  /;)  =  my'*  + 1)  -  ^^^Yyy", 

da  y'*  +  1  ■=  Ny"  ist.  Alle  folgenden  Glieder  der  Entwicklung  haben  N^ 
oder  noch  höhere  Potenzen  von  N  zu  Faktoren.  Durch  Abtrennung  von  N^ 
geht  daher  /(l,  jj)  «  0  über  in: 

V"n  +  W*C  -  ^y'f^y  +  fyy\  +  l\-  v'f^  +  ...]  +  •••  =  0. 

Zur  Bestätigung  dieser  Betrachtung  diene  die  Behandlung  der  Scheitel- 
gleichung aller  drei  Kegelschnitte : 

(6j  y*=  2px  +  x^{E^—  !)• 
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Es  wird  yy'-^p  +  a;(e'—  l), y"=  — P*//.  Beachtet  man,  daß  [p  +  «(e*— l)]* 
—  j;*  +  (£*  —  l)y'  ist,  so  ergibt  sich  leicht: 

also 

(2c)  ,-y-?l±,?lJ'-Vy,      |_-,+ÖiV.|;,  +  ^(,»_l)]. 

Setzt  man  i}  und  £  in  die  Gleichung  (6)  ein,  so  folgen  nach  einigen  leichten 
Reduktionen,  insbesondere  nach  Forthebung  von  (p^  +  e*y^*/p*  di©  Werte  fftr 

y^  und  äj: 

Hieraus  folgt,  daß  y  nur  reell  ist,  wenn  2  ^  e^.  Bei  der  Hyperbel  muß  also 
die  numerische  Exzentrizit&t  unter  derjenigen  der  gleichseitigen  Hyperbel  liegen. 
Ist  f  <  1,  die  Kurve  also  Ellipse,  so  wird  x  nur  reell,  wenn  2«*  >  1,  d.  h. 
a'  >  2  6*,  wie  schon  oben  bemerkt  ist. 

HL  Die  Wend^wMe  der  Kurve  r  —  a  +  6  cos  «g?  aufzusuchen  («^  l). 
Die  Polarkoordinaten  r,  q>  der  Wendepunkte  genügen  der  Gleichung  i^T-»  0, 

j-j   —  ^  j— i*    Setzt  man  die  Werte  von  r,  dr/dtp^  d^r/dip* 

aus  der  gegebenen  Gleichung  ein,  so  erhält  man  f&r  q>  die  Gleidiung: 

a*  +  2ft'n*  +  (n*  +  2)ah  cos  «g?  —  («*  —  1)6*  cos*  n^^  =  0. 

Hieraus  foljrt 

*  (n»  +  2)a±5 

cosny»     2(n'-l)5-> 

wo 

iJ  -  [(n*  +  2)a*  +  4(n«  -  l)(a>  +  2«*6«)]V.. 

Die  beiden  Wurzeln  für  cos  n^  seien  tTi  und  tTi,  nämlich 

(n'  +  2)a  +  Jg  (n«  +  2)  —  Jg 

«^'i""      2(n*— 1)6     '     *^8""    2(n*  — 1)6   ' 

dann  ist  also  tr^  >  0,  «r,  <  0  und  der  absolute  Betrag  von  w^  größer  als  d< 
von  fr^.    Da  nim 

a«  +  2n«6«  r       a*  ,    «  _.        «     i 

^t«'«  "  ■"  (n«-i)6«  "-"L(n«-i)6«  +  ^  +sn:Tj' 

also  der  absolute  Betrag  von  u\u?^  >  2   ist,   muß  mindestens  der  absolut:« 
Betrag  von  iTj  >>  1  sein.    Daher  konmit  für  unsere  Aufgabe  nur  w^  in  Betracht, 
falls  —  /rj  <  1  ist,  d.  h. 

-(«*  +  2)a  +  i2<  2(n*-  1)6, 
-B'  <  [(n^  +  2)a  +  2(w«  -  1)6]« 

oder  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  B^: 

a*  -  (n*  +  2)«  6  +  (w*  +  1)6*  <  0. 
Nun  ist 

a*-(«^  +  2)«6  4-(m'+  l)6*-(a-6)(a-(«*+  1)6)- P. 
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Folgende  drei  FfiUe  sind  m  unterscheiden: 

1.  a  >  (n*  +  1)6,  also  auob  a  >  6,  P  >  0, 

2.  a<(n^+  1)6  und  a  >  6,  P <  0. 

3.  a  <  6,  also  auch  a  <(«*  +  1)6,  P>  0. 

In  den  Fällen  1.  und  3.  bleibt  P  positiv,  ^  wird  nicht  gleich  Null,  behiilt  stets 
dasselbe  Vorzeichen  -|-,  die  Kurve  kehrt  mithin  dem  Pole  stets  die  konkave 
Seite  zu.  Nur  im  Falle  2.  existieren  Wendepunkte.  Der  Fall  1.  gibt  Kurven  von 
derselben  Art  wie  die  Kurven  der  relativen  Bewegung  des  Hondas  sur  HonnSr 
In  anderer  Weise  erledigt  sich  die  Frage,  wenn  man  sieb  darauf  besi$hrttnkt| 
das  Vorzeichen  von  N  für  die  FÜle  von  cos  n 9)  —  4-  1  und  oou  ntp  ^  —  l  m 
untersuchen  (Maxima  und  Minima  von  r). 

(A)  cos  ngj  -  +  1,     N -^  a^  +  (n^  +  2)ab  +  (n*  +  X)6*  >  0- 

Die  Kurve  wendet  bei  einem  Maximum  von  r  dem  Pole  die  ki>nkA¥e  HaiiAt  m» 

cos  «9  =  -  1,     JV-  a«  -f  Cn»  +  2)ab  -  («•  -f  1)6* 
^^^  -  (a  -  6)(a  -  rn*  +  06)  -  Ps 

die  drei  vorher  nntertochten  Pille  in  bezog  auf  duu  VimcMU^hm  vm  P\  u^f 

im  Falle 

6<a<  («*+  \)h 

wendet  die  Kurve  bei  eiju^n  Misimum  Y^mi  r  iimi  V^Am  ^Ut  ki^usn^M  \^iiAi  /m. 

IV.  DU  <»tm^€md^  Reike  \  —  \  ^  i  —  tt  ^    " 

Dic0e  B«ahe  ist  tob  ¥.  Hoaeh  m  4äcr  RimtUi^imi  't'iumt  mr  H*^Mfu§lu^u 
vorg<el«gt.  Prolwor  H«d«ofi  |pM  m  dMi  UMttMfmuJJÄm^  ^^i^i*m»  U4*4  i^A^i^/ui^ 
frmn  JTke  EdueaitäOttaJ  TJJHkeT',  Üü^w  H^n^,  VvJ.  Vi/,  ^  r/  U'4  V^n  ^ 
Grenw  der  ßumine  iSj  eiu«r  ^giarwim  As^mhi  )f*m  ^iü^AAsr^ : 

ab  Gren»  der  Bumm^  einer  uu^ert^cUu  Au/sXxl  v^/u  0^m'4mu  ü^  »  ^^   ^    i 

Ak  «211  hübbciH«  h^'uapUal  tmuhr  vii/jJULUir«4u4i><i  JtU'iiu  kiuai  4u  ^hf^*'  Mi^Uu; 
zur  Edüftmenwf  d<«  Jb^rillk  „burnui«  «^uüir  vi»/'ilUt^«'i^»^'  Hi'^^*  Uu^uo«.    /iM 
idkiut  ist  klar.  dtt£  di^  Keibt  mcUt  kv« '  ^«»«i^uii^    k^Miii  4««/  (»WJ^uU'  JMüi^  Uah' 

Gcbeder  nicht  Kuli  zur  (jtitm*   nai':  <U*iiii  ii44J  .,         ,  iiiUu^^'l  HMÜi  luii  \uiMniia)ii 
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Herausgegeben  vom  Vorstande  der  Gesellsoliaft. 
61.  Sitzung  am  29.  April  1908. 

Vorsitzender:  Herr  Jahnke. 
Anwesend:  20  Herren. 

Der  Vorsitzende  widmet  dem  Andenken  des  am  2.  April  plötzlich  ver- 
storbenen Mitgliedes  Dr.  Otto  Pund  Worte  des  Naohrafs. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Jonas:  Über  TF-Strahlensjsteme,  Flächendeformation  und  äquidistante 
Eurvenscharen. 

62.  Sitznng  am  27.  Mai  1908. 

Vorsitzender:  Herr  Schafheitlin 
Anwesend:  20  Herren. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Salkowski:  Schraubenlinien  und  Loxodromen  (s.  u.). 
Herr  Loewenheim:  Bericht  über  die  Auflösung  von  Gleichungen  und 
die  Elimination  in  der  Algebra  der  Logik. 


Ober  DilTerentlatlon  mit  komplexem  Index  nnd  ihre  Beziehungen  zur 

hypergeometrischen  Funktion. 

Von  P.  Lindner. 

Die  Frage  nach  der  Differentiation  mit  beliebigem  Index  ist  fast  so  alt, 
wie  die  Differentialrechnung  selbst.  Die  ersten  Forscher  auf  diesem  Gebiete, 
Leibniz,  BernouUi,  Euler  u.  a.  legten  ihren  Untersuchungen  noch  keine 
bestinmite  Definition  zugrunde,  sie  suchten  vielmehr  durch  Analogien  oder 
Interpolationen  zu  ihren  Resultaten  zu  kommen.  Die  Späteren  gingen  zwar 
von  einer  festen  Definition  aus,  aber  sie  suchten,  wie  Liouville^),  unbestimmte 

1)  Journal  de  r^cole  polytecbnique,  cah.  XXI:  Memoire  flur  le  calcul  de 
diff^rentielles  ä  indices  quelconques. 

8tUii]igab«rlishto  d.  B«rL  Math.  Gm.  VIL  7 
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Ableitungen,  bis  Riemann^)  in  einer  Jugendarbeit  zu  einer  Definition  der 
begrenzten  Ableitungen  gelangt,  zu  der,  unabhängig  von  ihm,  auch  die  Herren 
Grünwald  und  Letnikoff  gekommen  sind.    Diese  Definition: 

X 

\^lf{x)\*  —  TjTIZ — ZIT)  /  (^  —  f)"^~ ^  f(t)dt   der  „begrenzten   Derivationen^^ 

a 

deren  sich  ^uch  Most  u.  a.  bedienen,  verliert  jedoch  ihren  Sinn  fOr  ganze  Ge- 
biete der  im  Integral  auftretenden  Parameter,  namentlich  aber  ft&r  positiv  ganz- 
zahlige Werte  des  Index.  Diesem  und  anderen  Übelstftnden  abzuhelfen,  erscheint 
als  ein  geeignetes  Mittel,  die  Ableitung  mit  komplexem  Zeiger  durch  eine 
Differentialgleichung  zu  definieren.*  Dieser  Weg  ist  sicher  gangbar,  falls  die 
abzuleitende  Funktion  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  der 
Fuchsschen  Klasse  genügt.  Er  ist  meines  Wissens  noch  kaum  betreten,  da 
Herr  Schlesinger^)  in  seiner  Theorie  der  Eulerschen  Transformierten  anf 
die  ihr  nahestehenden  Ableitungen  mit  komplexem  Zeiger  nicht  eingeht.  Daß 
dieser  Weg  in  einfacher  Weise  zum  Ziele  führt  —  und  auch,  wie  er  allgemein 
verfolgt  werden  kann,  soll  an  einem  typischen  Fall  gezeigt  werden. 


Es  sei  y  =  (oj  —  a)"  (x  —  6y,  wo  x  die  unabhängige  Variable,  a,  ft,  «,  ß 
beliebige  komplexe  Zahlen  sind,  a  und  ß  zunächst  auch  sein  müssen.    Durch 

logarithmische  Differentiation  ergibt  sich:  —  =— 1 ^—r  — eine  einfachste 

lineare  homogene  Differentialgleichung  der  Fuchsschen  Klasse! 

Differenzieren  wir  diese  Gleichimg  (^  +  l)mal,  —  q  vorläufig  als  positive 
ganze  Zahl  vorausgesetzt  —  so  ergibt  sich: 

{x  -a){x-  h) d«  +  'y  +  [(p  +  1  _  «) (:r  -  ft)  +  (p  +  1  -  §)ix  -  «)]dr'y 

+  (^  +  l)(^-«-jS)dSy-0. 

Setzen  wir  nnn  h%y  =  F,  so  entsteht  die  Differentialgleichung  fOr  Y: 

(D)     Y"+  (?,+lzi5  +  i+i^  r  +  (?±ifc^  r  =  0, 

^^^  ^    \    x  —  a  X  —  &/  '       {x  —  a){x  —  h)  ' 

eine  rekurrente  Entwicklung  för  den  q  =  n**"  Differentialquotienten,  die  ihn 
vollkommen  definiert,  wenn  noch  eine  geeignete  Konstantenbestimmung  ge- 
troffen wird. 

Sehen  wir  nun  ab  von  der  Beschränkung,  daB  q  eine  positive  ganze  Zahl 
sein  soll,  gestatten  ihm  vielmehr,  ebenfalls  eine  beliebige  komplexe  Zahl  zu 
sein,  so  behält  die  Gleichung  (D)  ihren  vollkommenen  Sinn,  und  definiert  die 


1)  Riemanns  Werke.   Nachlaß.    Abschnitt  XIV:  Versnche  einer  allgemeinen 
Auffassnng  der  Integration  und  Differentiation. 

2)  Grelles  Journal,  Bd.  116  u.  117. 
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Ableitung  b^y  mit  komplexem  Zeiger  —  freilich  nicht  einen  einzelnen  Zweig 
dieser  Funktion,  sondern  die  Gesamtheit  ihrer  Fortsetzungen.  Natürlich  können 
nicht  alle  Integrale  von  (^)  fQr  ^  ==  n  in  den  n^^  Differentialqaotienten  von 
y  übergehen;  daß  aber  mindestens  eins  der  Integrale  für  ^  «»  n  übergeht  in 
jf^^\  erhellt  aus  dem  Umstände,  daß  ja  die  rekurrente  Entwicklung  für  ^»n 
entstehen  muß. 

Zur  Sichtung  der  einzelnen  Zweige  bietet  sich  die  Fundamentalgleichung 
dar:  sie  liefert  ja  als  Wurzeln  die  Exponenten  von  den  Anfangspotenzen  der 
Entwicklungen  von  F,  einerseits  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a,  a;  —  6, 
andrerseits  nach  fallenden  Potenzen  von  x  —  a  oder  x  —  h.  Diese  Exponenten 
sind,  wie  sich  leicht  ergiebt: 

für  den  Punkt  a:  a  —  q  und  0, 
für  den  Punkt  b:  ß  —  q  und  0, 
für  den  Punkt  oo :  a  -\-  ß  —  q  und  —  ^  —  1- 

Zu  jedem  dieser  Exponenten  gehört  ein  bis  auf  einen  konstanten  Vor- 
faktor  vollkommen  bestimmtes  Integral:  wir  bezeichnen 

das  zu  a  und  a  —  q  gehörige  Integral  mit  y^ % 

das  zu  b  und  ß  —  q  gehörige  Integral  mit  y^  , 

das  zu  cx)  und  cc  -\-  ß  —  q  gehörige  Integral  mit  y^^\ 

wo  die  Analogie  mit  der  Bezeichnung:  ^"^  «  ^-^   ihre  innere  Berechtigung 
in  Folgerung  1)  von  II  findet 

Die  zu  a  und  0,  zu  &  und  0,  zu  oo  und  —  q  —  1  gehörigen  Integrale 
bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  mit  t}^,  i}^,  i}^.  Ihre  Bedeutung  als  Bruch- 
ableitungen wird  später  erhellen. 

n. 

Als  Vervollständigung  der  Definition  zur  Bestimmung  der  konstanten 
Yorfaktoren  mögen  dienen  die  Gleichungen: 

(1)  d^"(^_,).i;,_^^)_(^_0^-», 

wo  e  und  i  die  übliche,  11  die  Gaußsche  Bedeutung  haben. 

Diktiert  sind  diese  Konstantenbestinmiungen  (l)  von  der  Rücksicht  auf 
die  sogleich  zu  entwickelnden  Folgerungen  1. — 4. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  unsere  Ableitungen  nach  JP-Reihen  zu  entwickeln: 
es  ergeben  sich  leicht  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  mit  Hilfe  von  (l): 
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(2)  yf  -  bl(x  -  ay{a  -b  +  x-ay 


\X 


5^j(x  -  ay-^ia  -  byF(a  +  1,  -  ft  „  +  1  -  ^,  J-^-?) 


X —  a 


für 


<1, 


über  in  -j— . 


(3)  y(.).d^(;,_a)«+^(l+^y 

fOr  ^-nffl  <  1. 

X  —  a\ 

Aus  diesen  Entwicklungen  geben  nun  leicht  vier  Folgerungen  hervor, 
welche  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Ableitungen  mit  komplexem 
Zeiger  darstellen: 

Folgerung  1.  Für  q  =-  n  geht  y^f  =  bly 

Folgerung  2.    Für  q  ^  —  n  geht  y^f  =»  ^«y  '  ^^^^  ^  ^^  «fach  iterierte 

XXX 

Integral  von  y  zwischen  a  und  x,  nämlich  ///  •  "ydsf^^  wenn  dasselbe  einen 

a  a  a 

Sinn  hat;  y^    behält  aber  darüber  hinaus  noch  Sinn« 

Folgerung  3.  Es  gilt  auch  für  komplexe  Zeiger  das  Gesetz: 

y^      =»  y^  ^^^  =  yj      ,  nach  welchem  die  Reihenfolge  der  Ableitongsprozesse 

willkürlich  ist. 

Folgerung  4.  Es  gilt  auch  für  komplexe  Zeiger  der  Leibnizsche  Satx  von 
der  Ableitung  eines  Produkts: 


•  •  •  • 


Dieser  Satz  sagt  ja  in  unserem  Falle,  wo  u  =»  (a?  —  a)",  v  «  (a?  —  6)* 
ist,  nach  (l)  aus: 


y 


(?)  n{a)     f^        ^\a-p/^        t\li{^     X  9'ß  «  — « 
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n(, 


"'"  l-2(a+l  — p)(a  +  2  — p)\a!  — 6/ "^  ■     "' 


,x  —  a, 

für  P  ^   <1. 


Durch  Verglcichung  mit  (2)  zeigt  sich,  daß  der  Leibnizsche  Satx  io 
unserem  Falle  seinen  einfachen  Ausdruck  ündet  in  der  2.  Eni  ersehen  Relation, 
die  in  der  üblichen  Form  lautet: 

F{«,ß,y,x)  =  (1  -  x)-''F{y-u,ß,y,^)  •  - 
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itischec  Folgerungen  gelten  fllr  y^  —  ^i^l'  '^^  ^'^'^ 
—  a)-*l'(l  +  ^-^-^  f  ,  nur  d&B  hier  die  2.  EnlerBche 
Ausdruck  findet  in  dem  Leibnizschen  Satz,  angewandt  auf 

[l  -J-  (a  —  b)^y'  für  I  —  — ^ in    Oberein  Stimmung   mit 

llg«meinerujig  des  Spitzer-ScblCmilchschen  Satzes: 

ni. 

Eine  genauere  Betrachtung  der  Differentialgleichung  (^)  zeigt  nun: 

B  bleibt  unverändert,  wenn  man  a  mit  h  und  tt  mit  ß  vertanscht; 

■  H.  sie  bleibt  unverändert,  weon  man  p,  «,  |3  ersetzt  der  Beihe  naob  dnrch 

p_„_fj_l,_^_l,_„_l; 

3.  wenn  man  ein  beliebiges  Integral  Y^  mit  (a;  —  «)"  '  multipliziert,  aufler- 
d«m  f  mit  ce  vertausclit  und  ^  ersetzt  durch  a  +  ^  ~  f  ■  bo  entsteht  wieder 
ein  Int«gral  von  (^); 

4.  wenn  man  ein  beliebiges  Integral  T,  mit  (x  ~  fty~P  multipliziert,  aoBet^ 
dem  ^  mit  ^  vertausclit  und  a  ersetzt  durch  a  ■\-  ^  —  pi  so  entsteht  ebenfalls 
eine  Integral  von  (^). 

Da  nun  der  Gleichung  (9)  genDgt  wird  durch 

so  ergeben  sich  folgende  4  Gruppen  Ton  je  drei  Int«gralen  fOr  (D): 
1.  d*(«-a)-(x-6Xf^^, 

3.  {x  -  a)«-ed°(x  -  a)e(a;  -  &)"+''- p|^,,,„, 

4.  (^  -  ft>«-*df(x  -  6)e{j:  -  a)-^'*-f l;.,.. 

Berflckrichtigt  man  noch,  daU  jedes  dieser  12  Integrale  auch  nach  dem 
LeibnizBchen  Satz  bez.  der  2.  Gulerschen  Belation  entwickelt  werden  kann, 
so  «rkennt  man,  daS  die  Gleichung  (D)  24  Integrale  besitzt,  die  sich  in  ein- 
fachster Waise  durch  Bmchableitungen  ausdrücken  lassen  —  entsprechend 
den  24  Enmmerschen  Integralen.  NatOrlich  mflaaen  auch  die  am  Ende  von  I 
erw&hnten  Integrale  i;^,  t;^,  1]^  ,  die  za  den  Exponenten  0,  0,  —  ^  —  1  ge- 
hären, unter  diesen  Gruppen  enthalten  sein: 

3_,.  {x  —  fl)''~Pd"(a:  —  a)'''''''~~^rgeh3rtoffenbarzumEsponentenp  —  a 
-|-a  —  p~0,  muß  also  nach  dem  Knmmerschen  Prinzip  identisch  sein  mit  t]„. 

4^.  (i  — b>*-edf(a:  — 6)e(ai  — a)''+'*-f[;  gehört  zum  Exponenten 
9  —  ß  +  ß  —  9~0,  maß  also  identisch  sein  mit  i]^. 
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2«-  d^""""^"^  {x -  a)-fi-\x  -  hy-^^l  gehört  als  absteigender  Ast 
zum  Exponenten:  —  ß  —  1  —  a  —  1  —  (^  —  «  —  /J—  l)=»  —  ^  —  1^  muß 
also  identisch  sein  mit  r}^. 

Es  ergeben  sich  somit  durch  Zusammenfassung  für  die  Differentialgleichung 
(D)  folgende  Integrale  in  Form  von  Bruchableitimgen: 

(1)  y^'  =  dS(x-a)«(:r-6>*|: 

(2)  »':"-^i{''-anx-by\i 

(3)  yi>-dS(* -«)«(*- 6^1'^. 

(4)  ,,^  =.  (a;  —  a)"-»d^(ar  —  ay(x  —  h)'*f-1 

(5)  %  =  ('»'-  *>*" " Ki.''  -b)«{x-a)'*fi-« 


9 

a 

X 

b 


X 
00 


Je  zwei  dieser  Integrale  bilden  ein  Fundamentalsystem,  durch  das  sich 
ein  beliebiges  Integral  von  (^)linearmitkonstanten  Koeffizienten  ausdrücken  läßt. 

IV. 

Somit  erscheint  als  erwiesen:  unsere  Ableitung,  aufgefaßt  als  Oesamt- 
funktion,  die  in  die  eben  aufgezählten  6  Fundamentalzweige  zerflQlt  —  deß 
zum  Zeichen  sollen  die  unteren  Grenzen  weggelassen  werden: 

ist  der  Sache  nach  identisch  mit  der  hypergeometrischen  Fu/Mion, 
Nunmehr  folgt  durch  Fuchs  sehe  Sätze: 
Die  Funktion: 
{x  -  ay{x  -  hy^^)^{x  -  ay{x  -  hyblix  -  a)«(aj  -  fe)^j* 

ist  der  Sache  nach  identisch  mit  der  Riemann sehen  Funktion  P{a^  6,  <x>)  und 
erfreut  sich  desselben  Gh:tides  von  Allgemeinheit.    Und  spezieller  folgt  weiter: 

Die  Funktion  (x  —  a)  *  (x  —  b)  *  y^^^  genügt  der  kanonischen 
Form  der  Gleichung  (^),  bei  welcher  der  Koeffizient  von  T'  verschwindet; 

Die  Funktion  (a;  —  a)^  +  ^-'»(a?  —  6)^  +  *-/*y(^>  genügt  der  Adjungierten 
zu  (9). 

Die  innere  Übereinstimmung  zwischen  der  hypergeometrischen  Funktion 
und  unserer  Bruchableitung  reicht  noch  viel  weiter:  so  entspricht  namentlich 
dem  großen  Heer  der  Substitutionen,  angewendet  auf  die  G au ß sehe  Diffe- 
rentialgleichung (g)  —  bei  unserer  Bruchableitung  das  Problem  von  der  Ver- 
äuderung  der  unabhängig  Veränderlichen  oder  von  der  Ableitung  einer  Funktion 
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von  einer  Funktion  —  ein  Problem,  das  schon  Liouville^)  in  Angriff  ge- 
nommen hat,  jedoch  bei  seiner  Definition  mit  wenig  Aussicht  auf  Erfolg. 

Es  ist  begründete  Aussicht  vorhanden,  daß  die  Lösung  dieses  Problems 
wird  gefördert  werden  können  durch  den  wunderbaren  Aufschwung,  den  die 
Theorie  der  Differentialgleichungen  namentlich  seit  den  epochemachenden 
Fuchs  sehen  Arbeiten  genommen  hat. 


SclLraubenlinien  und  Loxodromen. 

Von  E.  Salkowski. 

1.  Die  Loxodromen  werden  definiert  als  diejenigen  Baumkurven,  die  die 
Ebenen  eines  Büschels  unter  gleichem  Winkel  b  schneiden.  Wählt  man  die 
f- Achse  als  Achse  des  Ebenenbüschels,  so  werden  alle  Loxodromen,  die  zu  dem 
Büschel  gehören,  durch  die  Mongesche  Gleichung 

(1)  (xdy  —  ydxY  —  sin>€(aj>  +  y^(dx^  +  dy^  +  de^^O 

bestimmt.^  Herr  8 che f fers  hat  nun  gezeigt,  daß  die  endlichen  Gleichungen 
aller  Loxodromen  durch  ausführbare  Operationen  gefunden  werden  können,  daß 
also  die  allgemeine  Litegralkurve  der  Gleichung  (l)  sich  ohne  Quadraturen 
ergibt.')  Der  Weg,  auf  dem  Herr  Scheffers  dies  Besultat  gewann,  scheint 
indessen  beträchtliche  rechnerische  Schwierigkeiten  zu  bieten  und  jedenfalls 
bisher  noch  nicht  zu  brauchbaren  Schlußformeln  geführt  zu  haben.  Eine  andere 
Methode  ergab  sich  für  mich  durch  die  Bemerkung,  daß  die  Quadratur,  die 
eine  Schraubenlinie  auf  einer  Botationsflftche  bestinmit,  durch  eine  einfache 
Transformation  in  das  Litegral  für  die  Loxodrome  übergeführt  werden  kann. 
Da  man  nun  die  endlichen  Gleichungen  der  Schraubenlinien  kennt,  gelingt  es 
durch  eine  leichte  Bechnung,  die  Gleichungen  der  allgemeinen  Loxodrome  in 
endlicher  Form  darzustellen.  Der  innere  Grund  für  diesen  Zusammenhang  ist 
die  Tatsache,  daß  sowohl  Schraubenlinien  als  auch  Loxodromen  durch  eine  ein- 
fache Pnnkttransformation  des  Baumes  aus  den  Minimalkurven  hervorgehen. 
Diese  Bemerkung  gab  mir  den  Anlaß,  weitere  Punkttransformationen  der  Minimal- 
kurven zu  untersuchen.  Dabei  ergab  sich  insbesonderedie Lösung derMon gesehen 
Gleichung  der  sphärischen  und  pseudosphärischen  Kurven  in  expliziter  Form, 
Besultate,  die  dann  auf  bemerkenswerte  Formeln  in  der  Theorie  der  Kurven 
konstanter  Krümmung  und  der  Kurven  konstanter  Torsion  fQhrten. 


1)  Sur  le  changement  de  la  variable  ind^pendante  dans  le  calcul  des  diff^- 
rentielles  ä  indices  quelconques.    Journal  de  r£c.  polytechnique  cah.  24. 

2)  G.  Scheffers.    Encykl.  der  math.  Wies.  UI  D  4.    S.  248. 

8)  G.  Scheffers.    Über  Loxodromen.     Leipz.  Ber.  1902.    S.  868—870. 
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2.  Die  Mongesche  Gleichung  der  Minimaihurven 

(2)  d^'  +  dfi*  +  dt»  =  0 

wird  durch  die  Gleichungen 

^  «  y"  cos  V  —  F"  sin  v 

(3)  iy  =  F'  sin  t;  +  V"  cos  v 

gelöst.  Hierin  bedeutet  V  eine  willkürliche  Funktion  des  Parameters  v.  Diese 
Gleichungen  seien  im  folgenden  durchweg  angewandt,  da  sie  vor  den  sonst 
üblichen^)  für  unsere  Zwecke  gewisse  Vorzüge  besitzen. 

Die  Schraubenlinien  sind  durch  die  Gleichung 

(4)  dicj  +  dyj  —  k^dx^^  =-  0 

charakterisiert,  sie  gehen  daher  aus  den  Minimalkurven  durch  die  Punkttrans- 
formation 


(5) 

hervor. 

Setzt  man 

(6) 


«i  —  !•   yi  —  1? 


if 


X 

y 


r  cos^ 
r  sin^ 


Gleichungen,  die  man  als  Einführung  von  Zylinderkoordinaten  an  Stelle  des 
rechtwinkligen  Achsensystems  interpretieren  kann,  oder  auch  als  eine  Ponkt- 
transformation  des  Raumes  (x,  ^,  e)  in  den  Baum  (r,  ^,  je;),  so  wird  die  Gleichung 
(2)  der  Minimallinien  in  eine  Mongesche  Gleichung  zwischen  (^,  6,  i)  über- 
gefdhrt: 

(2a)  dQ^  +  Q^dS^  +  dS^^O, 

die  sich  mit  Hilfe  von  (3)  und  (6)  folgendermaßen  löst: 


(3  a) 


>j  ,     F'  ein  »  +  F"  cos  v 

^  "  '"■<'*8  F'co.t,-F"ein« 

f  =  i(7+7"). 


Die  Gleichung  der  Loxodroinen  (1)  dagegen  nimmt  nach  Division  durch  den 
nicht  verschwindenden  Faktor  r*  die  Form  an 


(la) 


dr^  -  cig^ er^dd-*  +  Jjs«  =  0, 


1)  Vgl.  etwa  6.  SchefferB.    Besondere  transzendente  Kurven.     Encykl.  der 
math.  WiBS.  III.  D.  4.     S.  264. 
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welche  durch  die  Transformation 

(7)  0  =  ictg€e 

in  (2  a)  ühergeht.  Man  übersieht,  wie  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (6),  (3  a) 
und  (7)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  allgemeinen  Loxodrome  als  Funktion 
des  Parameters  v  darstellen  kann.  Führt  man  die  einfache  Rechnung  durch 
und  bringt  alles  durch  passende  Wahl  des  Parameters  auf  reelle  Form,  so  er- 
hält man  als  Gleichungen  der  Loxodramen 


(8) 


wobei 


{X  =>  r  cosO" 
y  =  r  sin  O 


&  «  tgf ^1  log  jpz^^-^^  -  t*j 

zu  setzen  ist  und  U  eine  beliebige  Funktion  des  Parameters  u  bedeutet. 

Interpretiert  man,  um  die  gefundene  Beziehung  anschaulich  aufzufassen, 
die  Gleichungen  (6)  als  die  Einführung  von  Zjlinderkoordinaten,  so  zeigen  die 
Gleichungen  (7),  daß  Loxodrome  und  zugehörige  Minimallinie  auf  derselben 
Rotationsfläche 

(9)  ^»  =  /-(r*) 

liegen,  und  zwar  entsprechende  Phmkte  auf  demselben  Parallelkreis,  und  daß  die 
zugehörigen  Winkel  d"  in  einem  konstanten  rein  imaginären  Verhältnis  zu  ein- 
ander stehen.  Daraus  ergibt  sich  eine  einfache  Konstruktion  der  Loxodromen 
einer  Fläche  aus  ihren  Minimalkurven.  Faßt  man  dagegen  die  Gleichungen  (5) 
mit  (7)  zusammen,  so  erhält  man  eine  Beziehung  der  Schraubenlinien  einer 
Rotationsfläche 

zu  den  Loxodromen  der  Fläche  (9). 

3.  Eine  zweite  Pnnkttransformation  des  Raumes  sei  durch  folgende 
Gleichungen  definiert: 

X  =^  r  sin-O-  cos  9 

(10)  y  =  r  sin  -^  sin  9 

z  ^  r  cos  &, 

Die  Gleichimg  der  Minimalkurven  des  Raumes  geht  in  die  Form 
(2b)  dg^  +  Q^dS^  +  Q^  sin«  SdO^  «  0 
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Aber,  die  nach  (3)  und  (10)  durch  die  Formeln 

,«=  r''+  v">-{v'+  ry 


(3b) 


e  =  arctg  -(p-p-^«)- 

_  ^     F'aint?  4- F"co8r 

®  F  cos  t?  —  F    Bin  v 


gelöst  wird.    Nun  ist  das  Linienelement  einer  Kugel  vom  Radius  a 

(11)  ds^  =  a\d^*  +  sm»^V). 

Diese  Gleichung  geht  aus  (2  h)  durch  die  Transformation 

ds  =  a%-— 
9 

^  —  e 

hervor.    Aus  den  Formeln  (3h)  ergibt  sich  dann  der  Satz: 

Die  Besiehung  zwischen  Bogenlänge  und  Koordinaten  einer  sphärischen 
Kurve  läßt  sich  in  expliziter  Form  folgendeiinaßen  darstellen: 

/.o\  ,  F'oos»— F"8inr  ,  F' ein »  +  F" cos t?  V+V 

(12)  a?  =  Ä; jp ,     y  =  Ä '^^ ,    e  ^  ik      \^    , 

s^hi  log  TT, 
wobei 


w  -  yr^  +  F"*  -  ( F  +  ry 

gesetzt  ist  und  V  eine  beliebige  Funktion  des  Parameters  bedeutet. 

Die  Form  der  Gleichung  läßt  es  zweifelhaft,  ob  es  algebraisch  rektifizierhare 
Kurven  auf  der  Kugel  gibt;  die  Existenz  solcher  Kurven  steht  aber  von  vom 
herein  fest,  da  die  algebraischen  sphärischen  Schraubenlinien  zu  ihnen  gehören. 

4.  Die  eben  gefundenen  Ergebnisse  kann  man  nun  auf  die  Kurven  kon- 
stanter Krünunung  anwenden.  Die  Richtungskosinus  der  Tangente  seien  a^b^c, 

die  konstante  Krümmung  y^i  dann  ist 

l^ds^  =  da^  +  db^  +  dc\ 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  unseren  Gleichungen  (12)  überein,  wenn  man 

X  =  Äa,     y  =»  kby     z  =^  kc 

setzt.    Da  die  Richtungskosinus  der  Binormale  und  Hauptnormale  sich  durch 
Differentiationsprozesse  aus  denen  der  Tangente  ergeben,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Beziehungen   zwischen    der   Bogenlänge    und   den   Richtungs- 
kosinus   des    Fundamentaldreikants    lassen    sich    für    die    Raum- 
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kurven    konstanter  Krümmung    ,     folgendermaßen    explizit   aus- 
drücken: 

8    —  *»  log  W 

F'coBü— r'sint?       .        rsinr+F'-coB»  .V+V" 

a    — 555^ ,     0— iiT ,     c  — —  » 


W  '     "  W  '     "  '      TT 

F'  F'  F' 

a'  «»  cos  V  — ^  sin  t;,       6 '  —  sin  t;  +  -^  cos  v.        c'  =»  —  i  -^. 

a"  -  +  ^  {(F«  +  VV"  -  F'O  sint;  +  FF'  cost;) 


FTF 


—  f 


6"=--w^.{(F«+  VV"  -  F'^)  cos i' -  FF' sin i; } 


c 


VW 
F'«  —  VV 


VW 

Ganz  entsprechende  Überlegungen  gelten  für  die  Kurven  konstanter  Torsion; 
fOr  diese  ist,  wenn  ^  "="  t  gesetzt  ist,  die  Bestimmungsgleiöhung 

ds^  «  k{da^  +  dh'^  +  dc^, 
eine  Gleichung,  die  erfEUlt  wird,  wenn  in  den  Gleichungen  (12) 

X  «=  ka\    y  =  kh' y     t  =  kc 

gesetzt  wird.    Daraus  ergibt  sich  der  dem  vorigen  analoge  Satz: 

Die  Beziehungen    zwischen    der  Bogenlänge  und  den  Bichtungs- 
kosinus    des  Fundamentaldreikants  lassen  sich   für  Raumkurven 

konstanter  Torsion  ,   folgendermaßen  explizit  ausdrücken: 

s    =  Ä»  log  W 

F'  F'  F' 

a    —cosi? y%mVy  6  — sint?  +   -prcosf,        c«=»  — »-«. 

rcosp—  F'eint?         .        F^  sin  t?  +  F"  cos  v        -  _  •  Zj+- ZT 


TF  '  W  '      ^         '       TF 


a 


r/ 


—  f 

VW 


{ (F«  +  FF"  -  F'*)  sin  v  -f-  FF'  cos  v } 


6"  -  ^-^{{y^  +  F'F"  -  r«)  cost;  -  FF'  sint;} 


„  ___  F'—  FF' 


FTF 


Ein  gleichartiges  Formelsystem  besteht  für  die  Kurven,  deren  ganze 
Krümmung  )/x'  +  t*  =  x  konstant  ist. 
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Bemerkung  zu  dem  Vortrage:  Die  Nnllstellen  der  hypergeometrisehen 

Fimktion. 

Von  P.  Schafheitlin. 

Von  Herrn  M.  Bö  eh  er  bin  ich  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  daß 
fast  dieselbe  Methode,  die  ich  in  Abschnitt  2  meines  Vortrages  gebraucht  habe, 
schon  von  Herrn  Porter  in  seiner  Abhandlung:  On  the  number  of  roots  of 
the  hypergeometric  series  between  zero  and  one  (American  Math.  Soc  Bull.  3, 
274 — 278,  1897)  bereits  benutzt  worden  ist;  die  in  den  anderen  Abschnitten 
enthaltenen  Resultate  werden  davon  nicht  berührt. 


Sitznngsbericlite  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft. 

Herausgegeben  vom  Vorstände  der  GeseUscliaft. 
63.  Sitzung  am  24.  Jnni  1908. 

Vorsitzender:  Herr  Scbafheitlin. 

Anwesend:  22  Herren. 

Herr  Rot  he  ist  infolge  seiner  Berufung  nach  Clausthal  aus  der  Revisions- 
konunission  ausgeschieden.  An  seine  Stelle  wird  Herr  Em  de  gewählt,  so  daß 
sich  nunmehr  die  Revisionskommission  ans  den  Herren  Güntsche  und  Emde 
zusanmiensetzt. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  Witt:  Über  Näherungsdarstellung  von  Funktionen. 
Herr  Lewent:  Über  einige  Ungleichungen  (s.  u.). 

Herr  Wallenberg:  Bemerkung  zu  meinem  Vortrage  in  der  Sitzung  am 
26.  Februar  1908  (s.  u.). 


Über  das  Anflösongsproblem  im  logischen  Elassenkalknl. 

Von  Leopold  Löwenheim. 

Einleitung.  —  Mit  kleinen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen  wir  irgend- 
welche Klassen  (Mengen)  von  Dingen  oder  Elementen,  die  einem  bestimmten 
„Denkbereich^^  angehören,  innerhalb  dessen  sich  alle  unsere  Betrachtungen  be- 
wegen. Die  Klasse  ä,  das  „Negat^^  von  a,  ist  die  Klasse  der  Dinge,  die  nicht 
in  a  vorkommen.  0  bezeichnet  die  „leere  Klasse^^,  die  gar  kein  Ding  enthält, 
1  den  ganzen  Denkbereich.  Das  „identische  Produkt"  a  •  h  oder  ab  ist  die 
Klasse  der  Dinge,  die  a  und  b  gemeinsam  sind,  die  „identische  Summe"  a-^b 
entsteht  durch  Vereinigung  von  a  und  b  zu  einer  einzigen  Klasse.  Die  „Sub- 
sumption"  a=^b  bedeutet:  Die  Klasse  a  ist  in  der  Klasse  b  enthalten. 

Man  kann  sich  leicht  an  Beispielen  folgende  Tatsachen  plausibel  machen^): 
Für  die  identischen  Operationen  gilt  das  kommutative,  assoziative  und  distii- 


1)  Eine  aziomatische  Begründung  aller  dieser  Tatsachen  findet  man  in  den 
„Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik**  von  Dr.  Ernst  Schröder,  Band  I, 
sowie  in  der  Programmabn.  des  Gjmnaaiams  in  Tauberbischofsheim  189^1900: 
„Über  die  Algebra  der  Logik.  Die  Grundlagen  des  Gebietekalkuls**  von  Dr.  Engen 
Müller. 

Siteongfbeiiohte  d.  BerL  Math.  Gm.  VIL  8 
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butive  Gesetz  und  somit  sftmtliche  Formeln  der  gewöhnlichen  Algebra. 
Ferner  ist: 

(1)  aa^^  a  -\-  a=^  üj         aä  —  0,         a  +  ä  —  1 . 

(2)  ob  — ä  +  6,  a  +  h-^äb. 

Durch  Ansmultiplizieren  von  (x  +  i)  (y  +  P)  folgt  wegen  1) 

(3)  xy  +  xy  +  xp  +  xy'^  1, 

und  eine  entsprechende  Formel  gilt  fOr  drei  und  mehr  Buchstaben. 

Jedes  System  simaltaner  Gleichungen  und  Snbsumptionen  ist  ftqnivalent 
einer  einzigen  Gleichung  mit  der  rechten  Seite  0,  denn  1)  ist  jede  Gleichung 
a  «  &  äquivalent  2  simultanen  Snbsumptionen  a=^b  und  &  ^^^  o,  2)  ist  jede 

Subsumption  a^b  äquivalent  einer  auf  0  gebrachten  Gleichung  a& »- 0,  und 
3)  ist  jedes  System  auf  0  gebrachter  Gleichungen  a=»0,  5  =  0,  c^-0... 
äquivalent  einer  einzigen  solchen  Gleichung  a  -f~  ^  +  ^  *  *  '  ^^  0. 

1.  Wir  betrachten  eine  nur  aus  identischer  Addition,  identischer  Multi- 
plikation imd  Negation  gebildete  Funktion  der  Argumente  d^ ,  o^,  .  . .  x  , . . . 
und  bezeichnen  sie  kurz  mit  F{x^,     Dann  ist 

(4)  F{a^x  +  a;i)  -  F(a^)x  +  F(a'^)i. 

Allgemeiner:  Bezeichnen  wir  eine  Funktion  von  2  Reihen  von  Argumenten 

y 1 >  y^  >  •  • » y » >  •  •  •  > 

deren  Anzahl  nicht  gleich  zu  sein  braucht,  kurz  mit  F(x  \y^)j  so  ist 
(4a)  F(qf,x  +  a,,x  \  b^y  +  Ky)  =  F(a^  |  br)xy  +  F(a^  \  K)xy 

+  F(a;|50iy  +  F(a;|60iy)» 

entsprechend  f&r  drei  und  mehr  Reihen  von  Argumenten. 

Wesentlich  ist,  daß  die  a^,  a^,  &,,  b'^  auch  Ausdrucke  sein  dfirfen,  welche 
X  und  y  enthalten. 

Beweis:  Eine  logische  Formel  wie  (4a)  bedeutet  eine  allgemeine  Aussage 
über  die  Elemente  des  Denkbereichs  und  ist  dann  und  nur  dann  richtig,  wenn 
sie  für  jedes  einzelne  Element  des  Denkbereichs  richtig  ist,  d.  h.  wenn  sie 
richtig  ist,  falls  ich  den  Denkbereich  auf  ein  beliebiges  Element  beschränke. 
In  diesem  beschrankten  Denkbereich  hat  nun  jede  Klasse  den  Wert  0  oder  1, 
je  nachdem  sie  das  Element,  das  den  ganzen  Denkbereich  1  ausmachen  soll, 
enthält  oder  nicht  Zufolge  (3)  können  nun  die  vier  Klassen  xy,  xy,  iy,  /y 
nicht  alle  »  0  sein.  Sei  also  z.  B.  x^  »*  1  in  dem  beschränkten  Denkbereich; 
der  Beweis  för  die  übrigen  drei  Fälle  kann  als  ganz  analog  wegbleiben.  Es 
folgt  0*  =  1,  V  «=»  1,  also  X  =  0,  y  —  0,  und  damit  reduziert  sich  (4a)  »uf 
F{^a^  1  bl)  =  F\au  '  hl).    Somit  ist  (^4a)  bewiesen. 

Man  kann  die  Formel  bei  einiger  Vertrautheit  mit  dem  Klassenkalkul 
auch  unschwer  ohne  Zurückgehen  auf  die  Elemente  rein  rechnerisch  verifizieren. 
Sie  ist  in  dieser  Allgemeinheit  meines  Wissens  noch  nicht  veröffentlicht  worden; 
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Herrn  Zermelo  ist  sie,  wie  ich  ktirzlich  von  ihm  erfuhr,  längst  bekannt. 
Mehrere  SpezialfHUe  sind  häufig  benutzt  worden,  z.  B.  (für  a^  »  5^  » 1 ,  a^ = 5^  «  0) 
die  Entwickelungsformel 

F{x,y)  -  F (1,1) a;y  +  F{lfi)xy  +  F(0,i)xy  +  F(0,0)iy, 

nach  der  sich  jede  beliebige  Funktion  von  x  und  y  in  der  homogenen  Form 
axy -{-hxy  •\' ciy '\' dxy  darstellen  läßt,  so  daß  (zufolge  der  Schlußbemerkung 
in  der  Einleitung)  unter  (3)  das  allgemeine  Auf  lösungsproblem  enthalten  ist. 

2.  o^,  Oj , . . .  a^ , . . .  sei  eine  partikuläre  Lösung  der  Gleichung  F (a;  )  =  0. 
Dann  ist 


(5)  x^  =  %F{u;)  +  u^F{u;)  (^  =  1,«,...) 

die  allgemeine  Lösung,  d.  h. 

a)  (5)  ist  eine  Lösung  für  beliebige  Werte  der  „arbiträren  Parameter*^ 

Beweis  i  Setzt  man  (5)  in  F(x^  ein,  so  wird  wegen  (4) 


F  (x^)  -  F  (a^)  F{u^)  +  F  (m^)  F  (u^). 

Das  erste  Glied  verschwindet,  weil  nach  Vor.  F(a^  =  0  ist,  und  das 
zweite  Glied  wegen  (l).     Somit  ist  F(x^  —  0.     q.  e.  d. 

b)  (5)  ist  fähig,  jede  beliebige  Lösung  von  F(x  )  =  0  darzustellen,  d.  h. 
ist  eine  bestimmte  Lösung  ^r^ ,  ^ ,  .  .  .  o?  .  .  .  gegeben,  so  kann  man  bestimmte 
Werte  von  u^,  «i^,  .  . ,  u  .  .  .  angeben,  für  die  die  rechten  Seiten  von  (5) 
gleich  den  gegebenen  x    werden.    Wir  behaupten: 

^^^  x^  0*  =  1, «, . . .) 


ist  ein  solches  Wertsystem,  d.  h.  x^=^ a^^F {x^  +  x^F{x^  für  jede  Lösung. 

Beweis:  Nach  Vor.  ist  F{x^  —  0,  folglich  F{x^  =  1,  und  damit  wird 
die  zu  beweisende  Gleichung  a:^  =  »^  *  0  +  a;^  •  1,  was  offenbar  richtig  ist. 

Übrigens  läßt  sich  Schröders  „rigorose  Lösnng"  des  allgemeinen  Auf- 
lösimgsproblems  in  der  Algebra  der  Relative^)  leicht  als  Spezialfall  aus  (5) 
herleiten  und,  was  von  Literesse  sein  dürfte,  dahin  verallgemeinem,  daß,  falls 
F(a^)  -  0  ist,  

x^^a^^  1;  J^(u^);  1  +ti^  -  OtF(t*^)  jO 

die  allgemeine  Lösimg  der  Gleichimg  F(x  )  =  0  ist.     Man  kann  dies  auch 
genau  so  beweisen,  wie  es  Schröder  für  eine  Unbekannte  tut. 

8.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Auflösbarkeit 
einer  Gleichung 

^(^it/)  —  ^^y  +  ^^y  +  ^^y  +  dxy  —  o 

ist  das  Erfülltsein  der  „Eliminationsresultante^^ 
(6)  ahcd  -=  0 

1)  Vgl.  Schröder,  a.  a.  0.,  Band  HI,  S.  166. 

8* 
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oder  (vgl.  Schluöbemerkung  von  1) 

(6a)  -f  (1,1)  F(1,0)  F(0,1)  F(0,0)  =  0, 

entsprechend  fUr  mehr  Variable. 

Die  Notwendigkeit  der  Bedingung  beweist  Schröder  dui-ch  Multiplikation 
der  gegebenen  Gleichung  mit  abcd,  wobei  (wegen  a  ■  ah  cd  ^=  ah  cd  usw.)  jeder 
Koeffizient  gleich  abcd  und  die  Gleichung 

abcd(zj/  +  a;y  +  iy  +  xy)  -=  0 
wird,  also  wegen  (3)  abcd  —  0,  q.  e.  d. 

Daß  (6)  hinreichend  ist,  hat  man  bis  jetzt  nur  durch  den  SchluB  von 
n  unbekannten  auf  n  -\-  1  Unbekannte  bewiesen,  ohne  daS  iür  mehr  als  zwei 
TJnbekannte  Lösungen  wirklich  aufgestellt  wären.  Beiden  Übelständen  hilft 
folgender  Beweis  ab: 

Sei  z.  B.  (für  drei  Unbekannte)  die  vorgelegte  tileichimg 
axi/e  ■+■  bxyi  +  cxye  +  dxyz  +  exys  +  fxgl  -\-  gxy$  -f-  hxyl  —  0. 

Wir  greifen  irgend  ein  Glied  heraus,  z,  B.  bxyz,  und  setzen  für  die 
Negate  der  drei  unbekannten  Faktoren: 

X  —  bx\  y  =  by',  z  ==  6e', 

also  wegen  (2) 

a;  =  S  +  a:',  V  =  b -^  y\  z  =  h-\-~z\ 

Nach  dem  Einsetzen  besitzt  jedes  Glied  den  Faktor  b,  (Denn  das  heraus- 
gegriffene Glied  besaß  ihn  schon  vorher,  und  die  übrigen  Glieder  können  nicht 
genau  dieselben  unbekannten  Faktoren  ;i',  y,  i  enthalten,  sondern  müssen  eins 
von  deren  Negaten  i,  y  und  z  als  Faktor  enthalten,  und  dieser  Faktor  bringt 
bei  der  Substitution  den  Faktor  b  hinzu.) 

Man  kann  also  b  vor  die  Klammer  ziehen.  In  der  Klammer  steht  dann, 
wie  man  leicht  nachrechnet: 

ax'y'i'  +  x'y'V  +  cx'y'z'  +  dx'y'i'  +  ex'y't  +  fx'y'z'  +  gx'y'z 

+  Äi'r/'?'. 

Wir  konstruieren  jetzt  nach  derselben  M(.'hode  eine  Substitution,  nach 
deren  Ausführung  sich  ein  zweiter  Koeffizient  vor  die  Klammer  ziehen  läßf, 
und  fahren  so  fort,  bis  das  Produkt  sämtlicher  Koeffizienten  vor  der  tÜammer 
steht.  Dies  Produkt  ist  aber  nach  Vor.  gleich  0,  folglich  ist  die  Gleichung  jetzt 
für  beliebige  Werte  der  zuletzt  eingeführten  Unbekannten  erfüllt,  und  um  die 
zugehörigen  Werte  von  x,  y  und  &  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  acht  Sub- 
stitutionen zu  einer  einzigen  zusammenzusetzen.    Damit  ist  der  Beweis  gefübri. 

Das  Ergebnis  hängt  ab  von  der  Reihenfolge,  in  der  die  einzelnen  Koeffi- 
zienten vor  die  Klammer  gebracht  werden.  Zur  Erläuterung  des  Bildusgs- 
gesetzes  will  ich  es  für  vier  Unbekannte  x,  y,  z,  «  hinschreiben.  Ordne  ich 
wieder  die  Glieder  mit  x  vor  die  mit  x,  in  jeder  der  beiden  Gruppen  die 
Glieder  mit  y  vor  die  mit  y  usw.,  so  seien  die  Koeffizienten  in  der  allgemeinen 
Gleichung 

fl,  Ä,  c, q- 
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Bringt  man  erst  a  vor  die  EQammer,  dann  b  usw.,  so  erhält  man  folgende 
Lösungen: 

a;  —  ä  +  fe4-^  +  ä  +  c+?+^  +  Ä  +  ikltnnopq  •  {, 
y^ä  +  h-\-c+d+  efgh  (*  +  *+7  +  w  +  nopq  •  ij), 
s^ä+i  +  cd(e  +  f  +  gh{l^k+lfn(n  +  d+pq'  f))), 
u^ä  +  h(c  +  d(e  +  f{g  +  h{l  +  Ä(7+t»(«  +o(p  +g.^))))))), 

wo  man  für  J,  ij,  '^,  f  beliebige  Werte,  z.  B.  0  oder  1,  setzen  darf. 

4.  Für  die  Anwendungen  des  Kalküls  ist  es  vielfach  von  Wichtigkeit, 
für  symmetrische  Gleichungen  (z.  B.  Xy^x^x^  -«  0)  auch  sjnmietrische  allgemeine 
Lösungen  (für  unsem  Fall 

a?i  =  Ui  (M|  +  Sj),         a:,  =  tt,  (ü»  +  öi),         «i  =•  w»  (**i  +  tij) , 

wie  aus  der  Partikularlösung  (0,  0,  O)  vermöge  (5)  hervorgeht)  zu  gewinnen, 
d.  h.  Lösungen,  welche  durch  Vertauschung  der  arbiträren  Parameter  u  in- 
einander übergehen.  Schröder  hat  nun  für  viele  spezielle  symmetrische 
Gleichungen  die  allgemeinen  symmetrischen  Lösungen  durch  Kunstgriffe  ge- 
wonnen und  mit  großem  Aufwand  von  Rechnung  den  höchst  leicht  beweis- 
baren Satz  hergeleitet,  daß  die  Gleichung  xyz  -\-xy'z  ^  0  sich  nicht  mit  drei 
Parametern  symmetrisch  allgemein  lösen  läßt.  Er  hätte  sich  die  Mühe  sparen 
können,  wenn  er  gewußt  hätte,  daß  man  sich  nur  um  partikuläre  symmetrische 
Lösungen  zu  künmiem  braucht;  (5)  gibt  dann  sofort  die  allgemeine  Lösung, 
und  zwar  wieder  in  symmetrischer  Form,  und  umgekehrt  kann  man  aus  jeder 
symmetrischen  Lösung  mit  arbiträren  Parametern  sofort  eine  symmetrische  Parti- 
kularlösung erhalten,  indem  man  einfach  die  sämtlichen  Parameter  =  0  setzt. 

Es  handelt  sich  also  um  die  Frage:  Wie  sieht  eine  partikuläre  sym- 
metrische Lösung  aus?  Ist  z.  B.  für  zwei  Unbekannte  rr^^  =>  J.,  x^^^  B  eine 
solche,  so  dürfen  A  und  B  keine  arbiträren  Parameter  enthalten,  sondern 
müssen  sich  aus  den  Parametern  der  Gleichung  in  symmetrischer  Weise  zu- 
sammensetzen (also  z.  B.  -4  -=  o^  (o,  +  r)  -f-  &!,  ^  =  a^  (a^  -f  r)  -f-  6j),  so 
daß  die  Werte  der  Unbekannten  durch  eine  Vertauschung  der  Parameter  der 
Gleichung  ineinander  übergehen. 

Wir  beschränken  nun  unsere  Betrachtung  auf  den  speziellen  Fall,  daß 
solche  symmetrisch  auftretenden  Parameter  in  der  Gleichung  nicht  vorkommen, 
oder  daß  es  wenigstens  nicht  erlaubt  sein  soll,  sie  in  der  Lösung  als  gleich- 
berechtigt und  vertauschbar  zu  betrachten.^)  Da  dann  keine  Vertauschungen 
mehr  möglich  sind,  so  verlangt  der  Begriff  der  Symmetrie,  daß  auch  ohne  das 
alle  Werte  der  Unbekannten  einander  gleich  sind. 

Es  bleibt  also  nur  noch  die  Frage:  Wann  läßt  sich  (z.  B.  für  zwei  Ghiippen 
von  Unbekannten,  die  unter  sich  symmetrisch  in  der  Gleichung  auftareten) 
eine  Gleichung  F{x^\y^  =  0  so  lösen,  daß  alle  x  gleich  einem  bestimmten 
Werte  £  und  alle  y  gleich  einem  bestimmten  Werte  17  werden?    Oder:  Wann 


1)  Auch  in  dem  allgemeinen  Falle  vermag  ich  von  jeder  vorgelegten  sym- 
metrischen Gleichung  entweder  symmetrische  Lösungen  aui^stellen,  oder  zu  be- 
weisen, daß  dies  unmöglich  ist.  Ich  gedenke  bei  anderer  Gelegenheit  darauf 
zurückzukommen. 
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läBt  eich  die  Gleichung  Fdlij)  =  0  lösen,  die  dadurch  eotsteht,  daß  maD  in 
F(x^\l/y)  einsetzt  a^^  -=  5,  y^  -  t,  (^  =  1,2,  -  .  .,  v  =  1,2,  .  .  .)¥  Nach  (6») 
ist  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür 

F{1\1)  F{1\0)  F(0\l) F(0\0)  ~  0. 

Entwickelt  man  nun  F{x^\}/^)  nach  allen x^  undy, (vgl.  Schlufibemerkung 
von  1),  so  ist 

f  (l|l)  der  Koeffizient  des  Gliedes,  das  alle  x^  und  y,  enthält, 

Hm ',  •  i,     .. 

-f(0|l) „         „      „    i,    „    ».       „ 

J'COIO)  ..        ■ ,  ',  ,.  ».     ., 

Wir  haben  also  für  nnseren  engeren  Begriff  der  Symmetrie  den  Satz: 
Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daftlr,  dafl  sich  etne  sym- 
metrische  Oleichang 

F{x^\s;)  ^Allx^y,  +  BllxJ,  +  C Ui^y,  +  D  fli^V. 

+  andere  Glieder  ^"  0 

symmetrisch  (und  damit  auch  nach  (5)  symmetrisch  allgemein)  lösen  l&fit.  i*t 

ABCD^O. 

Pur  eine  einzige  Gnip|)e  von  Unbekannten  besteht  also  die  Bedingung 

darin,  daß  das  Produkt  der  Koeffizienten  von  jjx^  und  Jl^^  verechwindet 


Demnach  läßt  sich  2 


B.  die  Gleichung 


nicht  symmetrisch  lösen,  und  Schröders  Lösung') 


ist  nicht,  wie  er  meint,  symmetrisch,  da  ä  ein  (wenn  auch  wenig)  komplüdertartr 
Ausdruck  ist  als  a.  Zwar  geht  «  aus  a  ebenso  hervor  wie  a  ans  n,  doch  irt 
dies  kein  Zeichen  von  Symmetrie,  sondern  einfach  selbstverständlich  für  jed« 
(auch  nnsymmetriüche)  allgemeine  Lösnng  einer  symmetrischen  Gleichung. 
Wenn  ich  7,,  B.  die  symmetrische  Gleichung  z^  —  0  unsymmetrisch  allgemein 
löse  durch  x  ^  a,  y  =  ab,  so  erliaite  ich  ab  aus  11,  indem  ich  dessen  Negat  ä 
mit  einem  beliebigen  Paktor  b  multipliziere;  ebenso  aber  erbalte  ich  a  aus  ab, 
indem  ich  dessen  Negat  a  +  b  mit  einem  Faktor  a  +  b  multiplixiere,  der  eine 
beliebige  Kta'jse  darstellen  kann,  so  lange  mir  nur  äh  und  nicht  a  und  b  ge- 
geben ist.  Was  hier  verlangt  wird,  ist  formale  Symmetrie,  und  diese  fdUt 
bei  der  Lösung  a;,  =  a,  z,  =  n. 


1)  Vgl.  Schröder,  a.  a.  0.,  Band  1,  S.  fi06. 
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Über  einige  üngleioliniigen. 

Von  L.  Leweni. 

Die  physikalischen  Betrachtungen  des  ersten  Abschnittes  führen  zu  einer 
Ungleichung,  die  in  allgemeinerer  Form  kürzlich  wieder  bekannt  geworden 
ist.    An  letztere  knüpfen  sich  im  zweiten  Teil  die  mathematischen  Folgerungen. 

1.  Es  seien  n  Hohlräume  mit  absolut  spiegelnden  Wänden  ausgestattet 
und  gleichmäßig  mit  schwarzer  Strahlung  erfüllt.  V^  sei  das  Volumen  des 
v*^  Baumes,  T^  die  Temperatur,  U^  und  8^  die  Energie  und  Entropie  der  in 
dem  Raum  enthaltenen  Strahlung.     Nach  bekannten  Gesetzen  ist 

.  (»  =  1,  s,  •    •«). 

Die  Eonstante  a  ist  experimentell  bestimmbar. 

Werden  (unter  den  nötigen  Vorsichtsmaßregeln)  zwischen  den  n  Hohl- 
räumen Verbindungen  von  hinreichend  kleinen  Dimensionen  hergestellt,  so 
wird  ein  Ausgleichsprozeß  eingeleitet,  der  sein  Ende  findet,  wenn  das  Gesamt- 
Yolnmen 

wieder  Ton  gleichmäßig  yerteilter  Strahlung  erfällt  ist.  Der  erste  Hauptsatz 
der  Thermodynamik  besagt,  daß  die  Energie  des  neuen  Systems  U  gleich  der 
Summe  der  Energien  der  n  Bäume  ist,  und  die  Gleichung 

ergibt  für  die  Temperatur  T  der  stationären  Strahlung  die  Bestimmungs- 
gleichung: 

(1)  T*=^ 


Nach  dem  zweiten  Hauptsatz  ist  die  Entropie  8  im  Endzustand  nicht  kleiner 
als  im  Anfangszustand: 

118^^8 


y 


oder 

oder  mit  Bücksicht  auf  (1): 

(2)  (2 7,i;)*^  27 F,  •  (2? V,T*y . 
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Dia  üngleiclmng  hat  zur  alleinigen  Voraussetzung,  daB  die  vorkommenden 
Gröfieu  F,  und  I^  —  wie  es  ürer  physikalistheii  Bedeutung  entspricht  — 
positiv  sind.  Uathematisch  steht  der  Annahme,  daß  die  Zahl  n  unendlich 
groß  wird,  nichts  im  Wege;  nur  mufi  dann  die  Konvergenz  der  Reihen  sicher- 
gestellt sein. 

Die  Irreversibilität  des  Prozesses  hat  Herr  Planck  filr  den  Fall  zwaer 
Hohlräume  in  seinem  Buch');  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Wäroiestrah- 
luBg,  S.  ö6 — 67  bestätigt,  allerdings  unter  der  speziellen  Annahme,  daß  dar 
Eweite  Hohlraum  „völlig  evakuiert"  ist,  d.  h.  die  absolut«  Temperata 
besitit 

Eraetrt  man  V,  durch  a,  und  TJ  durch  j,,  so  geht  (2)  über  in 


(3) 


(£a,x^)^  :Z  {£a^)* £a,x; . 


Diese  Relation   ist  ein  Spezialfall  der  wichtigen  Ungleichung,  zu  der  } 
Jensen*)  in  seiner  Arbeit  über  konvexe  Funktionen  gelangt  ist: 


C*) 


lSa,x,y<  (i^oj"-»-  Ha,^^. 


Es  liegt  nahe,  zu  untersuchen,  ob  die  allgemeinere  ringleichung  durch 
znJ&ssige  Verallgemeinerung  des  Entropiebegriffs  gewonnen  werden  kann.  In 
der  Tat  brauchte  man  den  Maxwellschen  Stxahlungsdruck  nur  gleich  h(ji  —  1) 

and  die  Energiedichte  u—  y,  demnach  gleich  it  ■  7'''—'  anzunehmen,  um  den 
zweiten  Hauptsatz  in  der  Gestalt  (4)  zu  erhalten.  Die  Maxwellscbe  Theorie 
liefert  aber  (Bi  den  Strahl ungsdruck  den  Wert  -,  und  nach  dem  Stefan- 
Boitzmannschen  Gesetz  ist  die  Energiedichte  der  vierten  Potenz  der  abso- 
luten Temperatur  proportional.  Die  beiden  Ergebnisse  der  Theorie  gind  flbei- 
dies  durch  das  Experiment  bestätigt.  Daher  führt  der  physikalische  Vorgwig 
nicht  über  die  Ungleichung  (3)  hinaus. 

S.  Die  Wichtigkeit  der  Ungleichung  (4)  ist  durch  Herrn  Jensen  tur 
Genüge  dargetan  worden.     Trotzdem  seien  einige  kleine  Beitrage  gestattet 

Ersetzt  man  in  (41  o,  und  x^  durch  n^xj  und  —  ,  so  erhalt  man:    

Nach  Uultiplikation  mit  (4)  lafit  sich  die  p**  Wurzel  ziehen: 
(ö)  £a,x,-  £a,x'^-^  ^  2;a,.  2:a,xf. 


Diese  CBgleichuag  gilt  bei  positiven  o,  und  x,  für  j;  ^  1.     Da  (4)  auch  fllr 


1)  M.  Planck,  Leipzig  1906. 

2)  J  L.W.V.  Jeneen,  Sur  les  fonotioas 

valeun  moyennea.    Acta  Math.  Bd.  SO.  8.  181  (S). 


et  lee  in^galiU*  entn  \m 
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j9  •<  0  gilt|  dagegen  in  (4)  das  Zeichen  <  in  >  zu  verwandeln  ist,  wenn  p 
ein  positiver  echter  Bruch  ist,  so  wird 

far  —  oo  <p<  1. 

Die  Bedentang  der  Relationen  (5)  und  (50  liegt  darin,  daß  keine  der  vor- 
kommenden Summen  mehr  potenziert  wird.  Sie  lassen  auch  erkennen,  daß 
die  Funktion 


y  n.    f 

kleiner  oder  größer  als    J'  *  ist,  je  nachdem  j)  <  1  oder  p>l  ist.     Es  be» 
steht  sogar  der  Satz: 

Die  Funktion  f{p)  nimmt  ab,  wenn  p  abnimmt. 

Beweis:  a)  j>  >  1. 

Für  positive  Zahlen  a  ist: 

^^^"^   za^xr-'    2:[(«,xro-<] 

> ^4r-i  °ftch  (ö),  also: 


'VP 


f(p  + «)  >  f(p). 

b)  j><  1. 


< ^^-^  nach  (5'),  also: 


'9 '^9 


f(p-«)<f(p)- 
Ebenso  ist  die  Funktion^) 


1 


/  a(x)(f{x))Pdx 
J{p)^'- 


fa(x){f(x)y-^dx 

0 


eine  mit  p  wachsende  Funktion.    Im  Integrationsintervall  sind  a(x)  und  f(x) 
als  positiv,  die  Integrale  als  existierend  anzunehmen. 


1)  Vgl.  dazu  Jensen  1.  c,  S.  186. 
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Versteht  man  unter  8  and  t  positive  Zahlen,  so  ergibt  sich  ans  (5).ftbr 

1  1 

f(l  +  5  +  0  •  f(i  +s+{p- 1)0-<  f(i  +  s)  •  f(l  +  «  +i>0- 

Für  hinreichend  kleine  t  folgt  aus  der  Taylor  sehen  Beihenentwickliing  beider 
Seiten: 

f(i  +  s)r(i  +  »)>t'*(n-«). 

Weiter  werde 

a^y— a^  +  y» 

eingeführt,  nachdem  man  zur  Erhöhung  der  Sjnmietrie 

p  durch  --^--,  a?y  durch  af,  also  (5)  durch 

(6)  Za^af^  '  Za^xl  ^  Za^  •  2:aX"*"* 

ersetzt  hat.     Es  ist 

r 

—  af  •^(ji)«"*/';i(n),    wenn 

/i(n)  -  ^a^yj 
gesetzt  wird.     Die  Ungleichung  (6)  nimmt  die  Grestalt  an: 

Speziell  sei 

a,,=  1,    y^=  -  (»»i,!,...«) 

Dann  wird 

n 

wobei  die  Si{n)  Größen  sind,  die  endlich  bleiben  für  lim  «=00.    Pur  hin- 
reichend große  n  lehrt  die  letzte  Ungleichung: 

XssQ  fissQ  ys=0 
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oder 

(l\r+l  /  1\»+1  /      .    l\r+«+l 

L&ßt  man  o?,  r  und  s  über  jedes  Maß  hinaus  wachsen,  aber  so,  daß 

lim  —  ™  il,      lim  —  =-  i* 

wird,  80  erhält  man 

«^—1     ä'*  — 1       Ä^+^—i 

(9)  ^-^>^-— ^<     ,.        '  (a>o.^>o). 

«*— 1 
Die  Funktion genügt  daher  der  funktionalen  Ungleichung 

f('öf(}/)<f(''  +  y) 

f&r  positive  Werte  der  Argumente. 

Setzt  man  in  (5)  der  Reihe  nach  j>  =  1,  2;  3,  . . .,  multipliziert  man  die 
Ungleichungen  dann  mit  den  positiven  Zahlen  Ä^y  Ä^j  Ä^y  .  .  ,,  ao  ergibt  die 
Addition: 

(10)  IJa,x,  ■  2a,{2Ä^xr ')  <  2a,  •  ^a^iSÄx^). 
Z.  B.  für  ^^  —  1  und  aj,<  1 : 

Zum  Schluß  sollen  noch*  zwei  bekannte  Ungleichungen  abgeleitet  werden, 
damit  an  einigen  scheinbar  ganz  abgelegenen  Beispielen  die  vielseitige  Anwend- 
barkeit erkannt  werde.     Durch  die  Substitution 

V 

werde  die  Ungleichung  (4)  in  die  einfachere  Gestalt 

übergeführt.    Man  multipliziere  beiderseits  mit  —  und  summiere  über  p  von 
1  bis  oo.     Ist  a;y<  1,  so  wird: 

-  In  (1  -  2a^x^)  ^  -  ZaXl  -  X^ 

(12)  1  -  2;«^^  n(i  -  x^r. 
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Erstreckt  man  die  Summation  nur  über  alle  ungeraden  p^  so  Ergibt  sich: 


In  (12)  setze  man 


1                 v—l 
a,«— ,  a?„— •  (v=i,s,...«). 


Es  wird  dann: 


1  -  ^....  - 1  - --^  >  y'n  ^^±^' - 1^  • 


(14)  .,  <  c-iiy 

Aus  (13)  folgt  für 


also 


«.  J_     i  +  g.>  ^  2y-t-l 
^»'""  n'  1  — a;«^  2v  — 1' 


a?  ■=  -r—  und  £a  x  =«  ":r —  •   ^  — : 


i+i-^^ 


7— T— T<yT-8'-2;rri-i^2«+i, 

1  —  rr—  •  ^  — 

2n        y 


(16)  ^7<2«-l^^^f^^ 

Der  Quotient 


V2n+T-1 
=  ^ 

.>^2M=n[+l 
läßt  sich  leicht  abschätzen.     Es  ist  nämlich 

A,n(2n  +  l)  =  ln(l+^J>jM_. 

wenn   x  <  —  ist  —  und  das  ist  für  hinreichend  große  n  sicher  der  FaD  (sogar 
schon  für  n  «  3). 
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Für  solche  Werte  wird 

i-bi(2n+l) 
«< j <iln(2n+l), 


2  +  -ln(2n  +  l) 


folglich 


n 


(16)  27<^2  +  ln(n+l). 


1^=1 


Bemerkung  zu  meinem  Vortrage  in  der  Sitzung  am  26.  Februar  1908 

(VII,  50—83). 

Von  Georg  Wallenberg. 

In  dem  zweiten  Teile  meines  Vortrages  habe  ich  eine  Anwendung  der 
Omppentheorie  auf  die  linearen  Differenzengleichungen  gegeben  und  ins- 
besondere folgenden  Satz  bewiesen :  „Wenn  zwischen  drei  Fundamentallösungen 
f>*^y  Vx\  ^x '  einer  homogenen  linearen  Differenzengleichung  dritter  Ordnung  mit 

rationalen  Koeffizienten  die  Relation  Vx^  —  v^x^Vx^  =  0  besteht,  so  genügen 
ihr  die  Produkte  je  zweier  Lösungen  einer  homogenen  linearen  Differenzen- 
gleichung zweiter  Ordnung,  deren  Koeffizienten  Quadratwurzeln  rationaler 
Funktionen  sind/'  Zu  dem  Beweise  dieses  Satzes  brauchte  ich  zwei  leicht 
herzustellende  Differenzengleichungen  dritter  Ordnung,  nämlich  diejenigen, 
denen  die  Produkte  bez.  die  Quotienten  je  zweier  Fundamentallösungen  einer 
homogenen  linearen  Differenzengleichung  zweiter  Ordnung  genügen.  Herr 
W.  Hejmann  hat  mich  nun  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  diese  Diffe- 
renzengleichungen sich  bereits  in  seinen  „Studien  über  die  Transformation  und 
Integration  der  Differential-  und  Differenzengleichungen''  (Leipzig  1891; 
Aufg.  103,  105,  106)  vorfinden. 
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